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UvVoD

Otodfme-li pfsmeno V o devadesit stupiiit doprava
nebo doleva, dostaneme znaménko nerovnosti. Nevyhne
se mu nikdo, kdo se jen trochu zabyva matematikou,
a intuitivnd s timto znaménkem pracuje kazdy, nebof
denné viichni pouZfvime pojma ,,vétsf nezi‘‘, , mensf
nez‘ atp.

Bez nerovnosti se neobejde ani Matematickéd olympid-
da; vyskytuje se skoro v kaZdé tiloze — nezavisle na ka-
tegorii Fediteld. Ve v&t3iné tloh hraji nerovnosti pouze
pomocnou roli, ale podetné jsou i tlohy, v nichZ je ne-
rovnost podstatnou slozkou, v nichZ jde tieba o to vy-
felit jednu & vice nerovnosti (& ptesnéji, v dnesni
terminologii, nerovnic) o jedné &i vice neznidmych, kde se
jednd o urdeni rovinného oboru, ktery je popsin nerov-
nostmi atp. DilezZitost nerovnostf a nerovnic ve skolské
matematice je konec konct zdiraznéna i skuteénosti,
¥e specialnd jim byly v&novény u# dvé publikace Skoly
mladych matematiki: svazek 5 F. Veselého O nerovno-
stech a svazek 18 K. Havlitka Analytickd geometrie
@ merovnosti.

I v tomto svazku Skoly mladych matematikii pijde
o0 nerovnosti, oviem z ponékud jiného hlediska ne% tFeba
u obou zminénych publikaci. Zde budeme chipat ne-
rovnost ve smyslu odhadu, budeme se ptat, zda néjaky
vyraz, v némz vystupuji ¢isla 2,, z,, ..., , — oznadme
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tento vyraz symbolem F(z,, #,, ..., ,) —, lze odhad-
nout jinym, jednodussim, nebo pro nase konkrétnf idely
vhodnéjsim vyrazem G(z,, z,, ..., z;). Budeme zkritka
vysSetfovat nerovnosti tvaru

(U'l) F(xnzz, ..-,CD”) gG(Zl,ZJa, --"xn):

pfitem? &sla z,, z,, . . ., z, budou leZet v néjaké pfedem
dané mnoZiné M. Vyraz G(z,, z,, ..., x,) pak bude
hornim odhadem vyrazu F(z,, z,, ..., Z,), a naopak —
vyraz F(z,, z,, ..., ,) bude dolnim odhadem vyrazu
G(xy, g, - .., Zn).

Nespokojime se pfitom jen tak s néjakym odhadem;
budeme chtit, aby nerovnost (U.1) byla v néjakém
smyslu pfesnd. Tuto pfesnost miZeme vyjadfit raiznym
zpusobem: miZeme napf. poZzadovat, aby pro jistou
n-tici &fsel z,, z,, ..., 2, z M nastala v (U.1) rovnost;
nebo miZeme pozadovat, aby rozdfl mezi pravou a levou
stranou bylo moZno uéinit libovolné maly; nebo mzZeme
chtit, aby jistd konstanta — napf. konstanta ¢, ma-li
vyraz G tvar c.G(z,, @,, . . ., &,) — byla nejlepf moni,
t). napt. takova, %e nerovnost (U.1) uZ neplatf, zvoli-
me-li @ ve tvaru &.G, kde je & < ¢; nebo muZeme poZa-
davek pfesnosti vyjadFit jinak. Ilustrujme to na pfikla-
dech.

P¥fklad U.1. Pro kazdé redlné ¢&fslo = plati
z < el

plati viak také = < ajz|+ 8, jeli $ =20 a a =1.
Oznadime-li F(z) = 2z a G, s(x) = ajz| + B, dostaneme
odhad

F(z) = Ga, (@),



ktery plati pro viechna reilnd &sla z, je-li a =1
a B = 0; nejlepsim hornim odhadem ze viech odhadd
tvaru @, s oviem bude vyraz G,.(z) = |z|, nebot
G,o(z) = Q,, s(x). Jinymi slovy: konstanty x =1, § =0
jsou ze vSech konstant « = 1 a 8 = 0 nejlepst.

PFiklad U.2. Zvolme za M interval <0, %> a polozme

F(z) = sin 2. Zkoumejme horn{ odhady H,(z) tvaru
«.z & dolnf odhady Ds(x) tvaru §.z, tj. zkoumejme, kdy
pro viechna z € M platf

Dy(z) < sinz < H,(x)
¢ili
(U.2) fr <sinzx < ax.
Lze ukazat, Ze to platfi pro a =1 a 8 §% (viz téZ
ol_)r. 1), zatimco pro « <1 neplatf horni odhad a pro
g > —i— neplati dolni odhad (uvédomte si, Ze viude je

podstatné, ze x € M!). Nerovnosti

y‘ /. //y.x




2 rsidnz gz
T
jsou ptitom pfesné v tom smyslu, Ze rovnost nastivé

jednak pro z = 0 a u dolnfho odhadu je§td pro z = —921 .

Konstanty 8, = % a oy =1 jsou nejlepsi moZné, nebot
je-li B <% a a > 1, pusti

fr < fx <sinz S ax < ar.
Pi¥iklad U.3. Budte «, § kladnd ¢&isla, M interval (a,o0)
a F(z) = %V:LT—T . Cht&li bychom vyraz F(z) od-

hadnout shora vyrazem typu H,(z) = yz, y > 0. Z geo-
metrie vime, %e vyraz F(z) popisuje &ist hyperboly

(viz té% obr. 2). Je-li y < %, bude nerovnost

(U.3) i:‘— Jor = ot < yz

y /§= 7X
>4

x¥

Obr. 2.



platit jen pro nékteré hodnoty z, nikoliv pro vdechna
x € M (felte rovnici §}/2® — a® = ayz!). Hornf odhad

dostaneme, volfme-li y % . Nejlepsf horni odhad pf¥i-

tom dostaneme, volime-li y =y, = % , nebot pro

y > v, & pro ka¥dé z € M plati
%V?v’—a’ S ypow <y,

Zde nelze ukdzat, Ze by v nerovnosti (U.3) nastavala
Pro y = y, rovnost, naopak, nerovnost je vidy osird.
Rozdil mezi pravou a levou stranou vsak konverguje
k nule, roste-li # do nekoneéna, tj. rozdil mezi pravou
a levou stranou lze udinit libovolné maly volbou vhodné
hodnoty 2.

Nerovnosti typu odhadi se v Matematické olympiddé
dasto objevuji. Napt. v 8. roéniku byl v kategorii B zadén
tento piiklad: ,,Dokaite, Ze pro kaZdou trojici kladnych
d4isel a, b, c plati vztah

1 1 1
(“+b+0)[7+7+?] =9;
naleznéte viechny trojice, pro néZ nastivd rovnost.‘

To lze chapat jako tlohu dokazat odhad

1
a+b+c’
ukédzat, %e je pfesny a Ze devitka je nejlepsf moZnd
konstanta. Tato tloha je specidlnim piipadem tlohy,

které se objevila ve 2. rodniku Matematické olympiady
v kategorii A a kde Slo o to dokédzat nerovnost

1 1 1
[7+?+?]29



1 1 1
(Ud) (@ +2+... +x,.)[?1 +;; +.. +}—) = n

My se k této tloze vratime v dal§im a uvedeme dva zpii-
soby Fefeni této vdlohy — viz pfiklad I.1 a piiklad II.2.

V tomto svazku uvedeme nékolik uziteénych odhada
nebo — chcete-li — nerovnostf. Jejich vyznam —
a i smysl tohoto svazetku — je v tom, Ze je dobré
je znit, védét o nich, nebot se mohou hodit pfi Feseni
fady tloh, s nimiz se tenaf setkd [viz napf. nerovnost
(U.4) — autor ztroskotal kdysi privé na této tloze
a dodnes se za to hanbf; kdyby byl znal Cauchyovu
nerovnost, vytesil by ji obratem ruky, ale tehdy jesté
svazky ékoly mladych matematiki neexistovaly].
To v8ak neni jediny jejich vyznam, a fekl bych, %e neni
ani hlavni. Za dulezitéjsi nez zndt tyto nerovnosti pova-
Zuji umét je dokdzat, & presnéji védél, jak se dokazuji.
V téchto ditkazech (a my u nékterych nerovnosti uve-
deme dikazi nékolik) je totiZ skryta fada p&knych idejf,
§ikovnych podetnich obrati a pod., coZ vée lze vyuiit
i v fadé jinych matematickych problémi.

Doporudujeme proto &tendii, aby pifi etb® tohoto
svazetku maximalné spolupracoval, aby sledoval hlavn{
ideje dtikazi jednotlivych tvrzeni a pokusil se je odliit
od téch krokd, které predstavujf jistou podetni rutinu,
aby se zamyslel nad tim, zda se na dany problém lze
divat i z jiné strany a zda existuje moZnost zobecrio-
vani. To byl konec koncu i divod toho, Ze nékteré ne-
rovnosti jsou dokazoviny vicerym zplsobem, a¢ by se
to mohlo nékdy zdat zbytedéné & zbyteéné sloZité.

Kazda kapitola obsahuje fadu iloh, jejichZ Feseni by
mélo &tendfi pomoci v tom, aby se mohl podilet na pravé
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potadované spoluprici. Ulohy jsou rézného stupnd
obtiZnosti a v zdvéru svazku jsou obsaZeny vysledky,
navody k Feseni nebo celd FeSeni; bylo by viak vhodné,
kdyby &tenaf nalistovani poslednich strinek odloZil na co
nejpozdéjsi dobu. Bylo by moZno dodat vice iloh é&i
piikladi, domnivdm se vSak, Ze ulohy zde obsaZené
mohou zainteresovaného &¢tenafe podnitit k tomu, aby si
podobné tkoly kladl sim; pfitom bych chtél pfipome-
nout, Ze beze smyslu nejsou ani zddnlivé zcela trividlni
tlohy jako volba specidlnich é&fsel v dané nerovmosti
(viz napf. dlohy II.1 a II.2 nebo dlohy IIL.3, IIT.4
a II1.5) —i takovy vysledek miiZe byt zajimavy a nékdy
dokonce osvétli nerovnost vice nez vztah s obecnymi
vektory. A &tendf, ktery bude mit skutedny zijem,
najde inspiraci v seznamu literatury na koneci svazku:
zvladté v knihach [4], [5] a [6] najde mnoho dalgich
vhodnych iloh.

Nakonec nékolik slov k uZiteénosti nerovnostf,
o nichZz budeme hovofit. Vyjdéme t¥eba z elementirni

nerovnosti
(a - b)2 2 0 ’

ktera plati pro viechny dvojice redlnych &isel @, b.
Plyne odtud, Ze a% — 2ab + b2 = 0, &ili Ze a? 4 b2 =
= 2ab, ¢ili Ze

1 1
(U.5) ab < 5 a? + - b2,

Tim jsme tedy odvodili jednoduchy odhad vyrazu
ab, ktery je zajimavy ptedevSim pro a =0, b = 0.
Odhad (U.5) znal uZz Eukleides a my v dal§im uvidime,
jak je uZiteény (geometricky znamend, Ze plocha obdél-
nika nenf v&tsi nez polovina plochy &tverce sestrojeného
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nad dhloptitkou!); zobecnénim tohoto odhadu, s nim%
se téZ setkdme, je odhad

] 1 11
W< =t — b [ >1g>1,— —=1].
s 5@+ p>Lg>1—+

Tento odhad je jednim z nejduleZitéjiich pomocnych
prostfedka pfi FfeSenf rtznych problémii matematické
analyzy, a to problémiu velice netrividlnich. § trochou
nadsizky lze ¥ici, Ze na tomto odhadu je zaloZena ne-
jedna matematicka teorie. Snad tedy &tendt uvéi, Ze
nerovnosti, s nimiZ se setka, nejsou jen samotdelnym
prostfedkem Matematickych olympidd.
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