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K a p i t o l a II. 

CAUCHYOYA NEROVNOST 

V této kapitole se budeme většinou zabývat r e á l n ý m i 
vektory x, y atd. Půjde-li o komplexní vektory, výslov-
ně to podotkneme. 

Začněme hlavním tvrzením kapitoly: 

Věta 11.1. Pro každou dvojici reálných vektorů x, y platí 

( I I . 1) ( S xkyk)* 52 ( Í 4) ( S y%) . 
*=i ít-i t=i 

Rovnost zde nastává tehdy a jen tehdy, jsou-li vektory x 
a y úměrné. 

Nerovnosti ( I I . 1) se ř íká Cauchyova, někdy však také 
Schwarzova nebo BuňaJcovského — podle matematiků, 
kteří j i zobeonili, resp. dokázali pro obecnější objekty 
než jsou vektory. Uvedeme zde opět několik rozdílných 
důkazů této nerovnosti, kterou můžeme psát též takto: 

[An(x.y)]* ?ZAn(x*).An(y*) 
(dokažte!). 

Cauchyova nerovnost se často zapisuje ve tvaru 

(II.2) |£ xkyk\ á l / í 7*. V Í y\, 
1 1 fc=1 ř fc=X 

který dostaneme z ( I I . 1) odmocněním. 
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Ještě než začneme Cauchyovu nerovnost dokazovat, 
ukážeme, že má názorný geometrický význam: 

Budiž n = 2, x ^ 0, y ^ 0. Pro úsečky a,b,c z obr. 3 
platí 

a = V*? + «5,6 = ]/W+f2,c = y j « + (s2—1/2)2. 
Podle kosinové věty je 2ab cos y = a2 + b2 — c2 (viz 
označení z obr. 3) čili 

a*+ b2 — c2 
cos y = _ XiVi + ZiVÍ 

^ab |/x? + ^ . ' 

Obr. 3 

Cauchyova nerovnost v zápisu (II.2) vypadá pro n = 2 
takto: 

I ^ii/i + Z22/21 á V^f + ¡4- H + yl 

čili pro x 0, y ^ 0 to znamená, že 

| cos (xy) I ^ 1 , 
kde x y je úhel, který svírají vektory Ox a 0y (a který 
jsme na obr. 3 označili f ) . 
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Chápeme-li (pro n ^ 2) x a y jako vektory v -roz-
měrném eukleidovském prostoru, má Cauchyova nerov-
nost stejný význam. Při této geometrické interpretaci 
Cauchyovy nerovnosti vynikne i význam úměrnosti 
vektorů * a y — pak je totiž | cos (xy) | = 1 čili x y = 0 
nebo x y = TI. 

Nyní dokážeme větu II. 1. 

První důkaz. Výraz 

(11.3) P(í) = S (xj + yk)* = 
fc=i 

( Z xftt* + 2 ( S xkyk)t + Í ý* 
fc-l 4 - 1 fe-1 

je pro každé reálné číslo t nezáporný, takže kvadratická 
rovnice P(t) = 0 má nejvýše jeden reálný kořen. To však 
znamená, že diskriminant této rovnice musí být neklad-
ný, tj. 

4 ( Z xkykf- 4 ( Z 4 ) ( Í y l ) ^ 0 ; 
fc=i fc=i 

odtud už plyne (II.l). — Rovnost v (II.I) je ekvivalent-
ní s tím, že rovnice P(í) = 0 má právě jeden reálný kořen 
t0. Pak však je z (II.3) vidět, že musí být yk = —řpa* 
pro k = 1, 2, ...,n, tj. vektory x a y jsou úměrné. 

Druhý důkaz vychází z tzv. Lagrangeovy identity 

(11.4) ( Z 4) ( Ž y\) — ( Z xkyky = Ž (xiVk — xkViy , 
fe-i fe-i fc=i i, fc= i 

i<k 
jejíž platnost čtenář snadno ověří. Protože pravá strana 
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v (II.4) je nezáporná, plyne odtud ihned (II. 1). — Má-lí 
platit v (II. 1) rovnost, musí být pravá strana v (II.4) 
rovna nule, tj. musí být xtyk = x^/i pro všechny různé 
dvojice i, k. Zvolíme-li i pevně (a tak, aby bylo 
re? 4- y\ ýz o ) , znamená to, že vektory * a y jsou úměrné. 

Poznámka II.1. Také Lagrangeova identita má geo-
metrický význam: Budiž n = 2 a použijme označení 
z obr. 3. Je 

(Xiž/i + a^a)4 
coŝ y = 

(x* + xš)(yf + y!) ' 

a tedy 

sin» y = 1 — cosV = 
(x? + A) {yí + ú) 

(proveďte příslušné výpočty!). Lagrangeova identita má 
pro n = 2 a pro * ^ 0, y ^ 0 po úpravě tvar 

(XM + x2yi)t (xtfj — x&iY 

(*? + *š) (y? + yí) + (*? + 4) (yí + yí) 

a to není nic jiného než známý vztah 

cos2 (xy) + sin2 (xy) = 1 . 

Analogicky je tomu i pro n > 2. 

Třetí důkaz věty II. 1 využívá nerovnosti (1.17), kterou 
jsme dokázali už v úvodu a která platí pro každou dvo-
jici reálných čísel a, b: 

s rovností tehdy a jen tehdy, je-li a = b. Zvolme libo-
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volné nenulové číslo e a položme a = e | xk |, b = — | yk \ 

(k = 1,2, ..., n). Dostaneme pak n nerovností 

(11.5) \xtyk\ = (e ) [ I - | yk |] ^ \ e*x> + \ ± 

(k = 1,2, . . . , » ) , 

a po jejich sečtení máme 

(11.6) 2 \z#k\ 2 * 

Tato nerovnost platí pro každé e 0. Nerovnost (II. 1) 
n n 

zřejmě platí, je-li 2 :c£ = 0 nebo 2 = 0: pak je totiž 
A-i fc=i 

Xl = x2= ... = xn = 0 nebo y1 = yi = ... = yn = 0. 
n n 

Můžeme proto předpokládat, že 2 > 0 a 2 y\ > 0, 
fc=i fc=i 

a položíme pak 

£ = 
2 y? 

2 aj 
fc-i 

Potom je 

= 7 2 ^ = 1/(2 x| ) (2 
ft=l £ k=1 | k=1 fc=l 

a z (II.6 )máme 

2 I I <; 1/ ( 2 ( 2 y2) 
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71 71 íl 
Protože ( 2 x^ k f = \ 2 x^yk |a ^ ( 2 | a**/* |)2, plyne 

fc-i 
odtud (II. 1). — Rovnost nastane tehdy a jen tehdy, 
platí-li rovnost ve všech nerovnostech v (II.5) a je-li 

n n 2 

2 x&k = 2 ] xkyk | ; musí tedy být e | xk | = — \yk\ 
*,=i u-= i e 
pro k = 1, 2, ..., n a čísla xk, yk musí mít stejná zna-
ménka, což znamená, že vektory * a y jsou úměrné. 

Poznámka II.2. Další důkaz Cauchyovy nerovnosti najde 
čtenář v 33. svazku Školy mladých matematiků O dy-
namickém programování od J. Morávka. 

Ve větě II. 1 jsme předpokládali, že vektory * a y 
jsou reálné. Jsou-li x, a komplexní čísla, platí Cau-
chyova nerovnost ve tvaru 

(II.7) |E xkyk\* á 2 |x*|2. 2 \yk\*. 
k=1 k"1 ft=1 

Je totiž 
71 71 

| s xkyk I ^ 2 I xkyk \ 
k=1 fc=l 

a stačí nyní užít nerovnosti (II. 1) pro reálné vektory 
1*1 a |y|. 

Poznámka II.3. Také Cauchyova nerovnost je v jistém 
smyslu přesná; v dalším však uvidíme, že existuje celá 
škála výrazů F(xu x2, ..., x„), které lze vložit mezi 

N TI N 

( 2 Xfci/fc)2 a ( 2 xf) ( 2 yl) . (Viz analogickou po-
fc=l Jfc=1 k=i 

známku 1.1.) 
Uvedeme nyní úlohy na procvičení a příklady na užití 

Cauchyovy nerovnosti. 
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Úloha II. 1. Dokažte, že pro každý reálný vektor x je 

(11.8) (Z xk)* ^n Í 4 ; 
1 k=i 

rovnost platí tehdy a jen tehdy, je-li x1 — x2 = ... = 
= xn. 

tíloha II.2. Pro každé reálné číslo a platí vztah 

3(1 + ffl2 + a4) ^ (1 + a + a2)2 ; 

dokažte a určete všechna reálná čísla a, pro která na-
stane rovnost. (4. ročník MO, kategorie B.) 

Úloha II. 3. Buďte x, y, z nezáporná čísla. Dokažte po-
mocí (II. 1), že platí 

(11.9) jIxy + yz + zx á ]/x2 + y2 + z2. 

Využijte této nerovnosti a nerovnosti (II. 1) k novému 
důkazu nerovnosti (1.48) z příkladu 1.9. 

Příklad II.l. Ve 2. ročníku MO byla v kategorii B zadána 
tato úloha: Dokažte, že pro libovolnou trojici reálných 
čísel <z, b, c platí 

(11.10) (a + b — c)2 + (b + c — a)2 + (c + a — b)2 ^ 
^ ab + bc + ca . 

Vyřešíme tuto úlohu pomocí Cauchyovy nerovnosti. 
Z (II . l ) především plyne, že 

(11.11) ab + bc + ca ^ a2 + b2 + c* 

(viz úlohu II.3). Protože 
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(a + b — c)a + (b + c — a)2 + (e + a — 6)2 = 

= <za + (b — c)a + 2a(b — c) + b2+(c — af + 

+ 2b(c — a) + c2 + (a — b)2 + 2 c(a — b) = 

= a2 + 62 + c2 + (6 — c)2 + (c — a)2 + 
+ (a — 6)2 ^ a2 + b2 + c2, 

plyne (11.10) odtud a z (11.11). Dokonce jsme ukázali, 
že rovnost nastane v (11.10) tehdy a jen tehdy, je-li 
a = b = c. 

Poznámka II.4. Zavedeme-li v předchozím příkladu ozna-
čení xlt x2, x3 místo a,b,c a budeme-li předpokládat, že 
x = (xux2,x3) > 0, můžeme pomocí označení z pří-
kladů 1.6 a 1.7 zapsat nerovnost (11.10) takto: 

s í + a i + s i ^ r f + rf + ri. 
Doporučujeme čtenáři, aby uvážil, zda tuto nerovnost 
je možno dokázat pomocí výsledků z kapitoly I a zda ji 
lze zobecnit pro n > 3. 

Příklad II.2. Budiž z vektor, z > 0, a položme xk = ]/zt, 

yk = (A = 1,2,..., n). Pak je x^k = 1 a nerov-
yzjt 

nost (II. 1) dává 
n n ( n 1 -v 

n2 = (S l)2 á (S zk) E — ; 
fc-i i U- i z» ) 

to je jiný důkaz nerovnosti (1.32). 

Příklad II.3. Nechť reálná čísla (n ^ 1) 
splňují nerovnost 

* ! + « , + ... + « » l ) ( « í + «* + . . . + ai ) . 
Pak jsou všechna čísla x( nezáporná, tj. * ^ 0. 
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Dokážeme toto tvrzení sporem: Předpokládejme, že 
některé z čísel x{ je záporné — nechť je to třeba xn. 
Protože xn < 0, je 

Xx + X2 + ... + + Xn < X1 + X2 + ... + . 

Z nerovnosti (II.8), použité pro n — 1 místo n, plyne 

Xi + X2+ ... + xn_± 1. J/z? + a | + . . . + , 
a protože 

af + ¡4 + ... + «2-1 <4 + A + ••• + <-x + 

plyne ze všech čtyř výše uvedených nerovností vztah 

j/(w— l ) ( s j + 4 + ... + < 

což je spor. 

Příklad H.4. Budte z{ komplexní čísla a on kladná čísla 
« i 

taková, že 2 — = 1. Pak platí 
i=l «i 

(11.12) \*l + Z t + . . . + Z n \ % £ 

I® + «2 | 2» |" + ... + 0»|Z„|2. 

Podle (II. 1) totiž platí pro každý reálný vektor (¡}lt f}it 

n f n 1 \ n 1 n 

( Z /* , ) •= S ./8.V«, « ^ ( S -L. ) ( S OFL) = 
1=1 l.i—1 y xí ' í = i »=1 

• = £ cafi 
í - i 

a nyní stačí volit 
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= i Z < l - (i = 1,2, . . . , » ) , 
2 I 2* | 

7i n 

je-li E | | O (v případě E [ zt | = O nerovnost (11.12) 

zřejmě platí). 
tloha II.4. Budte <xk > 0 (k = 1, 2, ..., ra). Dokažte, že 
pro reálné vektory x , y platí 

( E z ^ ) * íS ( E « ^ ) Í E — A 

Různou volbou čísel ak dostaneme řadu zajímavých ne-
rovností. 

tloha n.5. Budte 
x a y reálné vektory, y >0. Pak platí •** {hxkY 

(11.13) S ž ; 

rovnost přitom nastává právě tehdy, jsou-li vektory x 
a y úměrné. 

Příklad II.5. Buďte x > 0, y >0 vektory, <x, P čísla. 
Pak je 

Použijeme-li nyní Cauchyovy nerovnosti (II. 1), kde 
ovšem místo xk volíme a místo yk volíme x\~ay\~P, 
dostaneme 

( s xkyk)> S ( s 4 ( s 4^ayr2í>) • 
jt=i t=i A=I 
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Volbou čísel a a /? dostáváme různé odhady. Pro a = 1 
a =« 0 nebo pro dostáváme nerovnost 

(II. 1), pro « = /? = — dostáváme zřejmou identitu, 

pro <x = /? = 0 máme nerovnost 

m n 
( 2 xkyk)2 ^n Z X|Í/| , 

která ovšem ihned plyne např. z (II. 8). Zvolíme-li 
/? = 1 — a., dostaneme symetrickou nerovnost 

( 2 xkyky < ( 2 xf«^-2") ( 2 . 
k<* 1 fc=l 

Pracujeme-li s komplexními čísly, lze Cauchyovu 
nerovnost trochu zlepšit. Buďte tedy aj, a2, . . . , a„ 
reálná čísla a z1, z2, . . . , zn čísla komplexní a předpoklá-
dejme pro jednoduchost (není to podstatné), že je 
n 
2 ockzk ^ 0. Pak platí 

(11.14) | 2 ockzk |2 \ ( 2 4) (Z | % I2 + I S |) . 

Tato nerovnost je ostřejší než nerovnost (II.7) (kde 
ovšem píšeme a, z místo *, y): (II.7) plyne z (11.14), 
užijeme-li toho, že 

z\\iZ Í \zk\*. 
fc=i i 

Dokažme (11.14): Položíme zk = xk iyk, pak je 
n n 

i 2 «¿-z* |2 = ( 2 otfcXfc)2, neboť podle předpokladu je 
Jfc = 1 Jfc = l 
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2 akt/k = 0. Užijeme-li Cauchyovy nerovnosti pro 
fc-i 
reálné vektory a a x ve tvaru (II.l), máme 

| i <%*zt |» = ( 2 «***)* ^ ( 2 cel) ( i 4). 
k-1 = l fc=l 

Nerovnost (11.14) odtud plyne, použijeme-li toho, že 

*Ž = y N I a + 4 R e z ž 

a že 

2 Re z| = Re 2 z\ á | 2 zg| . 
4 = 1 4 = 1 4 = 1 

V Cauchyově nerovnosti vystupují dva vektory — 
x a y. Čtenář si jistě snadno odvodí další analogické 
odhady pro více vektorů. Uvedme alespoň dvě úlohy: 

Úloha II.6. Budte x, y, z reálné vektory. Pak platí 

(11.15) ( 2 xkykzk)* ̂  ( 2 xi) ( 2 yl) ( 2 z|)'. 
4=1 4=1 fc=i fc=i 

Úloha n .7 . Budte w, x, y, z reálné vektory. Pak platí 

(11.16) ( 2 wkxkykzk)* ^ (X wt) (X xi) (Š yi) (Š z<) . 
4 = 1 k=l 4 - 1 4 = 1 4 = 1 

Kdy nastává rovnost? 

Budiž x >0, y >0. Rozdíl mezi pravou stranou 
a levou stranou v Cauchyově nerovnosti (II.l), tj. ěíslo 

( 2 x * ) ( 2 y l ) - ( Í xkyky 
4 = 1 4 = 1 4 = 1 
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známe: udává nám je Lagrangeova identita (II.4). Pro 
podii obou těchto sčítanců dostáváme z (II. 1) odhad 
z d o l a : 

( S 4) ( S y\) 
k=1 fc^l j 

n — 
( S x**/*)2 

ft=i 

H o r n í o d h a d udává tato nerovnost: 

Ú) 
(11.17) fc=1

n ^ 
( S xkykY 

\][ M(x)M(y) ][ m(x)m(y) la 

" 4 Lr m(x)m(y) ^ 11 M(x)M(y) J ' 

kde m(x) = mn(x), M(x) = Mn(x) a podobně pro y. 
Je m(x) > 0 a m(y) > 0, neboť předpokládáme x >0, 
y > 0; tím spíše je tedy M(x) > 0 a M(y) > 0. 

Úloha H.8. Dokažte nerovnost (11.17). 

Uvedeme ještě dva příklady, v nichž je použito Cau-
chyovy nerovnosti: 

Příklad H.6. Budiž xt ^ xa ^ . . . ^ xn ^ 0 a buďte 
Vit 2/í, • • • > ž/n reálná čísla. Nechť jsou splněny tyto ne-
rovnosti: 

(11.18) ^ ylt x1 + xi^y1 + y2, 

xx + x2 + x3 á + 2/a + ya, • • •, 

Xi + x2+ ... +xn^y1 + yt+ ... +yn. 
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Pak platí 
n n 

(11.19) nt • 4=i fc-i 
Důkaz: Vynásobíme první nerovnost v (11.18) nezápor-
ným číslem x1 — x2, druhou nerovnost nezáporným čís-
lem x2 — x3 atd.; poslední nerovnost v (11.18) vynáso-
bíme číslem xn. Sečteme-li všechny takto vzniklé nerov-
nosti, dostaneme: 

Pravou stranu odhadneme pomocí Cauchyovy nerov-
nosti ve tvaru (II.2) a máme 

odtud už plyne (11.19). 

Příklad II.7. Označme 2 a% = X, 2 y\ = Y, 2 xkyk = Z 
4=1 4-1 

a předpokládejme, že reálné vektory x a y nejsou 
úměrné. Pak je podle (II. 1) 

Z* <XY čili XY — Z*>0. 

Budiž nyní f = ( | x , f a , . . . , £ » ) vektor, který vyhovuje 
těmto podmínkám: 

n n 

Z x\ 2 xkyt. 
4=1 4=1 

n n 

(11.20) 

Pak platí 
(11.21) 

i = l 
2 XiŠi = 0, 2 ytši = 1 . 

t=i 
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rovnost zde nastává tehdy a jen tehdy, je-li 

(11.22) ¿ = 1,2 n . 

Důkaz: Budiž ?-¡i = ^ ^ y (ť = 1,2 n); pak je 

X . ^ - Z . i x j x z z x 

XY — Z2 ~ XY — Z2 

X . l y f - Z . Z w X Y _ Z 2 

.^yiVi - XY — Z2 ~ XY—Z» ~ 

Vektor r) tedy vyhovuje podmínkám (11.20). 
Budiž f libovolný reálný vektor, který také vyhovuje 

podmínkám (11.20). Pak je 

X. i byt —Z. X &x< _ 
y f. _ ť=l 1 _ A . 

ifi 'iVi ~ XY — Z2 ~ XY — Z2' 

speciálně lze za £ volit vektor r\ a máme 
n 2 * VÍ = ř t 

Je tedy 
(11.23) 

o ^ S ( f i -»? i ) 2 = S ff — 2 S fiij, + S 77? = 
i=l i=l 1=1 
= v I * 

XY — z2 ^ i r - z 2 
n z 

__ y ti A 
-i_iCl XY — Z2 ' 
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a odtud už plyne (11.21). Rovnost v (11.21) může platit 
tehdy a jen tehdy, bude-li platit rovnost v (11.28); 
to však nastane právě tehdy, bude-li & = (i = 1, 2, 
. . . , n), což je (11.22) vzhledem k definici čísel rji. 

Poznámka II.5. Ve čtenáři může vzniknout dojem, že 
příklad II.7 je sice možná zajímavý, ale dosti umělý 
a neprůhledný: není vidět, jaký má 3mysl. Ale příkladu 
II.7 lze dát -názorný geometrický význam: V úvodu 

Z2 
této kapitoly jsme uvedli, že výraz souvisí s kosi-

JÍ. x 
Z2 — 

nemúhlu,který svírají vek to ryxay : = cos2(xy). 
JL X 

^ Z2 j y z2 

Odtud je sin2 (xy) = 1 ^ y = X Y — ' p ř i t o m 

je X ^ 0 i F # 0 , neboť vektory x a y nejsou podle 
předpokladu úměrné a je tedy x # 0 i y ^ 0. 

n 
Označme nyní 5 = 1 ^ , kde f je vektor z příkladu 

1 
II.7; z druhé podmínky v (11.20) plyne, že je f 0 
a tedy 5 > 0. První podmínka v (11.20) říká, že vektor £ 
je kolmý na vektor x: je totiž 

( S x&f 
cos2 (xf) --= _ = 0 čili cos (xf) = 0 

A • w 

čili x | = . Druhá podmínka v (11.20) říká, že 

( S y<íť)2 ! 
cos« (yf) = ' " y g = - j á • 
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Nerovnost (11.21) znamená, že 
1 

Y sin2 (xy) 
čili že 

sin2 (xy) = cos4 (yf) ; 

(11.22) znamená, že vektor f je lineární kombinací vek-
torů x a y. 

Příklad II.7 lze tedy formulovat takto: Budte dány dva 
vektory x, y, které nejsou úměrné. Je-li f vektor kolmý 
k vektoru x, platí 

cos2 (y|) ^ sin2 (xy) ; 

rovnost zde platí právě tehdy, je-li vektor f jistou speciální 
lineární kombinací vektorů, x a y. 

(Nakreslete si obrázek pro n = 3!) 

Cauchyovu nerovnost můžeme psát ve tvaru 

{xiUi + Z2Ž/2 + • • • + xny«Y á 
^ (*? + A + • • • + O (yf + ů + • • • + »5) • 

Lze se nyní ptát, zda platí nějaká analogická nerovnost, 
jestliže místo součtů budeme uvažovat v závorkách 
rozdíly. Nejjednodušší to bude v případě n = 2: ptáme 
se, zda je mezi čísly 

L = («12/1 — XfliY a P = (xf — xf) (yf — ýi) 
nějaký vztah (třeba nerovnost), který by platil např. 
pro všechny nezáporné vektory (x1, x2), (y1, y2). Rozhod-
ně neplatí pro všechny takové vektory nerovnost L ^ P, 
neboť pro xx = 1, x2 = 0 a y1 = 0, y2 = 1 je L = 0 
a P = —1, není však zatím jasné, zda tedy pro v š e c h n y 
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takové vektory je L P. Jistou oďpověd (i pro n > 2) 
dává tato věta: 

Věta 11.2. Buďte x0, xlt x2, ..., xn, y0, yx, y2, yn 

nezáporná čísla a nechť je buď 

(11.24) z* > * ? + + . . . + x l 

nebo 

(11.25) y% >yí + yl+ ... + yl. 

Pak platí 

(11.26) {x0y0 — xxyx — x2y2 — ... — x„yn)* ^ 

^ (¡4 — x\ — x\ — . . . — a:2). 
• {yl — yí — yl — • • • — yl) • 

Rovnost nastane tehdy a jen tehdy, budou-li vektory 
X = (x0,xlf x2, ..., x„) a ý = (i/0) yít y2, ..., yn) 
úměrné. 

Poznámka II.6. Výrazy, stojící na pravé straně nerovnos-
nosti (11.26), souvisejí s Einsteinovou teorií relativity. 
Einsteinův princip relativity ukázal nutnost změny 
starých představ o prostoru a času; tyto změny jsou 
spojeny se jménem holandského fyzika H. A. Lorentze 
(„Lorentzovy transformace"); německý matematik H. 
Minkowski pak přispěl podstatnou měrou k vyřešení 
úkolu vybudovat vhodný matematický aparát pro popis 
zákonů teorie relativity. Jak to však souvisí s nerovností 
(11.26)? V roce 1908 upozornil Minkowski v přednášce 
„Prostor a čas" na 80. sjezdu německých přírodovědců 
a lékařů, že „nikdo nepozoroval nějaké místo jinak než 
v určitém čase a čas jinak než na určitém místě". Zavedl 
čtyřrozměrný prostor tzv. „světobodů" [xx, x2, xa, ť], 
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kde xlt x2, xa jsou souřadnice bodu v trojrozměrném 
prostoru a t je čas, a množina všech světobodů se dnes 
nazývá časoprostor nebo též prostoročas. V geometrii 
tohoto časoprostoru hrají důležitou roli výrazy x\ + 
+ + a;| — t2 nebo <a — x{ — x | — xf; píšeme-li zde x0 

místo ty máme výrazy z věty II.2 (pro n = 3). 

Větu II.2 lze dokázat opět různým způsobem. Jeden 
důkaz využívá Cauchyovy nerovnosti (II. 1); ten však 
zde nebudeme uvádět a odkazujeme na třetí kapitolu, 
kde tímto postupem dokážeme větu obecnější (viz pří-
klad III.6). 

Dva důkazy, které zde provedeme, jsou vlastně 
analogiemi obou prvních důkazů věty II. 1. 

První důkaz. Nechť je splněna podmínka (11.24) a uvažuj-
me kvadratický výraz 

P(t) = (x0t-y0)2- 1 (x^-ykf = 
k=1 

n n n 

= (xg —- S x|) t2 — 2(x02/0 — S xkyk) t + (y20 — Z y2) . 
k=1 k~1 

Protože koeficient u t2 je kladný, bude P(t) > 0 pro 

čísla í, pro něž bude |<| dosti velká. Zvolíme-li t0 = — 
xo 

(to lze, neboť vzhledem k (11.24) je x0 > 0), bude 

(11.27) P(í0) = P Í - | l ] = - Ž [xk - J - - yk)* ^ 0 , 
l X0 ) k=l l xo ) 

a to znamená, že rovnice P(<) = 0 má alespoň jeden 
reálný kořen. Diskriminant této rovnice tedy musí být 
nezáporný, čili 
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4(x0y0 - Í x^Y - 4(*g — i 4) (yl - £ y\) ̂  O , 
4 - 1 4=1 4—1 

a to je (11.26). Rovnost zde bude platit právě tehdy, 
bude-li rovnice P(t) = O mít právě jeden reálný kořen. 
Pro všechna t tedy bude P(t) ž 0 a speciálně bude 
P ^ - ^ - j S: 0. Srovnání s (11.27) ukazuje, že tím jediným 

kořenem bude číslo <0 a že to nastane právě tehdy, bude-li 
u 

yk = — xk (k = 1,2, . . . , n)\ to však znamená, že vek-xo 
tory (x0, Xl, x2, ..., xn) a (y0, ylt y2, ..., yn) jsou 
úměrné. 

Předpokládali jsme, že je splněna podmínka (11.24). 
Je-li splněna podmínka (11.25), zaměníme pouze role 
vektorů Jč a y. 

Druhý důkaz využívá následující identity, kterou čtenář 
snadno ověří: 
(11.28) 

( i 4) [(XM - £ xkyky - (4 - s 4) (yl - s yfí] = 
4=1 4=1 4=1 4= 1 

= (t/0 s 4 - x0 s xkyky + (4 - s 4) [ ( s *?) ( s y\) -
4=1 4=1 4=1 4 = 1 4 = 1 

- ( 2 xi2/fc)»]. 
4=1 

Je-li splněna podmínka (11.24), je pravá strana nezá-
porná, neboť poslední součinitel je nezáporný v důsledku 

n 
Cauchyovy nerovnosti (II. 1). Je-li tedy S 4 > 0, plyne 

4=1 
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nerovnost (11.26) z identity (11.28). Je-li E x | = 0, je 
fc-i 

Xy = a;2 = . . . = a;„ = 0 a nerovnost (11.26) je zřejmě 
opět splněna. — Rovnost v (11.26) nastane právě tehdy, 
bude-li pravá strana v (11.28) rovna nule. To především 
znamená, že musí platit rovnost v Cauchyově nerovnosti 
pro vektory * = (xlt x2, ...,xn)& y = {y1} yi} ..., yn), 
t j . podle věty II . 1 musí být tyto vektory úměrné: 
* ~ y čili axk = fyt pro k = 1, 2, . . . , n. Dále musí být 

n n 
y0 E a% = xo ^ xkyk\ čtenář si už snadno dokáže, že odtud 

A:=l k=1 
plyne fiy0 = <xx0, což znamená, že vektory X a f jsou 
úměrné. 

Předpokládáme-li, že je splněna podmínka (11.25), 
musíme identitu (11.28) zřejmým způsobem upravit. 

Úloha II.9. Ukažte, že nerovnost (11.26) platí i tehdy, 
n n 

bude-li = E :r| nebo y% = E y%. 
k=1 k=i 

Vzniká nyní přirozená otázka, jaký vztah bude platit 
mezi levou a pravou stranou v (11.26), bude-li s o u č a s n ě 
platit 

(11.29) A < £ yl<Íy%. 
k----1 k=1 

Bude pak v (11.26) platit obrácená nerovnost, t j . bude 

(11.30) (z«!/,,- E xkykf <(x\- E x\) (yt~ E t,*) ? 
fc=l fc=l k=l 

Úloha 11.10. Ukažte, že v případě n = 1 nerovnost 
(11.30) neplatí n i k d y . Pro n S: 2 nalezněte dvojici 
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vektorů *, ý, pro které platí (11.29) i (11.30), a jinou 
dvojici vektorů jč, ý, pro které (11.29) platí, (11.30) však 
nikoliv. 

Poznámka II.7. Úkol, který je obsažen v závěru před-
chozího odstavce, stačí vyřešit pro n = 2; přechod k pří-
padu w > 2 je pak snadný: položíme Xi = yt = 0 pro 
i = 3, 4, . . . , n. Pro n = 2 však má nerovnost (11.30) — 
a pochopitelně i nerovnost (11.26) — geometrický vý-
znam. 

Budiž tedy n = 2. Pro * = (x1, x2) ^ 0, y = (yl3 

y2) ^ 0 označme d(x) = ]/ZÍ + x\, d(y) = ]/*/? + y\ (je 
to vzdálenost bodu x resp. y v rovině od počátku); 
pro jednoduchost zvolme ještě x0 = 0, y0 > 0. Nerov-
nosti (11.29) můžeme zapsat takto: 

d*(x) > 0 , d2(y) > y\ ; 

druhá nerovnost říká, že bod y leží v prvním kvadrantu 
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vně čtvrtkruhu se středem v počátku a o poloměru Í/0 
(viz obr. 4). Nerovnost (11.30) lze zapsat takto: 

(,xiVi + x&iY < (4 + 4) (y\ + yl — yl) = 
= d2(*)#(y) - yW(x) 

čili po úpravě 

r »iž/I + v -1 _ í yp V 
l d(x)d(y) J < U(y)J" 

Připomeneme-li si geometrický význam Cauchyovy 
nerovnosti (viz začátek této kapitoly), lze tuto nerovnost 
zapsat takto: 

- ' ( í y X i - ^ ) ' 
čili 

7t Označíme-li ještě symbolem <p úhel mezi 0 a — , pro 
¿i 

který platí 

(11.31) = 

má vlastně nerovnost (11.30) tento význam: 

sin2 (xy) > sin2 <p 
čili 
(11.32) | sin (xy) | > sin cp . 

Zvolme nyní x0 = 0, ¡t„ x , a y0 pevně a vektor y = 
= (yt, y2) zvolme tak, aby se neměnilo číslo d(y) (a aby 
bylo d{y) >yQ čili d2(y) > yt)-, odpovídající body 
(ž/i, yú budou pak ležet na čtvrtkružnici o poloměru 
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d(y) (viz obr. 4). Najdeme ještě <p tak, aby platilo (II.3L), 
a úhel 9o naneseme na obě strany od úsečky Ox. Ty body 
Y = (y 1.2/2)» pro které platí (11.32) — a tedy (11.30) —, 
leží na ětvrtkružnici AB vně oblouku CD; na oblouku 
CD (včetně obou koncových bodů) leží pak ty body 
y = (ž/i. 2/ž)> P r o které platí za předpokladů (11.29) 
nerovnost (11.26). 

Velikost úhlu <p závisí pochopitelně na číslu d(y), 
které lze volit (ovšem tak, aby bylo d(y) > yQ); čím 
větší bude d(y), tím menší bude úhel <p a tím větší část 
z oblouku AB zaberou ta y, která leží vně oblouku CD 
a pro něž tedy za předpokladů (11.29) platí (11.30). 
Záleží pochopitelně také na poloze bodu * = (xy, x2): 
Volíme-li xt = x2 a d(y) = ]/2,y0, bude <p = 45° a oblouk 
CD bude totožný s obloukem AB, takže (11.30) neplatí 
pro éádné y takové, že d(y) = ]/2,y0. Jiná situace však 
nastane, volíme-li xx > x2 (a opět d(y) = |/2.y0) — pak 
se oblouk CD překryje jen s částí oblouku AB a najdeme 
vektory y, pro něž platí (11.30) (viz obr. 5a, 5b). 
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Pomocí těchto geometrických úvah tedy můžeme řešit 
úlohu 11.10. 

V poznámce II.3 jsme se zmínili o výrazech, které lze 
vložit mezi levou a pravou stranu v Cauchyově nerov-
nosti. V následující kapitole se setkáme s řadou takových 
výrazů; zde uveďme na závěr alespoň jeden: 

Úloha 11.11. Ukažte, že pro * > 0, y >0 platí 
n n TI 

(11.33) ( £ x^Y á S . E (4 + yl) < 
k=i fc=i x% + yk k=1 

á ( S xk2) ( £ yk*), 
k=l fc=1 

a zjistěte, kdy platí všude rovnosti. 
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