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Kapitola II.

CAUCHYOVA NEROVNOST

V této kapitole se budeme vétsinou zabyvat redlnymi
vektory x, y atd. Pijde-li o komplexni vektory, vyslov-
né to podotkneme.

Zatnéme hlavnim tvrzenim kapitoly:

Véta A, Pro kaZdou dvojici redlnyjch vektord x, y plati
(IL1) (Z 290 < (2 23) (2 9d).
k=1 k=1 k=1

Rovnost zde nastdvd tehdy a jen tehdy, jsou-li vektory x
a'y dmérné.

Nerovnosti (II.1) se ¥ikd Cauchyova, nékdy viak také
Schwarzova nebo Bufiakovského — podle matematiki,
ktefi ji zobeonili, resp. dokazali pro obecné&jsi objekty
neZ jsou vektory. Uvedeme zde opét nékolik rozdilnych
diikazt této nerovnosti, kterou miZeme psit téZ takto:

[An(x.y)]2 < Aa(x?). 44(y?)
(dokaZte!).

Cauchyova nerovnost se dasto zapisuje ve tvaru

n n n
wy  (Eanis]Ea]in
k=1 k=1 k=1

ktery dostaneme z (II.1) odmocnénim.



Jeétd nei zadneme Cauchyovu nerovnost dokazovat,
ukd¥eme, Ze ma nazorny geometricky vyznam:

Budi¥n = 2, x # 0,y # 0. Pro tsetky a, b, ¢ z obr. 3
platf

a = Vx% + 22,6 = Vy% +¥5,c= V(xl—yl)z + (22— y2)?.

Podle kosinové véty je 2abcosy = a? 4 b2 — c? (viz
oznadleni z obr. 3) &ili

cosy = @ +2I:b_ < - %1 + Ly = .
Vi + 28 . Vo + o
1 x=[xy, %]
a
¢
i .
0 -
y=nn
Obr. 3

Cauchyova nerovnost v zapisu (II.2) vypada pron = 2
takto:

| 2.9: + @e | < Vo + 23 Vof + 43
¢ili pro x #= 0, y # 0 to znamen4, Ze
|cos (xy) | =1,

kde Xy je thel, ktery sviraji vektory Ox a Oy (a ktery
jsme na obr. 3 oznadili §).
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Chapeme-li (pro n = 2) x a y jako vektory v n-roz-
mérném eukleidovském prostoru, ma Cauchyova nerov-
nost stejny vyznam. Pfi této geometrické interpretaci
Cauchyovy nerovnosti vynikne i vyznam vmérnosti

vektori x a y — pak je totiz | cos (y) | = 1 &ili xy =0
nebo Xy = 7.

Nynf dok4Zeme vé&tu II.1.

Prvni dikaz. Vyraz

(I1.3) P) = Z (ot + 3)* =
(Z 2+ 2(Z map)t + T i
k=1 k=1 k=1

je pro ka#dé realné &islo t nezaporny, takie kvadraticks
rovnice P(f) = 0 ma nejvyde jeden redlny kofen. To viak
znamend, %e diskriminant této rovnice musf byt neklad-
ny, tj.
4 (T o) —4 (X 23) (2 9f) <05
k=1 k=1 = k=1

odtud uZ plyme (II.1). — Rovnost v (II.1) je ekvivalent-
ni s tim, Ze rovnice P(t) = 0 md prdvé jeden realny kofen
ty. Pak viak je z (I1.3) vidét, Ze musi byt y, = —taz
pro k = 1,2, ..., n, tj. vektory x a y jsou &mérné.
Druby dikaz vychdzf z tzv. Lagrangeovy identity
n n n n
(IL4) (Z 2})(Z 48) — (Z zun)? = 2 (e — i),
k=1 k=1 k=1 4 Je=1

jejiz platnost ¢tenaf snadno ovéii. ProtoZe prava strana
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v (I1.4) je nezdpornd, plyne odtud ihned (II.1). — M4-li
platit v (II.1) rovnost, musi byt prava strana v (II.4)
rovna nule, tj. musi byt Ty = 24 Pro vSechny razné
dvopce i, k. Zvolime-li ¢ pevné (a tak, aby bylo
2? + y? # 0), znamend to, Ze vektory x a y jsou imérné.

Poznidmka II.1. Také Lagrangeova identita mé geo-
metricky vyznam: Budiz » = 2 a pouZijme oznaden{
z obr. 3. Je

(@91 + 2ay4)®
(@ + 23) (4 + 43) °

cosly =

a tedy
gin?y = 1 — cos?y = (Y3 — Za1)?
- BCEEICET)

(provedte p¥slusdné vypolty!). Lagrangeova identita mé
pro n = 2 a pro x # 0, y # 0 po uipravé tvar

(Zy1 + Z5y,)° (Z1ys — Z1)* =1
(=% + 23) (¥1 + 32) (@1 + 22) Wi + ¥2) ’

a to neni nic jiného neZ zndmy vztah

cos? (Xy) + sin? (xy) = 1.
Analogicky je tomu i pron > 2.

TFeti dikaz v&ty II.1 vyuZivd nerovnosti (1.17), kterou
jsme dokézali uz v tvodu a kteréd plati pro kazdou dvo-
jici redlnych &fsel a, b:

1 1
— a? — b2
ab < 3¢ + 3 b
s rovnosti tehdy a jen tehdy, je-li a = b. Zvolme libo-
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volné nenulové &fslo ¢ a polofmea = ¢ |2, |, b = % | ¥x |
(k=1,2, ..., n). Dostaneme pak n nerovnostf

(I1.B)  |2ae] = (e ]xkl)[:l:— | % l] < = &%} + l, yi

k=12,..., ),
a po jejich sedétenf mame
n 1 n 1 1 n
(IL8) % [zl = 5 & Z 2} + 5 o 2 Y
k=1 k=1 k=1
Tato nerovnost plati pro ka%dé ¢ 7 0. Nerovnost (II.1)
zFejmd plati, je-li )3 2 = 0 nebo 3 yZ = 0: pak jo toti
T, =2,=.. .=al:c:1=0 nebo yﬁ=—i—y,=... =y,.=0
MiZeme proto pfedpoklidat, ze Z 2 >0a Z y: >0,
a poloZime pak - =

Potom je

o Pap= L fy:=|/(§:x:)<f: %)
k=1 [ k=1 k=1 k=1

a z (II.6 )mame

% | v s]/(z ) (E g).
k=1 k=1 k=1
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n n n
Protode ( E ze)? = | T i ' S (T | mus )%, plyne
k=1 k=1 k=1
odtud (I1.1). — Rovnost nastane tehdy a jen tehdy,
plati-li rovnost ve vSech nerovunostech v (IL.5) a je-li
n n , 1
’Elzkyk =k21 | Zxyx | ; musf tedy byt e |z | = - [ ¥ |
pro k=1,2,...,n a &sla x;, y, musi mit stejnd zna-
ménka, coZ znamena, %e vektory x a y jsou dWmérné.

Poznamka I1.2. Dalsf dikaz Cauchyovy nerovnosti najde
dtena¥ v 33. svazku Skoly mladych matematikia O dy-
namickém programovdnt od J. Moravka.

Ve vété I1.1 jsme piedpokladali, Ze vektory x a y
jsou realné. Jsou-li z; a y; komplexni &isla, plati Cau-
chyova nerovnost ve tvaru

n n n
(IL.7) 2oy < 2 |22 2 g 2.
k=1 k=1l k=1
Je totiz
|2 iy | < Z | 2 |
k=1 k=1

a stadl nyni uZit nerovnosti (II.1) pro redlné vektory
| x| &yl
Poznidmka II.3. Také Cauchyova nerovnost je v jistém

smyslu pFesna; v dalsfm v8ak uvidime, Ze existuje celd

gkala vyrazi F(z,, %, ..., ,), které lze vloZit mezi
n k2 n

(Z zu)® a (2 22) (X 93). (Viz analogickou po-
k=1 k=1 k=1

znamku I.1.)

Uvedeme nynf tlohy na procviden{ a piiklady na uitf
Cauchyovy nerovnosti.
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Uloha I1.1. Dokazte, Ze pro kady redlny vektor x je

(IL8) (Zz)p<n3a;
k=1 k=1

rovnost plati tehdy a jen tehdy, je-li z, = 2z, = ...
= Z,.

Uloha I1.2. Pro kazdé reilné &slo a plati vztah
3(l1+a2+at) = (1 + a+ a??;

dokazte a urlete viechna redlnd ¢fsla a, pro kterd na-
stane rovnost. (4. roénfk MO, kategorie B.)

Uloha II. 3. Budte z, ¥, z nezdporna éisla. DokaZte po-
mocf (I1.1), Ze plati

(1L.9) sz +yz 2z < sz + y? + 2.

Vyuzijte této nerovnosti a nerovnosti (II.1) k novému
dikazu nerovnosti (I.48) z pkikladu I.9.

Priklad I1.1. Ve 2. roéniku MO byla v kategorii B zadéna
tato dloha: Dokaite, Ze pro libovolnou trojici redlnych
disel a, b, ¢ platf

(I.10) (@ +b—c)2+ (b +c—a)+(c+a—0b2=
=ab+ bec 4+ ca.

Vytedime tuto tdlohu pomocf Cauchyovy nerovnosti.
Z (I1.1) ptedevsim plyne, Ze

(II.11) ab + bec + ca £ a® + b2 4 c?
(viz 1tlohu II.3). ProtoZe
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@+b—cf+ (b+c—a)P+(c+a—b=
=a? 4 (b—c)* + 2a(b —c) + b2 + (c —a)? +
+ 2b(c—a) + ¢ 4 (@ — b)? + 2¢(a —b) =
=a?+ b0 +c2+(b—c)P+ (c—a)+
+ (@ —0b)2 = a®+ b+ c?,
plyne (I1.10) odtud a z (II.11). Dokonce jsme ukézali,

Ze rovnost nastane v (II.10) tehdy a jen tehdy, je-li
a=b=c.

Poznimka II.4. Zavedeme-li v pfedchozi{m p¥ikladu ozna-
deni z,, z,, x, misto a, b, ¢ a budeme-li pfedpokladat, Ze
X = (2, %, ;) >0, miZeme pomoci oznadeni z pii-
kladd 1.6 a 1.7 zapsat nerovnost (I1.10) takto:

Si+ 8+ 8 =g+4g+d.

Doporudujeme &tenati, aby uvazil, zda tuto nerovnost
je moZno dokazat pomocf vysledki z kapitoly I a zda ji
lze zobecnit pro » > 3.

Ptiklad I1.2. Budi% z vektor, z >0, a polotme x; = |/z,
Ye = 1_ (k=1,2,...,n). Pak je zyx = 1 a nerov-
nost (IIz.kl) dava
n— (% e = (3 a2 i];
k1 k=1

k=1 %

to je jiny dikaz nerovnosti (I.32).

Piiklad II.3. Nechf reilnd &sla z,, z,, ...,z, (n = 1)
spliiujf nerovnost

&+ z+ ...tz 22— @+ G+ ..+ 2)
Pak jsou viechna &fsla z; nezdpornd, tj. x = 0.
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DokéZeme toto tvrzeni sporem: Pfedpoklédejme, Ze
nékteré z &sel z; je zdporné — nechf je to tteba z,.
ProtoZe z, <0, je

o, + 24 ... F Tny 1, <2+ 294 ... F+ Zny .
Z nerovnosti (I1.8), pouZité pro n — 1 misto n, plyne
42+ Fr, =12+ .+,
a protoZe
B4+ B3+.. .+, <A+x3+.. +2,+5,
plyne ze viech tyF vyse uvedenych nerovnosti vztah

Jo=D@E+g+...F2) <

<=1V +Z+ .. F,
co je spor.

Priklad I1.4. Budte z; komplexni &fsla a «; kladnd &fsla
tekovd, Ze )'i 1 1. Pak plati

i=1 &

(I1.12) 2, + 2.+ ... +za 2 =
S|z P+ ol ..+ an ]z .

Podle (II.1) totiZ plati pro kaZdy reélny vektor (8,, §,,

(&0 = (E o aVa) = (£ (B =

= 3 af?

i=1

a nynf stadf volit
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ﬂ‘-=——m (t=12,...,m),

Z ||
ke1
n n
je-li £ |2, | #0(vptipadd X 2| = 0 nerovnost (I1.12)
k=1 k=1

zfejmé plati).

Uloha IL.4, Budte a; >0 (k = 1,2, ..., n). Dokaste, %e
pro reilné vektory x, y plati

n n ‘"; 1
(2 2 = (2 mad) (£ - ui)-
k=1 k=1 k=1 O

Riznou volbou &sel &, dostaneme fadu zajimavych ne-
rovnosti.

Uloha I1.5. Budte x a y reilné vektory, y > 0. Pak plati

no g2 ( X xk)z
(I1.13) e T
k=1 k E:l yk

rovnost pfitom nastivd pravé tehdy, jsou-li vektory x
a y Gmérné.

Piiklad IL5. Budte x >0, y >0 vektory, «, f§ &isla.
Pak je :
e = (TRyf) @y ™") -

Pouzijeme-li nynf Cauchyovy nerovnosti (IL.1), kde

oviem misto x; volime zgy? a misto y; volime x} ™y},
dostaneme

(2 o) = (
k=1 13

T

235y%) (B gt 2eyl ) .
k=1
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Volbou &fsel « a f dostdivame rizné odhady. Pro a = 1
& f = 0 nebo pro &« = 0 a f = 1 dostdivdme nerovnost

(II.1), pro a =g = —; dostivame zfejmou identitu,

pPro a = fi = 0 mame nerovnost
n T
(X 2@)® =n T ziy;,
k=1 k=1

kterd ovSem ihned plyne napf. z (II.8). Zvolime-li
f = 1 — «a, dostaneme symetrickou nerovnost

(2 ) < (2 2iogp?e) (2 23 2ey50).
kel kel k=1

Pracujeme-li s komplexnimi &sly, lze Cauchyovu
nerovnost trochu zlepsit. Budte tedy «, ap, ..., an
reilna &sla a 2,, 2, ..., z, ¢isla komplexni a pfedpoklé-
dejme pro jednoduchost (neni to podstatné), Ze je
n

2 gz = 0. Pak plati
k=1
n 1 n n n
1) |2 ezl <5 (2 ad) (2 [al+ |2 2],
k=1 k=1 k=1 k=1
Tato nerovnost je ostfejdi neZ nerovnost (IL.7) (kde
oviem pifeme a, z misto x, y): (IL.7) plyne z (IL.14),
uZijeme-li toho, Ze
1222 |z.
k=1 k=1
DokaZme (I1.14): Polozime =z, = x; + 4yx; pak je
IS wa P = (2 way)?, nebot podle predpokladu je
=1

k=1 k
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2 oy = 0. Ulijeme-li Cauchyovy nerovnosti pro
k=1
reélné vektory a a x ve tvaru (II.1), mdme

n n n n
{2 oz 2= (2 ) < (Z o) (Z 27).
k=1 k=1 k=1 k=1

Nerovnost (II.14) odtud plyne, pouzijeme-li toho, Ze
1

1
2 _ T a - 2
Ty 2 Izkl + 2 Re %
> Re 2 = Re 5 z§§|§z2|.

k=1 k=1 k=1
V Cauchyové nerovnosti vystupujf dva vektory —
x a y. CtensF si jistd snadno odvodf dal¥f analogické
odhady pro vice vektori. Uvedme alespoii dvé ulohy:

Uloha IL.6. Budte x, y, z reilné vektory. Pak platf
(L16) (E zgsz)* < (E o) (Z o) ( 2.
k=1 k=1 = k=1" k=1
Uloha IL.7. Budte w, x, y, z reilné vektory. Pak platf
(IL.16) (X wrez)* = (2 wp) (Z 2p) (T ) (Z 2) .
k=1 k=1 k=1 k=1" k=1

Kdy nastdvé rovnost?

Budiz x >0, y >0. Rozdil mezi pravou stranou
a levou stranou v Cauchyové nerovnosti (II.1), tj. &fslo

(Z 23) (2 93) — (2 z)?
k=1 k=1 k=1
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zndme: uddvid nim je Lagrangeova identita (IL.4). Pro
podil obou téchto séftanch dostdvdme z (II.1) odhad
zdola:

n n
(Z 2) (2 93)
_k=1n k=1 >1.
(2 zy)?
k=1

Horni odhad udéva tato nerovnost:

(2 z}) (Z )
k=1 k=1

(I1.17) - =
( E Tie)?
1 Mmmn m(x)m(y) |*
=3 [ mx)ymly) T V M(x)M(y)

kde m(x) = mq(x), M(x) = M,(x) a podobné pro y.
Je m(x) >0 a m(y) > 0, nebof pfedpoklidame x > 0,
y > 0; tim spife je tedy M(x) >0 a M(y) > 0.

Uloha IL.8. DokaZte nerovnost (I1.17).

Uvedeme je&té dva p¥klady, v nichZ je pouZito Cau-
chyovy nerovnosti:

PHklad I1.6. Budi¥ 2, =z, =2 ... =22, =20 a budte

Y15 Yz, « - -, Yo Te4Ina &éisla. Necht jsou splnény tyto ne-
rovnosti:
(I1.18) T Sy Tt TS+ Y

Lttt T=htYatYs ..o
o4zt ... F Sy +yet+ ...+ Yn
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Pak plati
(IL.19) TR Ty

Ditkaz: Vyndsobime prvni nerovnost v (1I.18) nezépor-
nym é&fslem z, — z,, druhou nerovnost nezipornym &fs-
lem z, — x, atd.; posledni nerovnost v (II.18) vynaso-
bime &fslem z,. Sedteme-li vSechny takto vzniklé nerov-
nosti, dostaneme:

Exf_S_Zxky,,
k=1

Pravou stranu odhadneme pomoci Cauchyovy nerov-
nosti ve tvaru (I1.2) a méme

Lzzsv VZy,,,

odtud uz plyne (I1.19).

Piiklad I1.7. Oznaéme L 7 =X, Z y,F Y, Z :vky,, =27

a predpoklidejme, ie reélné vektory x a y nejsou
tmérné. Pak je podle (IL.1)

72 < XY ¢li XY—2Z%>0.

BudiZ nynf & = (&, &, ..., &) vektor, ktery vyhovuje
témto podminkém:

(1120) % Z{fi = 0, % y;fi =1.
i=1 i=1

Pak plati

(I1.21) S

o= XYy—7¢°
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rovnost zde nastiva tehdy a jen tehdy, je-li
_yX—al

(II.22) 5‘ - XY—‘ZB ’

in —_ CE;Z .

1=12 ...,n.
Dikaz: BudiZ 5, =

X. E: :l:;y¢—Z. ﬁ xf

Z _ i=1 i=1 X7 —7ZX

R XY — 7 = zx7v—7,"%
n n

5 X ER—2 2w gy _p

2 XY —2° XY — 22

Vektor 7 tedy vyhovuje podminkam (II.20).
Budiz ¢ libovolny redlny vektor, ktery také vyhovuje
podminkim (II.20). Pak je

X

X. £ Egy,'—-Z. % E,'SC;
] i=1 R
Xy —22°

i _ =1 _
5 b= XY —78 =
specidlnd lze za £ volit vektor  a mame

X
XY —22"

n
I i =
i=1
Je tedy
(11.23)

n n n
0SS (h—n)f=2 8—23 i+ 2 gf =
‘i“l 'l.=1 'i=1 'i=-l
pp_ X X

2 XY —7t * XY —2Z¢
n X
. 2 -
_i§1 & XY —22°’
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a odtud uZ plyne (I1.21). Rovnost v (1I.21) muZe platit
tehdy a jen tehdy, bude-li platit rovnost v (II.28);
to v8ak nastane pravé tehdy, bude-li & =, (i =1, 2,
..., m), cot je (Ili.22) vzhledem k definici &sel ;.

Poznimka II.5. Ve &tendfi muze vzniknout dojem, Ze
piiklad II.7 je sice moZna zajimavy, ale dosti umély
a neprithledny: nenf vidét, jaky mé smysl. Ale pifkladu
I1.7 l1ze dit mézorny geometricky vyznam: V tvodu
VAl
XYy

nem thlu, ktery sviraji vektory x a y: % = cos?(xy).

N Z? XY—27z .
Odtud je sin? (xy) = 1 — X7 -~ X7 ' pritom

je X 201 Y # 0, nebof vektory x a y nejsou podle

této kapitoly jsme uvedli, Ze vyraz souvisf 8 kosi-

pfedpokladu Gmérné a je tedy x £ 0iy # 0.

Oznadme nynf & = fl &, kde £ je vektor z ptkladu
i=1

I1.7; z druhé podminky v (I1.20) plyne, Ze je & =0
a tedy & > 0. Prvni podminka v (II1.20) ¥ik4, Ze vektor &
je kolmy na vektor x: je totiZ

- (X xé)? —
cos? (x£) = —"}—E— =0 ¢&li cos(x¢) =0
dili x& = % . Druh4 podminka v (I1.20) ¥ka, %e
—~ ({%1 %fi)’ 1
1 —_ i —
s’ yS) =~y 5 ~ T
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Nerovnost (I1.21) znamend, Ze
__r
Y sin? (xy)

&ili Ze
sin? (Xy) 2/% = cos? (;\E) ;
(I1.22) znamen4, Ze vektor & je linedrni kombinac{ vek-
tord x a y.
Pifklad I1.7 1ze tedy formulovat takto: Budte ddny dva
vektory x, y, které nejsou imérné. Je-li & vektor kolmy
k vektoru x, platt

cost (y&) < sin? (xy) ;

rovnost zde platl prdvé tehdy, je-lIi vektor & jistou specidini
linedrni kombinact vektord x a y.
(Nakreslete si obrizek pro » = 3!)

Cauchyovu nerovnost miZeme psat ve tvaru

(T + Zaya + ...+ Taya)? =
S@E+Em+ .+t .. vl

Lze se nyn{ ptait, zda platf néjaksd analogickd nerovnost,
jestlie misto soults budeme uvatovat v zdvorkdch
rozdily. Nejjednodussi to bude v p¥ipadé n = 2: ptame
se, zda je mezi &isly

L=(@y—zy)0 a P=(@—2) U —u

néjaky vztah (tfeba nerovnost), ktery by platil nap¥.
pro viechny nezdporné vektory (z,, z;), (¥,, ¥.). Rozhod-
né neplati pro viechny takové vektory nerovnost L < P,
nebof pro z, =1, 2z, =0a y, =0, y3=1 je L =0
a P = —1, nenf viak zatim jasné, zda tedy pro v§echny
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takové vektory je L = P. Jistou odpovéd (i1 pro n > 2)
dava tato véta:

Véta 11.2. Budle x,, z,, Zp, --., Tuy Yo> Y15 Y25 +--> Yn
nezdpornd &isla a necht je bud
(I1.24) 22>ttt ... a2k
nebo
(IL.25) B>n+yi+ ...+
Pak plati
(I1.26) (xolo — 1Yy — Y2 — - . - — Tulu)? =
= (2§ —af—2— ... —27).
==y — ... —9).
Rovnost nastane tehdy a jen tehdy, budou-li vektory
R = (wmzl» Loy, ooy :c,,) a 7 = (?/o’ Yis Y2 ---» ?/n)
dmérné.

Poznimka I1.6. Vyrazy, stojici na pravé strané nerovnos-
nosti (I1.26), souvisej{ s Einsteinovou teorii relativity.
Einsteintiv princip relativity ukazal nutnost zmény
starych pfedstav o prostoru a ¢asu; tyto zmény jsou
spojeny se jménem holandského fyzika H. A. Lorentze
(,,Lorentzovy transformace*); némecky matematik H.
Minkowski pak prispél podstatnou meérou k vyfeseni
ikolu vybudovat vhodny matematicky aparat pro popis
zakonu teorie relativity. Jak to vSak souvisi s nerovnosti
(I1.26)? V roce 1908 upozornil Minkowski v pfedndsce
»Prostor a &as‘‘ na 80. sjezdu némeckych piirodovédeci
a 1ékaf, Ze ,,nikdo nepozoroval néjaké misto jinak nez
v urditém &ase a &as jinak nez na uré¢itém misté*. Zavedl
dtyfrozmérny prostor tzv. ,svétobodu® [z,, z,, z,, t],
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kde z,, z,, z, jsou soufadnice bodu v trojrozmérném
prostoru a ¢ je ¢as, & mnoZina viech svétobodii se dnes
nazyvé éasoprostor nebo 6% prostorofas. V geometrii
tohoto &asoprostoru hrajf duleZitou roli' vyrazy a? 4
+ 2% + a5 — t? nebo §* — 2} — aF — 2%; piSeme-li zde z,
misto ¢, mdme vyrazy z véty 11.2 (pro n = 3).

Vétu I1.2 lze dokidzat opét riznym zpisobem. Jeden
dikaz vyuziivda Cauchyovy nerovnosti (IL.1); ten viak
zde nebudeme uvadét a odkazujeme na tfeti kapitolu,
kde timto postupem dokdZeme vétu obecnéjsi (viz pii-
klad III.6).

Dva dukazy, které zde provedeme, jsou vlastné
analogiemi obou prvnich dikazi véty IIL.1.

Prvni dikaz. Nechf je splnéna podminka (II.24) a uvazuj-
me kvadraticky vyraz

P(t) = (zof — 90)? -—kzl (@d — yi)* =
=@ — I ;) P — 2@y — T mye) t + (Y5 — T 4i) .
k=1 k=1 k=1

ProtoZe koeficient u ¢2 je kladny, bude P(¢) > 0 pro

&sla ¢, pro néz bude |t} dosti velkd. Zvolime-li t, = %

(to 1ze, nebof vzhledem k (II.24) je z, > 0), bude
Yo = Yo A

(IL27) P(ty) = P(—] __3 [a:k Yo _ y,,] <o,
Zo k=1 To

a to znamend, Ze rovnice P(f) = 0 ma alespoii jeden
realny kofen. Diskriminant této rovnice tedy musi byt
nezaporny, éili
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n n n
Yo — E 2 — e — = o) h— 2 ) 20,

a to je (I1.26). Rovnost zde bude platit pravé tehdy,
bude-li rovnice P(¢!) = 0 mit prdvé jeden redlny kofen.
Pro viechna ¢ tedy bude P(t) = 0 a specialné bude

P[%] = 0. Srovnan{ s (I1.27) ukazuje, %e tim jedinym

0
kofenem bude &fslo ¢, a Ze to nastane pravé tehdy, bude-li
Ye = % % (k=1,2,...,n); to véak znamena, Ze vek-
0
tory (zo, %1, %2, ..y Tu) & (Yo, Y1> Y2, ---» Ya) jSOU
dmérné.

Predpoklddali jsme, Ze je splnéna podminka (II.24).
Je-li splnéna podminka (II.25), zaménfme pouze role
vektoru X a ¥.

Druhy dikaz vyuzivé nasledujici identity, kterou &tend¥
snadno oveéf:

(11.28)

(ZR)[(wo— Z o) — (@3 — Z 25) (i — Z 9p)] =

k=1 k=1 k=1

= (%o Z T — Tp Z Tit)? + (2§ — Z 23) [( T x) (Z 93) —
=1 k=1 k=1 k k=1

— (Z my)?).
k=1

Je-li splnéna podminka (II.24), je prava strana neza-
pornd, nebot posledn{ soudinitel je nezaporny v disledku

Cauchyovy nerovnosti (IL.1). Je-li tedy > z; > 0, plyne
k=1
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nerovnost (I1.26) z identity (I1.28). Je-li 3 22 =0, je
k=1

X, == ... =&, = 0 a nerovnost (II.26) je zfejmeé
opét splnéna. — Rovnost v (I1.26) nastane prave tehdy,
bude-li pravi strana v (I1.28) rovna nule. To pfedevsim
znamena, %e musi platit rovnost v Cauchyové nerovnosti

pro vektory x = (2,, %5, ..., ZTn) 8 Y = (Y1, Y35 + « +» Ya),
tj. podle véty II.1 musf byt tyto vektory Gmérné:
x~yéliar, =y, prok = 1,2, ..., n. Dile musi byt

n n
Yo T T2 = Ty I Z1Yy; Stenaf si uZ snadno dokédze, Ze odtud
k=1 k=1

ply;1e By, = ax,, co’ znamena, %e vektory X a § jsou
Umérné.

Predpokldddme-li, Ze je splnéna podminka (II.25),
musfme identitu (II.28) zfejmym zptisobem upravit.

Uloha I1.9. Uka.zte Ze nerovnost (I1.26) plati i tehdy,
bude-li 2 = Z 2% nebo yi = E ya.
k=1
Vznika nynj phrozené otézka, jaky vztah bude platit

mezi levou a pravou stranou v (I1.26), bude-li soudasné
platit

(I1.29) < Tal <3l
k=1 k=1
Bude pak v (I1.26) platit obracend nerovnost, tj. bude

(I1.30) (a:oyo—kg)l z)? < (@— z 22) (48 — z: ) ?

Uloha I1.10. Uka’te, %e v piipadé » — 1 nerovnost
(I1.30) neplatf nikdy. Pro n = 2 naleznéte dvojici
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vektorii X, ¥, pro které plati (I1.29) i (II.30), a jinou
dvojici vektori X, ¥, pro které (I1.29) plati, (I1.30) véak
nikoliv.

Poznimka IL.7. Ukol, ktery je obsafen v zdvéru pred-
choziho odstavce, staéf vyresit pro n = 2; pfechod k pif-
padu » > 2 je pak snadny: poloiime x; = g = 0 pro
1 =23,4,...,n Pron = 2 vSak ma nerovnost (I1.30) —
a pochopitelné i nerovnost (II.26) — geometricky vy-
znam.

Budiz tedy n = 2. Pro x = (z,, z,) =0, y = (y;,
ys) = 0 oznatme d(x) = |z + a3, d(y) = |/ + 43 (je
to vzdalenost bodu x resp. y v roviné od podatku);
pro jednoduchost zvolme jesté z, = 0, y, > 0. Nerov-
nosti (I1.29) miZeme zapsat takto:

a*x) >0, d¥y) >ui;
druhd nerovnost ¥ké, e bod y lezi v prvnim kvadrantu

[
B
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vné tvrtkruhu se stfedem v poditku a o poloméru g,
(viz obr. 4). Nerovnost (11.30) Ize zapsat takto:
(@91 + xaya)* < (2% 4 23) (41 + 45 — 93) =
= d*(x)d*(y) — yid*(x)
1Y) + oY ]2 ( ]2
— =<1 — .
( d(x)d(y)

Pripomeneme-li si geometricky vyznam Cauchyovy
nerovnosti (viz zadatek této kapitoly), lze tuto nerovnost
zapsat takto:

&ili po Gpravé

Yo
d(y)

cos? (xy) <1 — d?(/;) ]2
dili

sint (53) > (56 J

Oznaéime-li jesté symbolem ¢ tihel mezi 0 a % , pro
ktery platf

: Yo

11.31 =,

( ) sing = — )

m4 vlastné nerovnost (I1.30) tento vyznam:
sin? ()/(\y) > sin? ¢

dili

(T1.32) | sin (Xy) | >sing.

Zvolme nynf z, = 0, z,, z, a y, pevné a vektor y =
= (¥, ¥») zvolme tak, aby se neménilo &slo d(y) (a aby
bylo d(y) >y, ¢&ili d*y) >y3); odpovidajici body
(¢, ¥,) budou pak lefet na &tvrtkruZnici o poloméru
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d(y) (viz obr. 4). Najdeme jesté ¢ tak, aby platilo (I1.31),
a dhel ¢ naneseme na obé strany od usedky 0x. Ty body
Y = (41, ¥»), pro které plati (I1.32) — a tedy (I1.30) —,
lezi na &vrtkruznici AB vné oblouku €D; na oblouku
CD (véetnd obou koncovych bodd) lef pak ty body
Y = (Y1, ¥2), pro které plati za pfedpokladd (II.29)
nerovnost (1I.26).

Velikost thlu ¢ zivisi pochopitelné na é&fslu d(y),
které lze volit (oviem tak, aby bylo d(y) > 7,); ¢im
vétsi bude d(y), tim mensi bude thel ¢ a tim vétsf dast
z oblouku AB zaberou ta y, kterd lezi vné oblouku CD
a pro néz tedy za pFedpokladt (II.29) plati (II.30).
Zélezi pochopitelnd také na poloze bodu x = (z,, z,):
Volime-liz, = z,ad(y) = V2 Yor bude ¢ = 45° a oblouk
CD bude totoZny s obloukem AB, takze (II1.30) neplati
pro #ddné y takové, e d(y) = |/2.y,. Jin4 situace viak
nastane, volime-li z, > x, (a op&t d(y) = V2 Yo) — pak

se oblouk CD prekryje jen s dasti oblouku AB a najdeme
vektory y, pro néz platf (I1.30) (viz obr. 5a, 5b).

AgsC
S X
459
_ 459
f TAzD
0._yﬁ :A D
rz_-yg :

Obr. 5a, b
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Pomocf téchto geometrickych tvah tedy mazeme fesit
dlohu II.10.

V poznimce I1.3 jsme se zminili o vyrazech, které lze
vloZit mezi levou a pravou stranu v Cauchyové nerov-
nosti. V nasledujici kapitole se setkime s fadou takovych
vyrazi; zde uvedme na zavér alespoii jeden:

Uloha IL11. UkaZte, Ze pro x >0, y > 0 plati

I1.33 Z 2 X .2 (22 ) <
( ) ( zkyk) kel -"3% + y% ko1 ( % + yk) =

é(z 22 (X v?),
k=1 P

a zjistéte, kdy plati vSude rovnosti.
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