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1. kapitola

PRINCIP MATEMATICKE INDUKCE
A JEHO VYUZITI V DUKAZECH

Zaéneme hned tlohou. Teoretické vyklady si nechame
na pozdéji.

Uloha 1. V roving je dan konedny podet raznych p¥i-
mek. Ty ji rozdéluji na é&asti. Dokaizte, Ze je tyto &asti
mozZno vybarvit dvéma barvami tak, aby kazda d&ast
byla celd vybarvena jednou barvou a aby Zidné dvé
sousedni éasti (tj. éasti oddélené viseckou, polopfimkou
nebo pfimkou) nebyly vybarveny stejnou barvou.

Je-li podet pi‘imek hodné maly, snadno se pfesvédéime,
Ze véta, kterou mdme dokdzat, v téchto jednotlivych
piipadech plati. Tak napt. jedna prlmka rozdéluje rovinu
na dvé sousedni poloroviny a ty maZeme obarvit rlzny-
mi barvami,




Jsou-li dany dvé pfimky, mohou byt bud rovnobéiné,
nebo raznobézné. Na obriazku je zndzornéno, jak lze
vybarvit éasti, aby podminka byla splnéna.

Na dal$im obrazku jsou viechny &ty¥i vzdjemné polo-
hy tii pfimek. I zde se podafilo dasti vybarvit nilezitym
zplisobem.

Se vzristajicim podétem piimek vsak rychle rostou
technické potiZe. ZvétSuje se podet pFipadu vzdjemné
polohy piimek a nastava problém s tim, aby se na Zadny
z nich nezapomnélo. Kromé toho obrazky také ztraceji
na piehlednosti a jejich barveni je éim dale sloZitéjsi.
I kdybychom se s témito obtiZemi dokazali vypofddat
a dafilo se nam ovéfovat platnost véty v dalsich jednotli-
vych konkrétnich ptipadech, nebude to mit pro dikaz
véty valny vyznam. Véta totiZ tvrdi, Ze ¢asti lze vybar-
vit popsanym zpusobem pii jakémkoliv poétu piimek
a jakékoliv jejich poloze. At ovéfime platnost véty v se-
bevice jednotlivych piipadech, zlistane stile nekoneéné
mnoho piipadd nevySetfeno a o platnosti obecné véty
stale nemuZzeme nic fici. Tento postup by mél smysl
pouze tehdy, podafilo-li by se ukizat, Ze se v uréitém
pfipadé nedaji &isti roviny vybarvit popsanym zpuso-
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bem. Tak bychom dokazali, e véta neplati. Jak se viak
brzy pitesvédéime, véta plati a k jejimu dikazu budeme
tedy musit pfistoupit z jiné strany.

Zachrani nas tato spasnd myslenka: Dejme tomu,
Ze jsme se o platnosti véty pfesvédéili jesté pro p pfimek.
Coz vyjit z vybarveni &asti v tomto piHpads, vést
(p + 1)-tou piimku a pokusit se néjak upravit pavodni
obarveni tak, aby z ného vzniklo nileZité obarveni pro
p + 1 pfimek ? KdyZ se nam to poda¥f, budeme tak mit
vétu ovéfenu i pro p + 1 pfimek. Pokud viak tato meto-
da pfechodu od’piipadu p pHmek k piipadu p + 1 pii-
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mek bude univerzalni, tj. pujde pouzit pro jakékoliv
plirozené &islo p, bude véta vlastné dokidzana. MizZeme
si totiZ pfedstavit, jak metodu dale opakované pouZiva-
me: na zikladé toho, Ze jsme vétu oveéfili pro p + 1
piimek, ji ovéfime i pro p 4 2 piimek, na zakladé toho
pak pro p 4+ 3 ptimek atd.

Zbyva jen to hlavni — najit, jak z vybarveni pro p
piimek sestrojit vybarveni pro p + 1 pfimek. Neni viak
tak tézké na to ptijit. Predstavme si, Ze je v roviné p pfi-
mek a Ze jsou jeji &asti vybarveny dvéma barvami tak,
aby sousedni &isti mély vidy ruzné barvy. (Je to zna-
zornéno na obrazku.) Vedme nyni (p + 1)-tou pifimku
(na druhém z obrazku je zndzornéna &¢irkované). Ta roz-
délf rovinu na dvé poloroviny. V jedné z nich barvy po-
nechdme tak, jak byly ptivodné, a ve druhé je navzajem
vyménime. Pokud je mezi dvéma sousednimi &istmi
roviny pfi tomto novém déleni hranice tvofena nékterou
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z puvodnich p pfimek (nebo jeji 8asti), pak byly &asti
obarveny riznymi barvami a jsou v téie poloroviné
urdené (p + 1)-tou ptimkou. Zistaly tedy bud beze
zmény, nebo se navzajem vyménily a jsou opét razné.
Jsou-li dvé sousedni éasti oddéleny (p + 1)-tou piimkou
(nebo jeji ¢astf), pak ziejmé vznikly z nékteré pivodni

tasti tak, Ze ji (p 4 1)-td ptimka rozetla. Pivodni barva
této 8asti na jedné strané zhstala a na druhé se zménila.
I tyto sousedni &asti jsou tedy vybarveny ruznymi
barvami.

Dtkaz, ktery jsme pravé dokondéili, byl zaloZien na
tzv. principu matematické indukce :

Bud M mnoZina, kterd ma tyto dvé vlastnosti:
(I) 1e M.

(IT) Pro kaZdé pfFirozené ¢&islo p plati: JestliZe pe M,
potom je téZ p + le M.
Potom mnoZina M obsahuje viechna pfirozena é&fsla.



O platnosti tohoto principu se presvédéime snadno:
Podle (I) je 1€ M. Podle (II) z toho plyne, Ze 2€ M.
Z toho opét podle (II) plyne, Ze 3€ M, odtud je pak
4e M atd. Tak mizZeme ziejmé postupné dojit ke které-
mukoliv pfirozenému &islu; mnozina M tedy obsahuje
viiechna piirozena ¢isla.

Jinak si to muzeme ukéazat také takto:

Dejme tomu, Ze existuji piirozena éisla, kterd do M
nepatii; nejmensi z nich oznaéme £. Podle (I) je ¢ > 1.
Cislo t — 1 je tedy piirozené a podle definice &isla ¢
plati ¢ — 1 e M. Podle (II) z toho plyne, Ze t e M a to je
spor.
1K obéma Uvahdm se jesté vratime na str. 59 a bu-
deme je podrobnéji analyzovat.

Principu matematické indukee lze mj. uzit k dokazo-
vani vét tak, jak jsme to uéinili p¥i FeSeni dlohy 1.
Chceme-li dokazat platnost néjaké véty, kterdi méi tvar
(nebo se da pieformulovat tak, aby tohoto tvaru nabyla)
s, Pro ka%dé pfirozené é&islo plati..., staéi dokazat tyto
dvé pomoené véty:

(1) Véta plati pro &islo 1.
(2) Pro kaZdé pfirozené ¢&islo p plati: Pokud véta plati
pro &islo p, pak plati také pro &slo p 1.

T'o plyne bezprostiedné z principu matematické indukee,
vezmeme-li za M mnoZinu vSech ¢&isel, pro néz véta
plati.

Pomocné vété (2) se 8asto Fika indukéni krok a jejimu
predpokladu ,,véta plati pro é&islo p*‘ se fikava indukéni
predpoklad.

UkéZzeme si jesté na nékolika typickyeh piikladech,
jak se provadéji dukazy metodou matematické indukee.
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Uloha 2. Dokaite, e &islo 2% 4 3 neni pro z4ddné
piirozené k délitelno &islem 73.

Reseni. Pro k =1 véta plati, nebot 23 | 34 = 89
a to neni délitelno éfslem 73. Pomocna véta (1) je do-
kazana.

Pristupme k diikazu pomocné véty (2). Bud p priro-
zené ¢islo a predpoklidejme, Ze 2% | 3% neni délitelno
¢islem 73. VySetime &fslo 23w+ - 34w*D, To je rovno

2043 | Gpte — 29 2% | 34,30 —
= 8.2% + 81.3% — (2% -+ 3%) 4 73.3%

Prvni z obou séitanci neni podle indukéniho piedpokla-
du délitelny é&islem 73 a druhy je. Soudet tedy ¢islem 73
délitelny neni.

Tim je dukaz proveden a iiloha vyresena.

Uloha 3. Je déno n étverci. Dokaite, e je lze rozdélit
na Casti tak, aby z nich bylo moZno sestavit jediny
étverec.

Regeni. Je-li dan jen jeden &tverec, je moZno ho roz-
délit jakkoliv. Ze vzniklych &asti lze pak vidy sestavit
pivodni étverec. Pomocnd véta (1) je dokazana.

Bud nyni p pfirozené &islo. Piedpokladejme, Ze pro p
dtvercti véta plati, a dokaZme, %e pak plati i pro p + 1
&tverci. Vezmeme si néjaké dva z nich (je p + 1 = 2).
Ozna¢me je ABCD, PQRS (sledujte obrazek) tak, aby
AB =< P@. Na stranich PQ, @R, RS, SP sestrojme po
fadé body K, L, M, N tak, aby platilo KQ = LR =
~ms—np - ABLEQ
usetek KM, LN a rozdélme &¢tverec PQRS podle téchto

. Oznaéme O spoletny bod
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usedek na &tyfi shodné dasti. Pfilozime-li je ke étverci
ABCD tak, jak ukazuje dalsi obrazek, vznikne &tverec,
o ¢em? se snadno presvédéite. Tento &tverec spolu se
zbylymi p — 1 étverci umime podle indukénfho pied-
pokladu déle rozdélit tak, aby vzniklé ¢asti ddvaly jeden
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étverec. Nyni je jiZ zfejmé, jak rozdélit pivodnich p 4 1
¢tvercti. Dokdzali jsme pomocnou vétu (2).

Tim je tloha vyfesena.

Véty, které jsme zatim dokazovali, mély velmi jed-
noduché predpoklady. V dalsi iloze bude lépe vidét, jak
se vyuziva pii dikaze matematickou indukei piedpo-
kladd dokazované véty.

Uloha 4. Jsou-li x,, x,, ..., 2, kladna &sla, pro né?
platf
L%y .. 2y =1,
potom je

271—|—2?2+ e +xngn-
Dokazte.

Redent. Pro n = 1 véta plati (nastiva rovnost).

Bud nyni p ptirozené &islo. Predpokladejme, Ze pokud
je soudin néjakych p kladnych é&isel roven 1, potom je
jejich soudet vétsi nebo roven p. Uvazujme nyni p 4+ 1
kladnych &isel z,, z,, ..., z,,, takovych, Ze

TyTy ... Xpyy =1,
MiZeme piedpokladat, Ze jsou oznadena tak, aby
TS, .. SXp.
Pro p kladnych ¢&isel
TyTprys Lay o ooy Xp

plati, Ze jejich soudin je 1 a podle indukénfho pFedpo-
kladu je tedy

TZpa +Zat+ ...+ 2 2P
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Odtud dostavime
o4+t .. Ay =@Fn et )+

+a,t X — T 2P+ 2 — XX =
=p+(dl—a)@u—1N+12p+1.

Posledni nerovnost vznikla takto:

Kdyby bylo z, > 1, bylo by také (protoZe z, je nej-
mensi z uvaZovanych ¢isel) x, > 1, ..., x,,, > 1 a tedy
Z,Xy ... Tpyy > 1, coZ odporuje pfedpokladu*). Je tedy
z, = 1. Analogicky se dokaze, Ze z,,, = 1. Souéin
(1 —2z,) (x,,, — 1) je tedy nezdporny.

Tim je dukaz proveden.

I kdyZ dikaz pomocné véty (1) byva vétsinou pod-
statné snazsi nez dikaz indukéniho kroku (2) (neni tomu
tak vidyecky), nenf radno tuto etapu dikazu metodou
matematické indukce odbyvat nebo dokonce vynecha-
vat. Predstavme si, Ze bychom se pokouseli dokazat
tuto vétu:

Pro ka#dé ptirozené k je &islo 2% 4 34 délitelno &fs-
lem 73.

Z dlohy 2 vime, Ze to neni pravda. Pokud bychom se
viak zmylili a dikaz pomocné véty (1) (kterd ve skuted-
nosti neplati) se nam podafil, nebo bychom piipad
k = 1 viibec nezkoumali, podatilo by se ndm nepravdi-
vou vétu ,dokizat, Pomocni véta (2) totiz plati:
Predpokladdme-li, Ze 2% 4 3% je délitelno &islem 73,
pak z toho vyplyva, Ze i 23+ | 34+h — §(2% | 3ér)|-
+ 73.3% je délitelno ¢&islem 73.

*) Pfedpokladu dokazované vdty, nikoliv indukénimn pfed-
pokladu.
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Jesté na jednom odstrasujicim piikladé si ukaZme,
jak dilezita jsou slova ,,pro kazdé ptirozené &islo* ve
formulaci pomocné véty (2). ,,DokaZeme’ si, Ze pro
kaZdé ptirozené &islo » plati: KaZdych » piirozenych
¢isel si je navzdajem rovno. Provedeme to metodou ma-
tematické indukee.

Pro n = 1 to plati — kaZdé ptirozené é&islo je samo
s0bé rovno. Pomocna véta (1) je dokazana.

Bud dile p ptirozené ¢&islo a predpoklidejme, Ze
kaZdych p pfirozenych &isel je si navzajem rovno. Méjme
nyni p + 1 ptirozenych ¢isel ¢, ¢,, ..., €pyy. Podle
indukéniho predpokladu je

€L =¢C = ... =¢,
a také
€ =C3= ... =0Cpyy .
Je tedy
€L =Cy = ... =Cp =Cpyy.

Tim je dikaz proveden.

Omyl tentokrat spotiva v tom, Ze pomocna véta (2)
neplati pro p = 1. Z toho, Ze kazdé &islo je rovno samo
sobé& neplyne, Ze kazda dvé &isla jsou si rovna.

Uvédomme si déle, Ze na principu matematické in-
dukce vibec nenf podstatné, Ze se zalind od ¢&sla 1.
Zcela analogicky jako u puvodniho znéni (I)—(I1) lze
ovérit pravdivost nasledujici obecnéjsi verse:

Bud M mnoZina, kterA ma tyto vlastnosti:
(IIT) Pro celé &islo k plati ke M.
(IV) Pro kaZdé celé &islo ¢ = k plati: JestliZe ce M,
potom také ¢ 4-1e M.
Potom mnoZina M obsahuje vSechna cold &sla vatyi
nebo rovni &islu k.
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To plyne také piimo z pavodniho znéni principu
matematické indukce: Ozna¢me L mnoZinu, kterd vznik-
ne z mnoZiny M odedtenim ¢&isla k — 1 ode vsech
celych ¢&isel, ktera jsou obsaZena v mnoziné M. Z pred-
pokladi (III) a (IV) pro mnoZinu M plyne, Ze jsou
splnény predpoklady (I) a (II) pro mnoZinu L. MnoZi-
na L tedy obsahuje vSechna pfirozena ¢&isla a tedy
mnozina M obsahuje vsechna cecla ¢&isla vétsi nebo rovna

éfslu &.

Toto znéni principu matematické indukece umoziiuje
mj. dokazovat vty typu ,,Pro kaZdé celé &islo vE&t3i neZ
&islo k, nebo rovné &islu k plati. . .« tak, Ze dokaZeme na-
sledujiei dvé pomoené véty:

(3) Véta plati pro celé &islo k.
(4) Pro ka%dé celé &islo ¢ = k plati: Pokud véta plati
pro &islo ¢, pak plati i pro &islo ¢ + 1.

Tuto metodu si budeme demonstrovat na nékolika
ulohéch.

Uloha 5. Dokazte, Ze pro kazdé redlné &islo «, které
neni celodiselnym nasobkem é&isla #, a pro kazdé neza-
porné celé é&islo n plati

sin 27+l

COS & CO8 2a ... COS 2% = : .
2n+lgin

Redent. Pro n = 0 se dokazovana rovnost redukuje na

sin 2a

cos a = ,
2sina

coZ je pravda vzhledem ke znidmému vzorci pro sinus
dvojnasobného dhlu. Pomocna véta (3) je dokazana,
Predpoklidejme, %e ¢ = 0 je celé éislo a Ze pro
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n = ¢ dokazovand rovnost plati. DokaZeme ji pro » =
= ¢ + 1. Postupné dostavime

COS & COS 2 ... COS 2¢x cO8 2¢F1q =

|
. —sin 2.2¢%1y .
sin 2¢+1y cos 201 2 sin 2¢+24
— —_— a = - = < .
2¢+1 gin o 2¢+1 gin a 2¢+2 gin «

(Prvni rovnost je dusledkem indukénfho pfedpokladu
a druha plyne ze zminéného goniometrického vzorce.)

Tim je proveden dikaz pomocné véty (4) a tloha je
vyfesena.

Uloha 6. Na pos$té maji zndmky pouze v hodnotach
0,30 Kés a 2,50 Ké&s. Dokaite, Ze jimi lze ofrankovat
jakoukoliv zésilku, jejiZz postovné ¢&inf alesponi 4,80 Kés.
(Postovné je vidy zaokrouhleno na desetihaléfe.)

Resent. Uzijeme-li matematického vyjadfovani misto
postovniho, jde o to dokazat nésledujici vétu:

Ke kaZdému pfirozenému éislu @ = 48 existuji cela
nezadporna &sla u, v takova, Ze

a = 3u 4 25v.

(Cisla , » odpovidaji poétu znimek za 0,30 Kés, resp.
2,50 K&.) K tomu, abychom ji dokazali, bude stadit
dokizat pomocné véty (3) a (4) pro k = 48.

Vzhledem k tomu, Ze 48 = 3.16 + 25.0, pomocna
véta (3) plati.

Pfedpokladejme, Ze ¢ = 48 je piirozené ¢&islo*) a Ze

*) Zde je jedno, zda fekneme ,,pfirozené* nebo ,,celé‘’, nebot
c>0.
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pro né véta plati, tj. pro jista nezaporna celd &isla u, v
platf
¢ = 3u + 25v.

Hledejme nyni podobné vyjadieni pro &islo ¢ 4- 1. V3im-
néme si, Ze
1.25—8.3 =1
a také
17.3 —2.25 =1,
Z toho plyne:
Je-li = 8, miZeme psit

¢+ 1 =3u—8)+4 25w+ 1).
Je-li v = 2, maZeme psit

¢+ 1 =3+ 17) + 250 —2).
V ptipadech w = 8 a v = 2 jsme s dikazem pomocné
véty (4) hotovi. Vzhledem k tomu, Ze jsme pfedpokla-

dali ¢ = 48, jiny pifipad uZz nenastane. Kdyby totiZ
bylo soudasné » < 7iv < 1, bylo by

¢ =3u+ 250 <3.7+ 25.1 = 46,

Tim jsme s dikazem hotovi.

Uvedme si jesté jiné velmi uzitetné znéni principu ma-
tematické indukce.

Bud M mnoZina, ktera ma tyto vlastnosti:
(V) 1e M.
(VI) Pro ka%dé pFirozené &islo p plati: Je-li ke M pro
viechna piirozend k < p, pak je ték p +1eM.
Potom mnoZina M obsahuje viechna pfirozena é&isla.

O jeho platnosti s¢ miuZeme piesvéddit podobné jako
u principu (I)—(II). Princip (V)—(VI) je vsak disled-
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kem principu (I)—(11): Bud M’ mnozina vsech piiro-
zenych ¢isel n takovych, Ze leM, 2€edl, ..., neM.
Ziejmé plati M'<S M. Podle (V) je 1e M’. Bud dale p
pirozené ¢&islo, pe M'. Podle (VI) je pak téZz p 4 le M
a tedy p + 1e M’. Vidime, Ze podle principu (I)—(II)
obsahuje mnozina M’ vSechna pFirozend &isla a tedy téz
mnozina M obsahuje viechna pfirozeni ¢isla.

Principu (V)—(VI) odpovida nasledujici schéma, po-
dle néhoz se daji dokazovat matematické vély nain jiz
znamého typu ,,Pro kaZ%dé pfirozené ¢&islo plati...” tak,
Je dokaZeme nasledujici dvé pomoené véty:

(5) Vé&ta plati pro ¢&islo 1.

(6) Pro kaZdé pFirozené &islo p plati: Pokud véta platf
pro viechna pFirozeni &isla menSi neZ p {1, pak
plati i pro &islo p 1 1.

Uzitednost tohoto principu si budeme demonstrovat
na nasledujicich dvou tlohach.

1
Uloha 7. Je-lia + % celé ¢&islo, pak a» -+ pm je pro
kazdé piirozené m také celé &islo. DokaZte.
Redeni. Pro m = 1 véta trividlné plati. Pomocna véta
(6) je dokazana.
Bud p pfirozené &islo a predpoklidejme, Ze pro vie-

chna pfirozend m < p véta plati. Podle binomické véty
je

1yr+? 1 1 1 1
) T S P e

" p+l]a 1 1

+...+[ p W Wl—'
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VyuZijeme-li znamého vzorce

(=62

ktery plati pro viechna ptirozena &isla r, s, r = s, dosta-
neme odtud pro sudé p

1 1P+ (p+ 1y, 1
a"“=[a+3] _[ 1 ](ml+a”"]_

R  Cat

aqrtl +

2
a pro liché p

ar+l L a"1+1 = (a 4 %]1&1_[?_{1_ 1)[@”‘1 + apl"‘l) —
_[p-zk 1][,1,,-3+ Ml_a]_____

[

2

Z indukéniho ptedpokladu vyplyva, Ze v obou pfipadech
jsou véechny s¢itance na pravé strané celd disla a tedy
1 na levé strané je celé &islo. Véta tedy plati i pro m =
= p + 1, pomocna véta (6) je dokazana a tloha je vy-
feSena.

Uloha 8. Na bilém &tveretkovém papite je n étveretki
zadernéno. Ctveretky se prebarvuji (najednou) podle
nasledujicfho pravidla: Kazdy &tveretek ziskd takovou
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1. piebarveni

%

% é’/

—
po 2, piebarveni po 3. prebarveni
po 4. plebarvenl po 5. piebarveni
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barvu, jakou méla vétSina z téchto tfi étvereckt: uva-
zovany &tvereéek, dtveretek bezprostfedné vpravo od
ného a ¢tveretck bezprostiedné nad nim. Dokaite, Ze
nejvyse po n piebarvenich budou vsechny é&tvercéky
bilé. (Obrizek ukazuje, jak se pFi postupném piebarvo-
vani méni jedna konfigurace ¢tvereéku.)

ReSeni. Pro n = 1 je to zfejmé pravda. Bud p ptiro-
zené Gisto a ptedpoklidejme, Ze pro vSechna pfirozend
¢isla mensi nez p + 1 véta plati. DokaZzeme, Ze pak plati
i pro ¢&islo p + 1.

Necht je tedy pravé p + 1 étvereéka ¢ernych. Uva-
Zujme prvni svislou fadu d&tveredka zleva, - ktera
jestdé obsahuje ¢erné étveredky. Ty nemajf ziejmé Zadny
vliv na prebarvovani &tvereckdt v ostatnich svislych
faddch. V nich je nejvyse p ¢ernych &tveretka a podle
indukéniho ptedpokladu*) v nich po p krocich uz Zadny
derny &tveredek nebude.

Analogicky dokaZeme, %e po p krocich nebude zadny
éerny &Stvercéek ve vodorovnych fadach s vyjimkou té,
ktera byla z fad, obsahujicich piivodné éerné ¢tveredky,
nejnize. Po p krocich miuZe byt tedy éerny jediny dtve-
reéek, totiz ten, v némi# se kiizi uvazovana leva svisla
a dolni vodorovnd fada. Po (p - 1)-tém kroku bude
bily i ten. Tim je dikaz proveden.

Princip matematické indukce se da obménovat nej-
raznéj$imi zpisoby. Uvedme si jedno velice specidlni
znéni:

Bud M mnofina, ktera mi nasledujici vlastnosti:
(VII) 1e M, 2eM, ..., re M.

*) ch; by ndam schéma (1)---(2) nepomohlo, nebot polet
étvereékt v oostatnich fadich je jen nejvyse p, nemusi byt
pravé p, a o jejich poétu nemutizeme nic presnéjsiho Fici.
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(VIII) Pro kaZdé piirozené &islo p plati: JestliZe pe M,
pt+1leM, .., p+r—1eM, pak je také
p +reM.

Potom mnoZina M obsahuje viechna pfirozena &isla.

Tomu ovSem odpovida prislusné dikazové schéma.

Chceme-li dokazat, e n&jaka véta (obvyklého typu)
plati pro kaZdé prirozené &islo, sta¥i dokazat nasledujici
dvé pomocné véty:

(7) Véta plati pro éisla 1, 2, ..., r.

(8) Pro kaXdé pFirozené &islo p plati: Pokud v&ta plati
pro &isla p, p +1, ..., p + r— 1, pak plati i pro
Cislo p 4+ r.

Podle tohoto schématu budeme postupovat v dalsf
tloze (bude tam r = 2).

Uloha 9. Je-li cos a = ; , kde s, ¢ jsou cela ¢isla, po-
tom pro kaZdé pFirozené » je t* cos na &islo celé. Dokazte,

Reseni. Pron =1 je

s
tcos a = t—t— =3.
Pro n = 2 dostavame podle znamého vzorce
2 cos 2a = 13(2 cos 2a — 1) =
2 s? 2 2

Pomocna véta (7) je tim dokazana.

Piistupme k diikazu pomocné véty (8). Neni tézké
odvodit goniometricky vzorec

cos (kK + 2) a = 2cos acos (k + 1) a — cos ka
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platny pro viechna pfirozena k a redlnd «. Bud p piiro-
zené ¢islo a predpokladejme, Ze pro n = p a pro n =
= p + 1 véta plati. Podle uvedeného vzorce je

P2 c08 (p + 2) « = 2(¢ cos a) (tP*lcos (p + 1) a) —
— t%(¢? cos pa) .

Podle induké&niho pfedpokladu jsou séitance vpravo cela
¢isla a vlevo tedy také. Pomocna véta (8) tedy plati
a tim je dikaz proveden.

Zatim jsme formulovali nékolik variant principi ma-
tematické indukce, v nichz se tvrdilo, Ze jistd mnozina M
obsahuje vsechna pfirozena ¢isla, resp. vsechna celd
¢isla od uréitého poéinaje. Nékdy se vSak hodi nésle-
dujici verze, v niz se tvrdi, Ze jista mnoZina M obsahuje
viechna pfirozena &isla aZ po jistou hornf mez.

Bud Ek pfirozené &islo a M mnoZina, ktera ma tyto
vlastnosti:
(IX) 1e M.
(X) Pro kaZdé prirozené ¢&islo p < k plati: JestliZe
pcsM, potom téZ p +1e M.
Potom mnoZina M obsahuje pFirozens éfsla 1, 2, ..., k.

Piislusné dukazové schéma zni pak takto: Mame-li
dokazat, Ze véta plati pro pfirozena éisla 1, 2, ..., k, pak
stali dokazat:

(9) Véta plati pro &islo 1.
(10) Pro ka%dé pFirozené &islo p < k plati: JestliZe vita
plati pro é&islo p, potom plati i pro &islo p 4+ 1.

Podle tohoto schématu budeme postupovat v nasledu-
jici uloze.
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Uloha 10. Dokaite, Ze pro libovolnd pfirozend é&isla

t < n plati
1 1y 1 4 {2
( + n] <1+ n + n?

EBeseni. Budeme postupovat matematickou indukef
podle ¢. Pro ¢ = 1 je nerovnost zfejmé, pomocna véta (9)
je dokdzana.

Bud p < n ptirozené &islo a necht pro { = p véta
plati. Dokazeme jeji platnost pro ¢ = p 4+ 1. Postupné
dostavame

(s =Y 2) <
<[22 )-
w;tp-F%;=

p+1)? » _ p+1
ton T

(p+ 1)

n2

1
el
n
1
Pl

n n2 <

1
<1422
n
Prvni nerovnost plyne z indukéniho ptedpokladu

a druhd je pak dusledkem nerovnosti

PP _ p+1
CERT'Y

ktera zfejmé plati pro kazda dvé pfirozena éisla p < =n.
Tim je dokdzdna pomocna véta (10) a vloha je vyfeSena.

V nerovnosti z tdlohy 10 se vyskytuji dvé proménné,
n a t. Nejprve jsme museli rozhodnout, podle které
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z nich budeme indukeci provadét. Uvédomte si, Ze in-
dukce podle n by patrné nevedla k cili.

Pét raznych znéni principu matematické indukce,
kterd jsme si postupné uvedli, bychom mohli jesté déle
dopliiovat, obménovat a kombinovat, napt. (V)—(VI),
(VII)—(VIII) a (IX)—(X) zobecnit v duchu (I111)—(IV)
tak, aby zadinaly od né&jakého celého Cisla a ne praveé
od ¢&isla 1, dale (VII)—(VIII) a (IX)—(X) upravit
v duchu (V)—(VI) tak, aby sc indukéni krok neprova-
dél zpnap+ l,alezl, 2, ..., pnap- 1 apod.

Zavérem jesté nékolik poznamek praktického razu.
Nékdy se setkivame s indukénim krokem nikoliv z p
na p -+ 1, ale z p — 1 na p. Tak tieba (1I) v této podobé
zni: ,,Pro kazdé prirozené &islo p > 1 plati: Jestlize
p—1eM, potom téz pedl.”” Uvédomte si, Ze tento
rozdil je jen formalnf a neni podstatny.

V diakazech vét ,,Pro kazdé piirozené éislo n plati...*
se fasto setkavame s takovouto formulaci indukéniho
kroku: ,,Predpokladejme, %c véta plati pro éislo n, a do-
kizeme ji pro Cislo n + 1. Zde neni pevné zvolené
piirozené &islo, ze kterého pii indukénim kroku vycha-
zime, oznadeno zvlastnim symbolem (my jsme je vétsi-
nou znadili pismenem p), ale uZiva se pro né stejny sym-
bol, ktery se vyskytuje ve znéni véty (v nasem piipadé
n). Dva rGzné symboly se zavadéji spile z metodickych
diivodil (a my to v této kniZce budeme disledné délat),
podstatné to vSak neni. Kromé toho uzivani stejného
symbolu je nékdy z gisté praktického hlediska vyhodnéj-
81, nebot umoZnuje struénéjsi vyjadiovani. Nenf totiz
tfeba to, co uZ je ve znéni véty zformulovdno pro »
(napf. néjaky vzorec, nerovnost nebo pod.) znovu opi-
sovat pro jiné pismeno (napk. pro p) pro potieby induk-
¢ntho kroku, staéi jen odkaz.

Koneéné si uvédomte, ¢ metodou matematické in-
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dukee se daji dokazovat nejen véty ,Pro kaidé p¥iro-
zené ¢dislo n plati..., ale i jejich specialni ptipady pro
konkrétni hodnoty n. Tak napi. skutednost, Ze &islo
251 + 3% peni délitelno é&islem 73 bychom dokazovali
tak, Ze bychom dokazali vice, totiz obecnou vétu z tlo-
hy 2.

1.

10.

Cvic¢eni

V rovind je ddno 7 pfimek a ty ji rozdéluji na &dsti. Vy-
barvéte tyto &dsti dv&mna barvami tak, aby Zédné dvé
sousedni &dsti nemély stejnou barvu.

. Nakreslote obrézek k uloze 3 pro pfipad AB = PQ.
. Zhotovte si z papiru tfi &tverce a pak je rozstfihejte tak,

aby sloZzenim v8ech &dsti vznikl jeden velky &tverec.

. Urdete, kdy nastdvé rovnost v nerovnosti z ulohy 4.
. UvaZzujme mnoZinu vsech obdélnikit o daném obvodu.

Ktory z nich md nejvétsi obsah ?

. Navrhnéte krabico vo tvaru kvéddru tek, aby mély prede-

psany objem a aby se na jejich vyrobu spotfebovalo
co nejméné materidlu.

. UvaZujte mnoZinu vsech trojuhelnikd o daném obvodu.

Ktery z nich mé nejvétsi obsah?

. Bud n ptirozené &islo a x,, x5, . .., ¢, kladnd &isla.

Potom plati
x x x x
L I U A L L T
&y g 2 x,

Dokaite.

. Kolika zpusoby lze ofrankovat zdsilku znémkami v hod-

noté 0,30 a 2,50 Kés, &éini-li po§tovné 12,70 Kés?
Existuji takové n-tice Sernych &tveretki, Ze pFi pfebarvo-
vini podle ilohy 8 jsou po n — 1 krocich jesté néjaké
dtveredky derné?
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11.
12.
13.

Dokaite, Ze véta z tlohy 7 plati pro kazdé celé &islo m.

Dokaite vétu z tlohy 7 podle schematu (7)—(8).

Dokazte metodou matematické indukce ndsledujici véty:

8) V rovind je dén kone&ny poéet kruznic. Cdsti, na né? je
jimi rozdélena, lze vybarvit dvéma barvami tak, aby
sousedn{ ¢dsti mély riznou barvu.

b) V rovind je dédno = piimek tak, Ze Zddné tfi z nich
nemaji spoledny bod a Zddné dvé nejsou nerovnobézné.
Rovina jo jimi rozdélena na pravé %l)- + 1 &dsti.

¢) Cislo 117+t 1221 je pro kadé pfirozené &islo n déli-
telné é&islem 133.

d) Pro kaZdych r redlnych &isel z,, z,, ..., z, plati (z, +
+ @+ ) Sl 2+ .+ 2.

e) Pro kaZdé piirozené &islo n > 1 a redlné &islo «, pro
néZ tq md smysl, plati

tgatg2a + tg2atgd3a 4+ ... +tg(n—1)atgna =

tg na
= —n.
tg «

f) Pro kaidé prirozené é&islo n > 1 plati
1 3 5 2n — 1 1

—_—.—e—. ... < —————
2 4 6 2n Vgn +1
g) Pro kaidé pi'irozené éislo n > 1 plati

V V_ <2Vn.

h) Pro kaidy konvexn{ n-iuhelnik je maximédlni podet
udhlopfi¢ek, které se uvnitf ného neprotinaji, roven
n — 3. KaZdd takovd soustava n — 3 tdhlopfitek déli
n-uhelnik na » — 2 trojihelnikd.

Vn<l+



14,
156.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

i) Pro kaZdé pfirozené &islo n a pro libovolnd komplexni
&isla a,, a,, ..., a, plati

a, +(a, +1)ay +(@, +1)(a;, + )as + ... +
+(a, + D)@, +1)... (@4 + 1)@, =
=(a, + 1)(a; +1)...(as +1)—1.

Kdy nastanc rovnost v nerovnosti ze cvié. 13d)?

Jsou dédny dva konvexni mnohouhelniky takové, Ze prvni
lezi uvnitf druhého. Dokazte, Ze obvod prvnfho nenf v&tsi
neZ obvod druhého.

Najdéte chybu v této tvaze: Dokaime podle principu
(1)—(2) ndsledujici vétu: Pro kaZdé ptirozené ¢&islo n
plati: Je-li v autobuse n cestujicich, pak je poloprézdny.
Pro n = 1 véta zfejmé plati. Je-li autobus poloprdzdny
Pfi & cestujicich, pak pfistoupenim (k¢ + 1)-tého cestuji-
ciho neprestane byt poloprdzdny.

Uvédomte si, e kaZzdou vétu, kterou jde dokézat pomoci
principu (1)—(2), jde dokdzat té%Z pomoci principu
(6)—(6).

Odvodte pfimo (bez poufiti jiné varianty) ta znéni prin-
cipu matematické indukece, u nichZz to neni provedeno
v textu.

Uvédomte si, Ze principy (I)—(II) a (V)—(VI) jsou ekvi-
valentni. Prineip (V)—(VI) jsme totiz odvodili z principu
(I)—(I1), ale téZ princip (I)—(II) vyplyvd z principu
(V)—(VI).

Uvédomte si, Ze principy (I)—(II) a (1)—(2) jsou ekvi-
valentni. Vyjdeme-li totiZ z principu (1)—(2), pak pomoci
nédho lze dokdzat platnost jisté véty, kterd tvrdi toté:
co princip (I)—(II). Zformulujte a dokaZte tuto vétu.
Uvédomte si, e vSech 10 formulaci principu matematické
indukee, které jsou uvedeny v textu, je navzdjem ekviva-
lentnich,

29



30

22, Bud n pfirozené &islo a M bud mnozina, kterd mé tyto dvé
vlastnosti:

(a) nE€ M.
(8) Pro kazdé ptirozené &slo p takové, %e 1 < p < n,
plati: Jestlizo p € M, potom téZ p — 1 € M.

Dokate, 20 mnoZina M pak obsahuje &isla 1, 2, ..., n.



		webmaster@dml.cz
	2016-06-29T17:48:43+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




