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IV. KAPITOLA

OBLASTI ROVINNEHO GRAFU,
DUALNI GRAF

Vratme se zase k pojmu rovinné representace grafu.

Definice IV.1. Necht G je rovinny graf, #(G) jeho
rovinna representace v nékteré roviné ¢. Necht f je
mnozina bodd v roviné takova, Ze libovolné dva body
mnoziny f lze spojit spojitou kfivkou lezici v ¢ a nema-
jici spoleény bod s representaci #(() a Zidni mnoZina
v roviné ¢, ktera obsahuje f jako vlastni podmnoZinu,
tuto vlastnost nema. Pak f nazyvime oblasti rovinné
representace Z(G) grafu G.

Oblast zna¢ime malym pismenem, agkoliv jde o mno-
zinu bodu. V teorii grafa je vSak zvykem takto znagdit
oblasti, stejné jako uzly a hrany. Co je spojitd kiivka,
je ztejmé z nazoru; pfesnd definice je piilis sloZita,

(4

Obr. IV.1
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Predstavme si, Ze rovinnou representaci #(G) grafu ¢
mame nakreslenu na papiie a Ze rozstiihime tento
papir podél viech oblouku této representace. Jednotlivé
kusy papiru, které ndm po tomto rozstiihani vzniknou,
predstavuji oblasti representace #(@).

Na obrazku IV.1 vidime rovinnou representaci grafu
K, Ma &tyfi oblasti. Jednu tvofi vnitrek trojuhelnika
o vrcholech a, b, d, druhou vnitfek trojihelnfka o vrcho-
lech &, ¢, d, tieti vnitiek trojihelnika o vrcholech a, ¢, d,
étvrtou vnéjsek trojihelnika o vrcholech a, b, c.

Nynf uvedeme dvé dalsf definice.

Deflnice 1V.2. Budiz G rovinny graf, budiz #£(G) jeho
rovinné representace. Necht f je oblast representace
2(@), necht h je hrana grafu G. Rikdme, Ze hrana % je
v representaci #(() incidentni s oblasti f (a oblast f je
incidentn{ s hranou &), jestliZze oblouk odpovidajici hrané
h v representaci #(G) priléha k oblasti f. Je-li u uzel
incidentn{ s hranou %, kterd je v representaci % (@) inci-
dentnf s oblasti f, fikdme, Ze uzel u je incidentni s oblasti
J (a oblast f je incidentni s uzlem u).

Definice 1V.3. BudiZ G rovinny graf, budiz #(@) jeho
rovinna representace. Nechf f je oblast representace
%(G). Podmnozina representace #(G) sloZena z oblouku
odpovidajicich hrandam incidentnim s oblasti f a z uzlo-
vych bodiu odpovidajicich uzlim grafu G incidentnim
8 oblasti f se nazyva hranici oblasti f.

V definici IV.2 mluvime o tom, Ze hrana % piiléha
k oblasti f. Co to znamena, je zfejmé z nizoru. Bylo by
moZné hranici oblasti a incidenci mezi hranami a oblast-
mi definovat formalnéji pomoci pojmu hranice mnoziny,
ktery je dilezitym pojmem v topologii. To by v3ak bylo
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prili§ sloZité, proto od toho upoustime a odvolavame se
na nAzor.

Zduraznime jesté, Ze bod naleZici hranici nékteré
oblasti representace #(G) neni bodem této oblasti.

Véta IV.1. Necht G je rovinny graf, R(G) jeho rovinnd
representace. Nechf h je hrana grafu G. Vnitiek oblouku
representace R(G) odpovidajici hrané h patfi hranicim
dvou réznijch oblasti representace R(G) prdvé tehdy, neni-li
hrana b acyklickd.

Dikaz. Je zfejmé, 7e zminény vnittek oblouku ne-
muZe patfit hranicim t# riznych oblasti representace
Z(@). Necht tedy A neni acyklickd. V grafu G existuje
kruinice K, kterd obsahuje hranu k. Sjednocenim
obloukti representace %(G) odpovidajicich hranam
kruznice K je jednoduchd uzaviena kfivka. (Jedno-
duchd kfivka je takova, kterd neprotind sebe samu.)
Ziejmé kazd4 oblast representace #(() lezi bud celd vné
této kiivky, nebo celd uvnit# kiivky. Tedy oblouk odpo-
vidajici hrané h patfi hranicim dvou raznych oblastf
representace #(G@). Necht nyni hrana % je acyklickd.
Ka#d4 jednoduché uzaviens ktivka, kterd je podmnozi-
nou representace #(G), je ziejmé tvofena oblouky odpo-
vidajicimi hrandm nékteré kruZnice v grafu G. Vnitrek
oblouku odpovidajiciho hrané A tedy nepatii Zadné
jednoduché uzaviené kiivce a zfejmé vubec #4dné
uzaviené kiivce, ktera by byla podmnozinou representa-
ce Z(@), a nileZi tudiZ hranici pouze jedné oblasti (zde
se opét musime odvolat na geometricky nazor, presny
dikaz by byl pfili§ sloZity).

Vysvétleme si ndzorné, co to znamend, Ze néktery.
oblouk odpovidajicf hrand néle#i hranici pouze.jedné
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oblasti. Méjme opét onen papir s nakreslenou represen-
tac{ #(G) a rozstithejme jej tak, jak bylo popsano vyse.
Neni-li » acyklicka, pak piislusny oblouk bude lezet
na okrajich dvou riznych kousku papiru, které nam
rozstithanim vzniknou. Je-li & acyklicka hrana, pak na
misté oblouku, ktery ji odpovidda, budeme mit pouze
zastfih do jednoho kousku papiru (papir se podél tohoto
zastiihu nerozpada). Kdybychom stifihali pouze podél
obloukt odpovidajicich hranam, které nejsou acyklické,
dostali bychom stejny podet kouskl papiru, jako kdyz
jsme stifhali podél vSech oblouki. Zkuste si obkreslit
rovinnou representaci grafu na obriazku IV.2 a rozstii-
hejte ji. Které hrany jsou acyklické?

Obr. IV.2

Mizete namitnout, Ze naleZi-li vnitfek ynéjakého
oblouku hranici pouze jedné oblasti, neméli bychom
viibec F{kat, Ze nalezi této hranici. Z praxe zname hra-
nice mezi dvéma staty nebo hranici mezi néjakym sta-
tem a mofem, ale nikoliv hranici pouze jednoho stitu
a ni¢eho jiného. Z toho, co jsme uvedli, viak plyne, Ze
kazdy bod roviny s vyjimkou bodi representace %(G)
patii pravé do jedné z oblasti této representace, body
representace #(@) nepatii do zidné oblasti. Je tedy
vhodné definovat hranici oblasti tak, aby kazdy bod
roviny patfil bud nékteré oblasti, nebo hranici nékteré
oblasti.

Nyni dokaZeme dalsi vétu.
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Vita IV.2. Necht G je rovinng graf, (@) = 2. Budié
R(G) rovinnd representace grafu G. Pak hranice kaZdé
oblasti representace R(G) je uzavfend kfivka tvofend
oblouky odpovidajicimi hrandm nékteré kruinice grafu Q.

Diikaz. Je-li o(G) = 2, pak G obsahuje alespon jednu
kruZnici a jeho representace %(G) obsahuje alesponi dvé
oblasti. BudiZ f oblast této representace. Hranice oblasti
f musf obsahovat uzavienou kifivku; jinak by f byla
jedinou oblasti representace 2(G). Tato uzaviend kiivka
je tvofena oblouky odpovidajicimi hranim nékteré
kruynice K grafu G. Necht hranice oblasti f obsahuje
oblouk odpovidajiei nékteré hrané nepatiicf do K. Pro-
toZe tato hranice je souvisld kfivka, existuje hrana A
nepatci do K a incidentni s nékterym uzlem % kruZnice
K takova, 7e oblouk ji odpovidajicf patii hranici oblasti
J. BudiZ v koncovy uzel hrany A rizny od «. ProtoZe
o(@) = 2, graf ¢’ vznikly z G odstranénim uzlu % je
souvisly a existuje cesta C v G’ z v do nékterého uzlu w
kruZnice K rizného od u. Tato cesta oviem existujeiv G
a neobsahuje uzel . Pro jednoduchost pfedpokliddejme,

Obr. IV.3
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%e C neobsahuje jiny uzel kruznice K nez w; kdyby
takovéto uzly obsahovala, mohli bychom misto C uva-
Zovat dsek této cesty z v do nejblizsiho takového uzlu.
Budiz C, cesta z % do w vznikld z C pfidinim uzlu u
a hrany we. Existuji dile dvé ruzné cesty C, a C, z u
do w, které jsou podgrafy kruZnice K. Na obrizku
IV.3 je jasné vidét, Ze zvolime-li na kazdé z cest C,, C,
jeden uzel riizny od # a w, pak nemize existovat oblast,
ktera by byla incidentni s obéma témito uzly a s uzlem
u soudasné, coZ je spor s predpokladem, ze vSechny
tyto uzly jsou incidentni s oblasti f.

Definice IV.4. Budiz G rovinny graf, budtez %,(()
a A,(@) dvé rovinné representace grafu G. Representace
Z,(G) a #,(G) se nazyvaji ekvivalentni, jestlize pro kazdé
dvé hrany A, a h, grafu G plati, Ze v representaci %,(G)
existuje oblast incidentni s &, i s A, pravé tehdy, jestlize
takovato oblast existuje v Z,(G).

Obr, IV.4

Na obrazku IV.4 vidime tfi rovinné represcntace
téhoz grafu G. Prvni dvé z nich jsou spolu ekvivalentni,
tieti s nimi ekvivalentnf neni. Vidime, Ze hrany A, a A,
jsou incidentni s touZ oblasti v prvnich dvov represen-
tacich, ve tieti nikoli.
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Véta IV.3. Jestlife K je kruZnice v rovinném grafu G
a existuje-li rovinnd representace R(G) grafu G takovd,
Ze kitvka tvofend oblouky odpovidajicimi hrandm této
kruznice nent hranici oblasti této representace, pak mno-
Zina uzli, této kruénice je fezem grafu G.

Dikaz. Pokud by neexistoval uzlovy bod representace
2(G) uvnitt zminéné kiivky, zfejmé vnitiek této kiivky
by byl oblasti representace #(@). Kdyby neexistoval
uzlovy bod vné této kiivky, byl by jeji vnéjsek oblasti
representace %Z(G). V obou pripadech by tato kfivka
byla hranici oblasti representace #(G). Existuje tedy
alesponi jeden uzlovy bod uvnitf této kfivky, ktery
odpovida nékterému uzlu » grafu G, a alespoi jeden
uzlovy bod vné této kfivky, ktery odpovidd nékterému
uzlu v. Kazda cesta z u do v v grafu @ zfejmé obsahuje
uzel kruznice K, a tedy po odstranéni viech uzli kruznice
K z grafu G vznikne graf, v némz uzly « a » spolu ne-
souvisi a ktery je tedy nesouvisly.

Obricené tvrzeni obecné neplati (viz obr. IV.5), ale

plati pro grafy, jejichZ uzlovy stupen souvislosti je vétsf
nebo roven tfem a pro graf K,.

Obr. IV.6

Véta IV.4. Necht G je rovinng graf, mecht w(G) = 3
nebo G je iplny graf o tyFech uzlech. Necht R(G) je rovinnd
representace grafu G. Budif K kruZnice v grafu G. MnoZing
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uzlt kruinice K je fezem grafu G prdv¥ tehdy, jestlife
kfivka tvofend oblouky odpovidajicimi hrandm kruinice K
v representaci R(Q) je hranict oblasti representace R(G).

Dikaz. Vzhledem k vété IV.3 stadi dokazat, Ze existu-
je-li v grafu G kruznice K takové, Ze mnozina jejich uzli
je fezem grafu G a kifivka tvofend oblouky odpovidaji-
cimi hrandm kruzZnice K v representaci Z(G) je hranici
oblasti této representace, pak w(@) = 2. UvaZujme kom-
ponenty grafu @ vzniklého z @& odstranénim vdech uzli
kruZnice K. Ke kaidé takovéto komponenté A existuje
alespon jedna cesta, ktera je podgrafem kruZnice K a mé
tu vlastnost, Ze kaZdy uzel kruZznice K spojeny hranou
s uzlem komponenty A4 patii této cesté (pfinejmensfm
takovouto cestou miZe byt libovolna cesta vznikld
z K odstranénim jedné hrany). BudiZ nyni ¢(A4) délka
nejkratdf takovéto cesty pro komponentu A. Dile
budiZ A4, takovd komponenta, 7e ¢(4,) je nejmendi ze
véech &isel ¢(4). Predpoklidejme nejprve, Ze g(4,) <
< k—1,kde k je délka kruznice K. BudiZ C, cesta délky
q(4,) takova, ze kazdy uzel kruZnice K spojeny hranou
s uzlem komponenty 4, patii do C, a C, je podgrafem
kruZnice K. NechZ u a v jsou koncové uzly cesty C, (tedy
C, je cesta z u do v). Kazdy z uzld « a v je spojen hranou
8 nékterym uzlem komponenty A4,; jinak by existovala
krat3{ cesta s poZadovanou vlastnosti. Existuje tedy
cesta C, z u do v, jejiZ viechny uzly kromé » a v pati{
do A,. Budi? K’ kruZnice, kterd je sjednocenim cest C,
a C,. Kruinici K’ v representaci #(@) grafu G odpovidd
jednoduchd uzaviena kfivka. Protoie ¢(d4,) < k—1,
existuje alespoil jeden uzel x kruZnice K, ktery neleii
na C,. Je-li q(4,) < 2, pak C, neobsahuje 7idny uzel
kromé » a v, a tedy nejvyse dva uzly kruZnice K jsou spo-
jeny s uzly komponenty 4, (pfipoustime i piipad u = v),
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coz znamena, %e v grafu vzniklém odstranénim uzld
% a v z grafu G neexistuje cesta z x do Zidného uzlu
z 4, a tedy o(() = 2. Je-li ¢g(4,) = 3, existuje alespon
jeden uzel y cesty C, rizny od u a v. Necht 4, je kompo-
nenta grafu G’ ruzna od A, takové, Ze néktery jeji uzel
je spojen hranou s z, a necht A, je komponenta grafu G’
rtzna od 4, takova, Ze néktery jeji uzel je spojen hranou
8 y. Uzlové body representace #(G) odpovidajici uzlim
z A, lezf bud vSechny uvnitf kiivky odpovidajief kruz-
nici K’, nebo vSechny vné této krivky; jinak by 4,
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musela mit spoledny uzel s K nebo s 4,. Podobné tvrzeni
plati i pro 4,. Lezi-li nyni uzly komponenty A, uvnitf
kiivky, lezi uzly komponenty A, vné kiivky a obracené.
Je to vidét na obrazku IV.6. Z toho plyne, Ze neexistuje
cesta z x do y, kterd by neobsahovala % ani ». V grafu
G’ vzniklém z G odstranénim uzlt » a v uzly = a y spolu
nesouvisi, tedy mnoZina {u, v} je fezem grafu @ a
o(G@) £ 2. Necht nyni ¢(4,) = k — 1. Znameni to, Ze
viechny uzly kruZnice K jsou spojeny hranami s uzly
komponenty A, ProtoZze ¢(4,) je nejmensi ze vSech
q(A4), musi byt g(4) = k — 1 pro kaZdou komponentu
A grafu G’ a tedy ka?dy uzel kruZnice K je spojen
hranami s uzly vSech téchto komponent. Budte? u,, u.,
ug uzly kruznice K takové, Ze u, je spojen hranami s uzly
%, a u;. Budi A’ komponenta grafu G' rizna od A,.
Existuji cesty O, 0, z 4, do u, takové, Ze vSechny uzly
cesty C; kromsd u, a u, le¥{ v 4, a vSechny uzly cesty C,
kromé u, a u, leZf v A’. Budiz K, kruZnice vznikla z C,
pfidanfm uzlu %, a hran «,u, a wu,u,, budiz K, kruZnice
vznikla z C, tym?Z zphsobem. Potom bud viechny uzlové
body representace #(@) odpovidajici uzlim z C, leif
vné kiivky odpovidajici kruZnici K, nebo obricensé
viechny uzlové body representace #(@) odpovidajici
uzlim z C, lezf vné kiivky odpovidajici kruznici K,.
V prvnim pFipadé viSechny uzlové body representace
(@) odpovidajici uzlim komponenty A4, lezi vné kiivky
odpovidajici kruZnici K, a tedy #4dny z nich nemuze byt
gpojen 8 %,, coZ je spor. V druhém p#ipad® bychom dosli
ke sporu analogickou tvahou. Piipad ¢(4,) = k—1
tedy nemiiZe nastat, musi platit ¢(4,) <k —1 a pro
tento piipad jsme vétu dokézali vyse.

V predpokladu véty se mluvi o tom, %e w(G) = 3 nebo
G je tplny graf o &tyfech uzlech. Formulovali jsme to
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takto, protoZe pro uplny graf jsme uzlovy stupei sou-
vislosti nedefinovali. Jak vS8ak bylo poznamenino
v kapitole II, nékdy se definuje uzlovy stuper souvislosti
iplného grafu o n uzlech jako n — 1; v tom piipadé by
oviem bylo w(K,) = 3 a stadilo by uvést predpoklad
(@) = 3. Uplné grafy o vice ne% &tyfech uzlech neuva-
Zujeme, protoze jiz vime, %e nejsou rovinné,
Z véty IV.4 nyni odvodime jednu dileZitou vétu.

Véta IV.6. Necht G je rovinnyg graf a necht w(G) = 3
nebo G je uplny graf o ctyFech uzlech. Pak vdechny rovinné
representace grafu G jsou spolu ekvivalentni.

Dikaz. Necht #,(G) a #,(@) jsou dvé rovinné repre-
sentace grafu G. Necht k, a h, jsou dvé hrany grafu G.
Predpoklddejme, Ze v representaci #,(G) existuje oblast
f1 incidentnf s obéma hranami %, a k,. Hranice oblasti
fi v #,(G) je jednoduchi uzaviend kfivka, kterd je
tvofena oblouky odpovidajicimi hrandm nékteré kruz-
nice K grafu G (graf G ziejmé neobsahuje acyklické
hrany). Podle véty IV.3 mnoZina uzli kruZnice K neni
Fezem grafu G, tedy i v %&,(G) musi existovat oblast f,
takova, Ze jeji hranice je uzaviena kfivka tvorena oblou-
ky odpovidajicimi hrandm kruznice K. Potom ovéem A,
a h, jsou incidentn{ s f, v representaci %,(G). Protoze k,
a hy byly libovolné zvoleny, jsou representace #,(G)
a #,(G@) ekvivalentni. A ponévadi i #,(G) a Z,(G) byly
dvé libovolnd zvolené rovinné representace grafu @,
dokazali jsme, Ze vSechny rovinné representace grafu G
jsou spolu ekvivalentni.

Je-li @ rovinny graf takovy, Ze w(G) = 3 nebo G je
iplny graf o &tyfech uzlech, budeme uvazovat uréditou
mnozinu F(Q) pfifazenou grafu @. Prvky této mnozZiny
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jsou vzdjemnsé jednoznaéné prifazeny kruZnicim grafu
G, jejichz mnoziny uzll nejsou fezy grafu @, a nazyvaji
se oblasti grafu G. Je-li oblast fe F(G) ptifazena takto
kruznici K, pak o uzlu u fekneme, Ze je incidentni
s oblasti f (a oblast f je incidentni s uzlem u) pravé
tehdy, naleZi-li 4 do K. Podobné definujeme i incidenci
mezi hranou 4 a oblasti f. Pak v kaZzdé rovinné represen-
taci Z(G) grafu @ ka%dé oblasti fe F(G) vzajemné jedno-
zna¢né odpovida oblast representace %#(G) tak, Ze tato
incidence je zachovéna.

Vidime tedy, Ze véta IV.4 nam umozZiiuje podstatné
zjednodusit vyjadfovani. Spliuje-li graf predpoklady
této véty, nemusime jiz mluvit o oblastech rovinné
representace tohoto grafu, ale pouze o oblastech
grafu G.

DokdZeme jesté dalsi vétu o téchto grafech.

Yéta IV.6. Necht G je rovinny graf takovy, Ze o(G) = 3
nebo G je dplny graf o Ctyfech uzlech. Necht f, f, jsou
oblasti grafu G. Pak existuje nejvyde jedna hrana grafu G,
kterd je incidentni souéasné s f, i s f,.

Dikaz. Budiz #(@) rovinna representace grafu G.
Predpokladejme, %e existuji oblasti f;, f, a hrany &, h,
grafu @ tak, Ze f, # fo, by # hy & kaida z hran &, b, je
incidentni s f; i s f,. V representaci #Z(G) oblastem f, a f,
odpovidaji oblasti této representace, které budeme zna-
it také f; a f,. Necht @’ je graf vznikly z G odstranénim
hrany #&,. Odstranime-li z £(G) oblouk odpovidajici
hrané A, (s vyjimkou uzlovych bodi, které spojuje),
dostaneme rovinnou representaci #(G') grafu G'.
V #(@) hrana h, je incidentni pouze s jednou oblasti;
tato oblast se skldd4 ze viech bodii oblasti f,, ze viech
bodit oblasti f, a ze vSech vnitfnich bodii oblouku odpo-
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vidajiciho hrané h, (tento oblouk uZz v 2(G') neni).
Z toho plyne podle véty IV.1, Ze A, je acyklickd hrana
grafu @’. Odstranénim hrany %, z G’ tedy vznikne nesou-
visly graf G”’. Graf "’ vznikne z G odstranénim hran A,
a h,. Existuje tedy ez grafu @ sloZeny z uzlu %, incident-
nfho s »; a uzlu %, incidentniho s %,; pii odstranovan{
uzli %, a u, se odstrani rovnéz hrany A, a h,. Je tedy
(@) £ 2, coi je spor.

Viimnéme si nyni bliZe incidence hran a oblast.
rovinného grafu G, pro néjz (@) = 3 nebo ktery je
dplnym grafem o étyrech uzlech. Kazdé hrana je inci-
dentni pravé s dvéma oblastmi podle véty IV.1 a ke
kaZ7dym dvéma oblastem existuje nejvyse jedna hrana
incidentni s obéma soudasné podle véty IV.5. Vidime, Ze
incidence mezi hranami a oblastmi v grafu G ma tytéz
vlastnosti jako incidence mezi hranami a uzly. Miizeme
tedy vyslovit dalsi definici.

Definice IV.5. Necht G je rovinny graf takovy, Ze
(@) = 3 nebo G je Gplny graf o étyfech uzlech. Necht
F(@) je mnozina oblasti grafu ¢. Sestrojime graf G* tak,
7e kazdé oblasti z F(G) prifadime uzel grafu G* a dva
uzly grafu G* spojime hranou pravé tehdy, existuje-li
v G hrana, ktera je incidentni s obéma oblastmi odpovi-
dajicimi témto uzlim. Pak graf G* nazyvame dudlnim
grafem ke grafu G.

Dokéazeme vétu o dualnich grafech.
Véta IV.7. Necht G je rovinng graf takovy, Ze w(G) = 3

nebo @ je dplny graf o étyrech uzlech. Budiz G* dudlni graf
ke grafu G. Pak graf G* je rovinng.
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Dikaz. Nebudeme vétu dokazovat podle véty Kura-
towského, ale opfeme se o nazor. Méjme rovinnou repre-
sentaci (@) grafu G. V kazdé oblasti representace #()
zvolime jeden bod; tento bod bude uzlovym bodem
rovinné representace #(G*) grafu G* odpovidajicim
uzlu grafu G*, ktery je prislusnou oblasti grafu G.
Jsou-li f; a f, dvé oblasti grafu G takové, Ze existuje
hrana % incidentni s f; i s f,, pak spojime bod zvoleny
v oblasti f; s bodem zvolenym v oblasti f, obloukem
jednoduché spojité kiivky tak, aby tento oblouk proti-
nal oblouk representace #(GF) odpovidajici hrané &
v nékterém jeho vnitinim bodé a nemél spoleény bod se
Zzadnym jinym obloukem representace %#(G). Udinime-li
to pro kaZdou dvojici f,, f, oblasti s uvedenou vlastnost,
dostaneme rovinnou representaci grafu G*.

Je to vidét na obrazku IV.7. Hrany grafu G jsou
nakresleny plnymi éarami, hrany grafu G* darkované.

Obr. IV.7
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Vidime rovné%, %e dualni graf ke grafu G* je opét G.
Presné vzato, abychom toto mohli tvrdit, museli by-
chom védét, zda dualni graf ke grafu G* je vubec defi-
novan, to jest zda G* splhuje predpoklady definice IV.5.
Reknéme si bez diikazu, %e tomu tak skute&né je.

\ i
h N SR

Obr. IV.8

Na obrizku IV.8 vidime dualni graf ke grafu K,. Je to
opét uplny graf o étyfech uzlech. Proto graf K, nazy-
vame autodudlni. Predpona ,,auto-*“ znaéf ,,samo-*.

Duélni grafy by bylo moZno definovat i pro grafy
o uzlovém stupni souvislosti mensim neZ 3. Protoze
vSak takovéto grafy mohou mit neekvivalentni repre-
sentace, museli bychom vidy mluvit o dudlnim grafu
vzhledem k dané rovinné representaci. Daile by se
v dudlnim grafu mohly vyskytovat i dvojice uzla spo-
jené vice nez jednou hranou (pokud by existovala vice
ne# jedna hrana incidentni s tymiz dvéma oblastmi
v representaci puvodniho grafu) a smyt¢ky (pokud by
pavodni graf obsahoval acyklické hrany). Pro zajima-
vost ukdZeme takovyto graf na obrazku IV.9. V kazdém
ptipadé plati, Ze podet hran dudlnfho grafu je roven podtu
hran pavodniho grafu.
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Nyni ukdZeme, ze podet oblasti rovinné representace
grafu je jednoznadné uréen podtem uzld a hran tohoto
grafu. Plyne z toho samozfejmé, %e vSechny rovinné
representace téhoZ grafu maji tentyz podet oblasti.

Ob:. 1IV.9

Vita IV.8. (Euleruv vzorec). BudiZ G souvisly rovinng
graf o n uzlech a m hrandch. Budiz (Q) rovinnd represen-
tace grafu G a necht Z(G) md p oblasti. Pak plati

n—m-+p—2

Dikaz. Jsou-li vSechny hrany grafu G acyklické, pak
graf G je stromem. Tedy m = n — 1 podle véty IL.7.
Déle kazda hrana grafu G patif hranici pouze jediné
oblasti representace £(G) (podle véty IV.1) a tedy
‘p = 1; kdyby existovaly dvé rizné oblasti, musela by
existovat hrana incidentni se dvéma oblastmi v repre-
sentaci 2(G). Mame

n—m+p=n—n—1)4+1=2
Necht nynf G obsahuje hranu %, ktera nenf acyklicka.
Budiz G’ graf ziskany z grafu G odstranénim hrany h.
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Vezméme rovinnou representaci #(@) grafu G a od-
strainme z ni oblouk odpovidajici hrané £ (s vyjimkou
uzlovych bodi, které spojuje). Dostaneme tak rovinnou
representaci Z(G') grafu G'. Hrana h je v #(@) incidentn{
se dvéma riznymi oblastmi f, a f, (protoZe nenf acyklic-
ka). V representaci #Z(G') mame oblast f, ktera se sklada
ze viech bodu oblasti f;, vSech boda oblasti f, a viech
vnitfnich boda oblouku odpovidajictho hrané 2 v %#(G).
Vsechny oblasti representace %£(@) rizné od f, a f, jsou
ziejmé oblastmi i v #(G'). Je-li nyni n’ podet uzla a m’
pocdet hran grafu G’ a je-li p" podet oblasti representace
AG), pakn’ =n,m' =m —1, p' = p— 1. Mame
n—m' +p =n—m—1)+(p—1) =
=n—m + p.

Odstranénim hrany, ktera neni acyklickd, se tedy
hodnota vyrazu n —m + p neméni. Jak jsme vsak
vidéli v dikaze véty I1.8, postupnym opakovinim této
operace dostaneme kostru grafu ¢, ktera je stromem,

a tedy pro ni tato hodnota je rovna 2. Musf byt tedy
rovna 2 i pro pivodni graf G.

Vzorec se nazyva Euleriv podle slavného matematika
Leonharda Eulera, o kterém jste jisté uZ slySeli.

Nakonec se jesté zminfme o moZnostech representaci
grafu na jiné ploSe, nez je rovina. Representace grafu
na libovolné plose se definuje analogicky jako rovinna
representace.

Yéta IV.9. Nechf G je graf. Representace grafu G na
kulové plode existuje prdvé tehdy, je-li graf G rovinny.

Dikaz. Nechz graf G je rovinny. Pak existuje jeho
rovinna representace #£(@) v néjaké roviné =. UvaZujme
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kulovou plochu » kterd se dotyka roviny n v nékterém
bodé 7. Budiz S bod plochy x protilehly bodu 7. Body
roviny # budeme promitat na plochu » stfedovym pro-
mitanim o stfedu S. Znamena to, Ze je-li A bod roviny
7, pak jeho primétem bude bod 4’, ktery je pruseéfkem
piimky AS s plochou x riznym od S. Takto kaZzdému
bodu roviny =z je prifazen pravé jeden bod plochy #, pfi-
¢emZ riznym bodim roviny jsou pfifazeny riizné body
kulové plochy. Primétem rovinné representace #(G)
bude representace grafu @ na kulové plose ». Obracené,
existuje-li representace grafu ¢ na kulové plose x, mu-
Zeme ji opét promitnout na tednou rovinu n této plochy;
pouze bod dotyku T musi byt zvolen tak, aby bod 8
k nému protilehly nebyl bodem této representace; to
vSak lze snadno provést. Praimétem této representace
je rovinna representace grafu G.

Promitani, kterého jsme uZili, je takzvana azimutalni
projekece. Pouziva se ji v kartografii. Mame-li néjakou
mapu nakreslenou na globu, pomoci této projekee ji
promitneme do roviny a dostaneme tak mapu v roviné.
Stfedem promitani byva obvykle bud néktery zemépisny
pol, nebo néktery bod na rovniku. Nazorné si tuto pro-
jekei muZeme piedstavit tak, Ze kulovd plocha x je
ze skla, rovina s je projekéni plitno, na ném% kulova
plocha leZi, a v nejvyssim bodé kulové plochy mame
bodovy svételny zdroj. Takto se nam kresba na kulové
ploSe promitne na rovinu.

Zavérem uvedeme bez dikazu vétu, kterou nezivisle
na sobé dokazali I. Fary, S. K. Stein a K. Wagner.

Véta IV.10. Necht G je rovinny graf. Pak existuje
rovinnd representace grafu Q, v niz véem hrandm grafu G
odpovidaji isebky.
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Studuji se oviem representace grafii i na jinych plo-
chach. Tak napifklad na anuloidu (plocha pfipominajici
pneumatiku, viz obr. IV.10) existuje representace kaz-
dého rovinného grafu, existuji v8ak i nerovinné grafy,
které maji takovouto representaci (napfiklad K,).

Obr. IV.10
Cvi€eni
1. Na obrdzku IV.11 je rovinnd representace uréitého

grafu. Najdéte rovinnou representaci téhoz grafu, kterd s ni
neni ekvivalentni.

Obr. IV.11

2. Nakreslote rovinnou representaci souvislého rovinného
grafu, ktery obsahuje pouze jednu kruinici (sém v3ak neni
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kruznici). Kolik oblasti mé jeho rovinné representace? Kolik
mé tento graf hran, mé-li n uzli?

8. Nakreslete rovinnou representaci grafu ziskaného z K,
odstrandnim jedné hrany a sestrojte pkfsludny dudlni graf.

4, Kolik oblasti mé rovinnéd representace rovinného pravi-
delného grafu stupnd 4 o n uzlech?

6. Necht graf G sestdvéd z kruZnice K, uzlu » nepat¥iciho
této kruZnici a vSech hran spojujicich uzel # se v¥emi uzly
kruznice K (takovému grafu se ¥iké kolo). Jaky je dudlni
graf k takovémuto grafu?

6. Nakreslete rovinnou representaci grafu vzniklého z grafu
K,, odstrandnim jedné hrany.

7. Rovinny graf md 30 hran a jeho podet uzli je roven
poétu oblasti. Kolik méd uzli?
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