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V. KAPITOLA

TRIANGULACE ROVINY

V predeslé kapitole jsme zavedli pojem incidence mezi
hranami grafu a oblastmi jeho rovinné representace.
MiuzZeme tedy také definovat stupeti oblasti, podobné
jako jsme definovali stupen uzlu.

Definice V.1. Necht ¢ je rovinny graf, necht #(G) je
jeho rovinna representace. Necht f je oblast representace
&(R). Stupném oblasti f nazyvime podet hran grafu G
incidentnich s oblasti f v representaci %(&).

Nynf se budeme zabyvat uréitym specidlnim typem
rovinnych representacf a grafy, které maji tyto represen-
tace.

Definice V.2. Necht G je souvisly rovinny graf bez
acyklickych hran, necht %2(() je jeho rovinna represen-
tace. Je-li stupen kazdé oblasti representace %£(G) roven
ttem, nazyvame representaci %#(G) triangulaci roviny
a graf G nazyvédme grafem triangulace roviny.

Misto ,.triangulace roviny* budeme v dal$im fikat
struéné ,triangulace’, protoze triangulacemi jinych
ploch se zabyvat nebudeme. Rovnéz budeme fikat, Ze
hranicf uréité oblasti je kruznice, misto abychom ffkali,
Ze jeji hranici je uzaviena ktivka tvorena oblouky rovin-
né representace od~~vidsiirfmi hrandm kruZnice.
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Priklad triangulace je na obrazku V.1.
Dokazeme nékteré véty o triangulacich.

Véta V.1. Budi G graf triangulace. BudiZ u libovolny
uzel grafu G. Pak existuje kruznice K(u) v grafu G, jejif
mnoZinow uzle je mnofina vdech wzliv grafu G spojenijch
hranami s uzlemu.

Obr. V.1

Dikaz. Budiz v, uzel spojeny hranou s uzlem . Hrana
uv, je incidentni pravé s dvéma oblastmi representace
2(G); budiz f, jedna z téchto oblasti. Oblast f; ma stupern
3, tedy jeji hranici je kruZnice délky 3 obsahujici hranu
uv,. Budiz v, uzel této kruzZnice rizny od u a ¢,; zfejmé
existuji hrany uv, a v,9,. Hrana uw, je incidentni rovnéz
se dvéma oblastmi; jedna z nich je f;, druhou oznaéime
fa. Oblast f, ma rovnéz stupen 3; budiz tedy v; uzel
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hranice oblasti f, rizny od « a v, Je v; # »,, protoze
jinak by oblasti f;, f; byly obé incidentni s uzly «, v,, v,,
a ponévadZ obé maji stuperl 3, musely by byt totoZné,
a tedy hrana wv, by byla incidentni pouze s jednou
oblastf a byla by acyklicka, coz by byl spor. Nechf f,
je oblast incidentni s hranou uv, a rdzna od f,. Uzel hra-
nice oblasti f; rizny od « a v; miZe byt v,; v tom piipadé
existuje kruznice sestdvajici z uzli v,, v,, v, a hran v,v,,
9,05, ¥0;. V opadném piipadé tento uzel oznadéime o,
a pokradujeme dile stejnym zptisobem. Po konedném
poétu kroku ziskdme uzly v,,..., v, a oblasti f,,..., f;
tak, %e hranice oblasti f; pros = 1,...,7 — 1 je kruZnice
délky 3 obsahujici uzly u, v;, v;,, a hranice oblasti f, je
kruinice délky 3 obsahujici uzly u, v,, v;. Necht K(u) je
kruZnice sestavajicf z uzlt v,,. . ., v, a hran v,9,, v,v,,. ..

r_1r, ¥y¥y; tyto hrany existujf, jak jsme ukézali. Vsechny
uzly kruZnice K(u) jsou spojeny hranami s uzlem wu.
Dale uzel « neni incidentn{ se Zidnou oblasti riznou od
fis- -5 Jr, tedy ani se Zadnou hranou riznou od wuv,,. . .,
uY, (takovato hrana by musela byt acyklickd), tedy
mnozina uzli spojenych hranami s uzlem u je {v,,...,

Vp}.

Véta V.2, Necht G je graf triangulace o n uzlech. Je-li
n = 4, pak G je dplny graf o Etyrech uzlech. Je-li n = 5,
pak (@) = 3.

Dikaz. Budiz n = 4. Nechf u je uzel grafu GQ. Podle
véty V.1 existuje kruznice K(u) v grafu G, jejiz mnoti-
nou uzli je mnoZina vSech uzld spojenych hranami
8 uzlem %. Délka kruznice K(%) je 3; mensf délku kruz-
nice mfit nemuZe, pti vétsf délce by bylo n > 4. Jsou-li
v, ¥y, ¥ zly této kruinice, pak existuji hrany wv,,uv,,
Uy, VU, Vo, Va0, & tedy u, v;, v,, v, jsou uzly tplného
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grafu o &tyfech uzlech. Protoze G ma pouze étyii uzly,
tento dplny graf je cely graf G. Budiz nynf n = 5. Graf
@ neni 1\plny, protoze jinak by nebyl rovinny. Existujf
v ném tedy fezy. Budiz R fez grafu ¢ o minimélnim
podtu wuzli; tento podet uzli je w(F). Budiz e R.
Budiz & graf vznikly z G odstranénim vsech uzli fezu
R. Uzel u je v @ spojen hranami s uzly alespon dvou
komponent grafu G’; jinak by R — {«} byl fezem grafu
G a fez R by nemél minimalni podet uzli. Uzel u je tedy
spojen s nékterym uzlem w, komponenty 4, a s nékte-
rym uzlem w, komponenty A, grafu @', kde 4, # 4,.
Budiz K(u) kruZnice z véty V.1. Uzly w, a w, jsou uzly
kruznice K(u). KruZnice K(u) je sjednocenim dvou
cest C; a C,, které obd spojuji uzly w, a w, a nemaji
kromé w, a w, spoleény uzel. Na ka#dé z cest C, a C, musi
lezet néktery uzel fezu R; nechf z, je uzel fezu R obsa-
Zeny v C, a z, uzel Fezu R obsa¥eny v C,. Uzly u, z,, %,
jsou tfi navzdjem ruzné uzly fezu R, a tedy w(() = 3.

Z této véty a z véty IV. 4 plyne, Ze je-ligrafGon = 4
uzlech grafem triangulace, pak vSechny jeho rovinné
representace jsou triangulacemi.

V &em spoéiva hlavni vyznam triangulaci, poznime
z dalsf véty.

Véta V.3. KaZdy rovinng graf o n = 4 wuzlech je
podgrafem nékterého grafu triangulace s toutéZ mnofinou
uzld.

Dikaz. Necht ¢ je souvisly rovinny graf o n = 4 uz-
lech, necht #(@) je jeho rovinné representace. (Kdyby
graf G' byl nesouvisly, byl by samoziejmé podgrafem
nékterého souvislého rovinného grafu.) Je-li G grafem
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triangulace, pak pro néj véta plati. Neni-li grafem trian-
gulace, pak existuje oblast f representace Z(@), jejiZ
hranici neni kruznice délky 3. Existuji tedy uzly u, v
incidentni s f, které nejsou spojeny hranou patiici hra-
nici oblasti f. Nejsou-li viibec spojeny hranou, pak je
spojime a dostaneme tak graf G’. Rovinnou representaci
Z(G') grafu G’ dostaneme tak, Ze uzlové body represen-
tace #(G) odpovidajicif uzlim % a v spojime obloukem
jednoduché rovinné krivky, jehoZ vnitini body nalezf

y

Obr. V.2

oblasti f. Tedy G’ je rovnéz rovinny graf, ma tutéz
mnozinu uzli jako G a graf G je jeho podgrafem. Pied-
pokladejme nyni, Ze uzly » a v jsou spojeny hranou
(ktera oviem nepatii hranici oblasti f). Existuje cesta C
z % do v patiici hranici oblasti f (uzly a hrany incidentn{
s f tvoii ziejmé souvisly podgraf grafu ); tato cesta md
délku vétsi nez jedna, protoZe « a v nejsou spojeny hra-
nou patiici hranici oblasti f. Existuje tedy uzel x cesty
C riizny od u a v a zfejmé existuje i uzel y hranice oblasti
J, ktery nepatii do C. Kdyby byly uzly x a y spojeny
hranou, pak by oblouk representace #(G!) odpovidajici
této hrané musel protinat oblouk odpovidajicf hrané uv
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nebo prochazet vnitikem oblasti f, coi ovem neni
mozné. Je to znidzornéno na obrizku V.2; je tieba po-
znamenat, Ze to plati i v piipadé, kdy hranice oblasti f
neni kruznici. Misto uzlt « a v tedy spojime hranou uzly
z a y. Dostaneme tak graf G, pro néjz plati to, co bylo
uvedeno vyse. Je-li graf G, grafem triangulace, véta plati.
Neni-li, opakujeme tento postup tak dlouho, aZ dosta-
neme graf s takovou rovinnou representaci, Ze kazdé dva
uzly incidentni s touZ oblasti jsou spojeny hranou. Pak
hranice kaZdé oblasti je kruznice délky 3 a ziskany graf
je grafem triangulace o stejné mnoziné uzla jako graf
G a takovy, Ze G je jeho podgrafem.

Nyn{ uréime, kolik hran a kolik oblastf{ ma graf trian-
gulace o daném podtu uzla. (Vzhledem k vété V.2
muzeme mluvit o oblastech grafu.)

Véta V.4, Necht G je graf triangulace o n = 4 uzlech.
Pak pocet hran grafu G je 3n — 6 a polet oblastt grafu G
je 2n — 4.

Dikaz. Podet uzli grafu G oznadme m, podet jeho
oblasti oznaéme p. Kazda oblast grafu @ je incidentni
s tfemi hranami, kaZzd4 hrana se dvéma oblastmi. Troj-
nasobek podtu oblasti je tedy roven dvojnasobku podtu
hran, to jest

3p = 2m
a z toho

P o= m.

PouzZijeme nyni Eulerova vzorce (véta IV.7). Mame

1
n—m—}-p:n—?m:&
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z &¢choZ plyne

m = 3n—0, p=—gm =2n — 4.

Viechny grafy triangulaci, které maji stejny podet
uzli, maji tedy i stejny poéet hran a stejny pocet
oblasti.

Véta V.5. Budif G graf triangulace. Pak neexistuje
rovinny graf s toutéZ mnoZinou uzld jako G takovij, aby G
byl jeho vlastnim podgrafem.

Pozndmka. Graf G je vlastnim podgrafem grafu G,
je-li @ podgrafem grafu G’ a pfitom nesplyva s grafem G,

Dikaz. Predpokliadejme, Ze existuje rovinny graf G,
ktery ma stejnou mnozinu uzli jako G a je takovy, Ze
G je jeho vlastnim podgrafem. Podle véty V.3 existuje
graf triangulace G’ s toutéZ mnoZinou uzli jako G’
(a tedy i jako ), jehoZ podgrafem (ne nutné vlastnim)
je grat G'. Je-li n podet uzli grafu G"' (a tedy i grafi G
a G’), pak " ma 3n — 6 hran (podle véty V.4) a pocdet
hran grafu G’ je mensi nebo roven 3n — 6. Ponévadz
viak @ je vlastnim podgrafem grafu G', musi byt jeho
podet hran mensi nez 3n — 6, coz je spor s predpokla-
dem, Ze @ je graf triangulace.

Grafim triangulaci se také nékdy iikd maximalni
rovinné grafy. Z vét V.3 a V.5 je zfejmé, proé se jim tak
rika.

Z véty V.4 plynou jesté dalsi dasledky.

Véta V.6. Polet hran rovinného grafu o n wuzlech je
mendi nebo roven 3n — 6.

77



Diikaz. Pro n = 4 to plyne pfimo z vét V.3 a V.4, pro
n == 3 jc to ziejmé.

Véta V.7. Necht G je rovinnyg graf. Pak existuje ale-
spofi jeden uzel u grafu G, pro néjZ o(u) < 5.

Dikaz. U grafi 8 méné nez tiemi uzly je to zfejmé.
Piedpokladejme tedy, Ze graf ma n = 3 uzla. Jak jsme
ukézali v kapitole II, soudet viech stupni uzli grafu ¢
je roven dvojnisobku jeho podtu hran. Kdyby véta
neplatila, bylo by p(u) = 6 pro kaZdy uzel «, zminény
soudet by byl vétsi nebo roven 6n a podet hran grafu G
by byl vétsi nebo roven 3z a tedy vétsi nez 3n — 6, co%
by odporovalo vété V.6.

Véta V.8. Necht G je rovinng graf, kier)) neni diplnijm.
grafem. Pak o(@G) < 5.

Tvrzeni plyne piimo z vét I1.6 a V.7.

Cviéeni

1. Vysvétlete, jak pojem triangulace v teorii grafi souvisi
s pojmem triangulace v geodézii.

2. Nakreslete libovolnou triangulaci o 10 uzlech.

8. Nakreslete triangulaci o 6 uzlech, které obsehuje jako
podgraf graf vznikly z K, , odstranénim jedné hrany.

4. Cim se vyznatuje dudlni graf k libovolnému grafu trian-
gulace?

5. Nechf @ je nerovinny graf, necht G’ je graf vznikly z G
odstranénim jedné hrany. Je pravda, Ze je-li G’ rovinny, je
grafem triangulace? ’
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