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VII. KAPITOLA

VNEJSKOVE ROVINNE GRAFY

V této kapitole budeme mluvit o jisté specidlni tiidé
rovinnych grafii, a to o tzv. vnéjskové rovinnych gra-

fech.

Definice VII.1. Necht G je rovinny graf. Existuje-li
rovinna representace Z(G) grafu ¢, v niZ néktera oblast
je incidentni se viemi uzly grafu, graf G se nazyva
vnéjSkové rovinng.

Termin ,,vnéjSkové rovinny graf* nezni piili§ pékné,
ale zatim nebyl nalezen termin vhodnéjsi. Vyjadiuje
skuteénost, Ze rovinnou representaci takového grafu lze
nakreslit tak, aby viechny uzlové body byly na hranici
]e]i vnéjsi oblasti {oblasti, jejiZz obsah je nekoneény).

Uvedeme si nékteré vlastnosti téchto grafi. Nejprve
viak budeme definovat dalsi pojem.

Definice VII.2. KruZnice v grafu ¢ sc nazyva IHamal-
tonova krunice, jestlize obsahuje viechny uzly grafu G.

Nyni uvedeme vétu.

Véta VIL1. Necht G je wvnéjdkové rovinng graf,
o(@) = 2. Pak graf G obsahuje Hamiltmovu krusnici.

Tvrzenf plyne pfimo z definice VII.1 a z véty IV.2,
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Na obrizku VII.1 vidime rovinné representace néko-
lika vnéjskové rovinnych grafii, jejichz uzlovy stupen
souvislosti je vétsi nebo roven dvéma. Je nynf{ zfejmé, Ze
kazda takovdto representace muZe byt nakreslena jako
mnohothelnfk s nékterymi Ghlopritkami. Pfiklad rovin-
né representace grafu o uzlovém stupni souvislosti
rovném jedné je na obrizku VII.2.

b

Obr. VIT.1

Obr. VII.2

Vita VIL2. Budif G rovinny graf. Budif G graf
vznikly z G pFiddnim nového uzlu x a spojenim tohoto uzlu
hranami se vdemi uzly grafu G. Graf G je vnéjskové rovinnyg

privé tehdy, je-li graf @ rovinnyj.
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Dikaz. Necht G je vnéjskové rovinny, necht #(Q) je
jeho rovinna representace, v niZ existuje oblast f inci-
dentnf se viemi uzly grafu @. Za uzlovy bod odpovidajici
uzlu z zvolime néktery vniténi bod oblasti f. Tento bod
lze spojit oblouky se viemi uzlovymi body representace
Z(R) tak, Ze vnitini body téchto obloukt leZ{ v oblasti f.
Dostaneme tak rovinnou representaci grafu & a graf G
je tedy rovinny. Nyni predpoklidejme, ze @ je rovinny
graf. Budiz #(@) jeho rovinn representace. Rovinnou

representaci #Z(G) grafu G dostaneme z .9?(5) odstrané-
nim uzlového bodu odpovidajictho uzlu 2 a vsech
obloukii odpovidajicich hrandm incidentnim s x. Takto
vznikne oblast, jejiz body jsou vsechny body oblasti
incidentnich s x, bod odpovidajicf uzlu x a vnitinf body
vSech oblouki odpovidajicich hranim incidentnim s z.
Tato oblast je oblasti representace #(() incidentni se
viemi uzly grafu G. Tedy graf G je vnéjskové rovinny.

Tato véta nam umoZni dokdzat analogii véty Kura-
towského pro vnéjskové rovinné grafy.

Véta VIL3. Graf G je vnéjdkové rovinny prdavé tehdy,
neobsahuje-li jako podgraf graf K, nebo K,5 nebo graf
ziskany z nékterého z téchto grafit postupnym pilenim
hran.

Dikaz. Sestrojme ke grafu @ graf @ z véty VIL.2.
Obsahuje-li G jako podgraf graf K, nebo graf ziskany
z ného postupnym pulenim hran, pak G obsahuje jako
podgraf graf K; nebo graf z ného ziskany postupnym
pilenim hran. Tento graf se skladd ze zminéného pod-
grafu grafu G, z uzlu x a z hran spojujicich uzel z s uzly
tohoto podgrafu, které maji stupenn 3. Pak graf @ neni
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rovinny a podle véty VIIL.2 graf G neni vnéjskovs rovin-
ny. Podobné obsahuje-li G jako podgraf graf K,, nebo
graf ziskany z ného postupnym putlenim hran, obsahuje

G jako podgraf graf K, ; nebo graf z ného ziskany postup-
nym pulenim hran a také nenf rovinny, tedy G nenf
vnéjskové rovinny. Nyni predpoklidejme, Ze G ne-
obsahuje jako podgraf graf K, ani K,, ani graf vznikly
z nékterého z téchto grafi postupnym pilenim hran.
Pokud by @ nebyl vnéjskové rovinny, graf ¢ by nebyl
rovinny a obsahoval by jako podgraf graf K; nebo K,,
nebo graf vznikly z nékterého z téchto grafi postupnym
pilenfm hran. Potom by vSak G obsahoval podgraf
ziskany z nékterého takového podgrafu odstranénim
jednoho uzlu. Snadno dokéZeme, Ze takovyto graf obsa-
huje jako podgraf K, nebo K, nebo graf ziskany z né-
kterého z nich postupnym pulenfm hran. Tento graf by
byl také podgrafem grafu G, coz by byl spor s pred-
pokladem.

Vita VII4. BudiZ G vnéjskové rovinnyg graf o n = 4
uzlech. Pak existuje vnéjdkové rovinny graf G' o stejné
mnosiné uzld jako graf G takovy, Ze existuje jeho rovinnd
representace R(G'), v niZ véechny oblasti kromé jedné maji
stupeti 3. Polet hran grafu G je 2n — 3, podel oblasti
libovolné jeho rovinné representace je n — 1.

Dikaz. Poudijeme opét grafu G z vity VIL2. Podle
véty V.3 existuje graf triangulace G’ o stejné mnoziné
uzhi jako G. V libovolné representaci #(G’) grafu G’

viechny oblasti maji stupefi 3. Poget uzld grafu ¢’ je
n + 1, poéet jeho hran je 3(n 4+ 1) —6 = 3n — 3,
potet oblast{ jeho rovinné representace je 2(n + 1) — 4=
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= 2n — 2. Graf @’ bude graf vznikly z & odstranénim
uzlu z. Véechny oblasti grafu G' maji stupeii 3 kromé
jedné, ktera je incidentni se viemi uzly grafu G’ a jejiz
stupen je tedy n. Odstranénim uzlu z z grafu G se pocdet
hran zmens3i o n, tedy G’ obsahuje 2n — 3 hrany.
Z Eulerova vzorce bychom uréili poéet oblasti libovolné
rovinné representace grafu ¢'; je to n — 1.

Grafim popsanym v této vété budeme fikat maxi-
malni vnéjskové rovinné grafy.

Analogicky jako vétu V.4 bychom dokazali nasledu-
jici vétu.

Véta VIL5. Maximdlni poet hran vnéjskové rovinného
grafu o n uzlech je 2n — 3, maximdini polet oblasti libo-
volné jeho rovinné representace je n — 1.

V kapitole V jsme poznali, Ze kaZzdy rovinny graf
obsahuje alespon jeden uzel stupné mensiho nez Sest.
Podobnou vétu lze dokazat i pro wvnéjskové rovinné
grafy.

Véta VIL.6. Necht G je vnéjdkové rovinng graf. Pak
v grafu G existuje uzel u, pro néjz ga(u) < 2.

Ditkaz. Véta z¥ejmé plati pro grafy o méné nez étyrech
uzlech. Podle véty VII.4 kaZdy vnéjSkové rovinny graf
o n = ¢4 uzlech lze piidavanim hran doplnit na maxi-
malni vnéjskové rovinny graf o stejné mnoZiné uzla.
Proto stadéi, dokaZzeme-li tvrzeni pro maximalni vnéjs-
kové rovinné grafy; pak bude platit pro vSechny vnéjs-
kové rovinné grafy. Je-li @ maximalni vnéjskové rovinny
graf, pak w(G) = 2, protoze pro odpovidajici graf G
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(vzmkly piidénim jediného uzlu) je w(G) = 3. Méjme
nyni rovinnou representacl grafu G, v niz existuje oblast
f incidentni se vsemi uzly grafu G. Podle véty VIL.1
hranici této oblasti je Hamiltonova kruzZnice K. ProtoZe
n = 4, zfejmé existuji hrany grafu G nepatiici kruZnici
K. Budiz d nejmensi vzdalenost dvou uzla spojenych
takovouto hranou na kruznici K (to jest délka nejkratsi
mozné cesty, ktera spojuje takovéto dva uzly a je pod-
grafem kruznice K). Kdyby bylo d = 3, tato nejkratsf
cesta spolu s hranou spojujici zminéné uzly by tvofila
kruznici, kterd by byla hranici oblasti stupné vétsiho
nez 3 a ruzna od f (Zddné dva uzly této kruZnice by
nebyly spojeny hranou nepatiici této kruZnici, protoze
jinak by tato cesta nebyla nejkrats{ cestou dané vlast-
nosti). Je tedy d = 2 a existuji uzly u, », w tak, Ze
uv a vw jsou hrany kruZnice K a ww je hrana grafu ¢
nepatifci do K. Uzel ¥ nemiZe byt spojen hranou s uzlem
grafu @ riznym od % a w, protoZe oblouk odpovidajici
takové hrané by protinal oblouk odpovidajici hrané ww
nebo by prochazel oblasti f, coz nelze. Tedy gg(v)= 2.

Z této véty a z véty IL.6 plyne disledek analogicky
véteé V.8.

Véta VIL7. Necht G je vnéjkovs rovinng graf on = 4
uzlech. Pak o(@) < 2.

Pomoci véty VII.6 miZeme dokazat i vétu o chroma-
tickém ¢&fsle vnéjskové rovinného grafu.

Véta VIL.S. Necht G je vnéjskové rovinny graf. Pak
2(@) = 3.

Dikaz. Budeme vétu dokazovat matematickou in-
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dukei podle podtu uzld grafu G. Je-li tento potet mensi
nebo roven tfem, véta ziejmé plati. BudiZz &k pFirozené
¢slo, k = 4,a predpok]ade]me ze véta plati pro viechny
vné]ékové rovinné grafy o k— 1 uzlech. Necht podet
uzld grafu G je k. Podle véty VII.6 existuje uzel v grafu
G takovy, Ze gg(v) < 2. Budiz @ graf ziskany z G od-
stranénim uzlu ». Graf @ je zfejmé vnéjSkové rovinny
graf a ma & — 1 uzli. Existuje tedy piipustné obarvenf
uzld grafu G’ tfemi barvami. ProtoZe gg(v) = 2, existuje
mezi témito tfemi barvami alespoil jedna, kterou neni
obarven zadny z uzld, jeZ jsou v G spojeny hranami
s uzlem v. Touto barvou obarvime uzel v a ziskime tak
pifpustné obarvenf grafu G tfemi barvami.

Cviteni

1. Nakreslete maximdln{ vné&jskové rovinny graf o 10
uzlech.

2. Je-li G rovinny graf o n uzlech a obsahuje-li tento graf
uzel stupnd n — 1, pak x(G) = 4. DokaZte.

8. Dokatte, e maximélni vnéjSkové rovinny graf on = 4
uzlech mé uzlovy stupei souvislosti rovny dvéma.

4, Nakreslete vndjskov® rovinny graf o 8 uzlech, ktery je
sudy a md tu vlastnost, Ze pfiddnim libovolné hrany z ného
vznikne graf, ktery bud neni sudy, nebo neni vnéjikové
rovinny.

5. DokaZte, %e vndjikovd rovinny sudy graf o lichém po&tu
uzla mé uzlovy stupeh souvislosti nejvyse 1.
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