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VIII. KAPITOLA

KONVEXNI MNOHOSTENY

S rovinnymi grafy souvisi i teorie mmnohosténi (poly-
edril). Mnohostén je vlastné analogie mnohoihelnika
v tiirozmérném prostoru. Znate krychli, kvadr, hranol
a jehlan; vSechna tato télesa patii mezi mnohostény,
a to tzv. mnohostény konvexni. Uvedeme definici kon-
vexni mnoziny.

Definice VIII.1. Konvexni mnofinag v euklidovském
prostoru je mnoZina bodi v tomto prostoru, ktera ma
tu vlastnost, Ze patii-li dva rizné body 4 a B do této
mnoziny, patif do ni viechny body tsetky AB.

Konvexni mnoZinou je napifklad piimka, polopiimka,
usetka, rovina, kruh, koule. Viechny mnohostény, kte-
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rymi se budeme zabyvat, budou rovnéi konvexnimi
mnozinami a budeme jim tedy fikat konvexni mnoho-
stény. Nekonvexnimi mnohostény se zabyvat nebudeme.
Uvedeme pouze piiklad nekonvexniho mnohosténu,
abyste si dovedli takovy mnohostén predstavit; je na
obrazku VIIIL.1.

Konvexni mnohostén Ize definovat jako prunik uréi-
tych poloprostori. Tuto definici uvidét nebudeme,
pouze si popiseme, jak takovy mnohostén vypada.

Povreh konvexniho mnohosténu se skladd z mnoho-
dhelnfkd, kterym fikdme stény mnohosténu. Strany
téchto mnohouhelnikd jsou hrany mnohosténu; kazda
hrana nalezi pravé dvéma sténam. Vrcholy stén se nazy-
vaji vrcholy mnohosténu; v kazdém vrcholu se styka
nékolik hran a nékolik stén; vidy nejméné tii.

Vidime, Ze hrany a vrcholy mnohosténu maji podobné
vlastnosti jako hrany a uzly grafu. Kazda hrana mnoho-
sténu spojuje dva vrcholy podobné jako kazda hrana
grafu spojuje dva uzly. KaZdé dva vrcholy mnohosténu
jsou spojeny nejvyse jednou hranou podobné jako kazdé
dva uzly grafu. Zidnd hrana mnohosténu nespojuje
vrchol se sebou samym stejné jako Zadna hrana grafu
nespojuje uzel se sebou samym. Je proto udelné zavést
pojem grafu mnohosténu.

Definice VIII.2. Necht M je mnohostén. Grafem
mnohosténu Mnazyvime graf G(M), jehoZ mnoZinou uzli
je mnoZina vrcholi mnohosténu M a jehoZ mnoZinou
hran je mnoZina hran mnohosténu M, pfi¢emz hrana &
grafu G(M) spojuje uzly » a v privé tehdy, spojuje-li
odpovidajicf vrcholy mnohosténu M.

Na obriazku VIIL.2 vidime graf Sestibokého jehlanu.
Graf mnohosténu je definovin pro viechny mmnoho-

100



stény, nikoliv pouze pro konvexni. Pro konvexni mnoho-
stény vsak plati daleZitd véta, kterou dokazali E.
Steinitz a H. Rademacher.

Obr. VIII.2

Véta VIIL1. Graf G je grafem konvexniho mnohosténu
prdvé tehdy, je-li rovinnyg a w(G) = 3.

Nebudeme tuto vétu dokazovat, ale ukaZeme si
nazornou ilustraci. Predstavme si, Ze bychom vyrobili
gumovy model konvexnfho mnohosténu. Jednotlivé
stény bychom vyfezali z platu gumy a jejich hrany mezi
sebou slepili. Potom bychom hustilkou tento model
nafoukli podobné jako fotbalovy mi&. P#i dostateéné
gilném nafouknuti by model nabyl tvaru koule. Na
povrchu této koule by oviem byla patrnd mista, kde
jsme slepovali hrany. Vznikla by nim tak representace
grafu mnohosténu na kulové plose. A existuje-li tako-
vato representace, existuje podle véty IV.8 i rovinnd
representace tohoto grafu a jde tedy o graf rovinny.

Méame-li naopak rovinny graf o uzlovém stupni sou-
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vislosti vét§im nebo rovném tfem, miiZeme sestrojit jeho
representaci na kulové plose. Uzlové body této represen-
tace jsou vrcholy konvexniho mnohosténu, kterému je
tato kulové plocha opsina. Hrany tohoto mnohosténu
jsou prisluiné tétivy kulové plochy. Dany graf je potom
grafem tohoto mnohosténu.

Je-li graf G rovinny a w(@) = 3, vime, %e miZeme de-
finovat oblasti grafu. Lze dokdzat, Ze je-li G grafem
konvexnfho mnohosténu M, pak jeho oblasti vzajemnd
jednoznaéné odpovidaji sténam mnohosténu M. Hrana
nebo uzel incidentni s urditou oblasti grafu @ je hranou
nebo vrcholem piisluiné stény mnohosténu M.

Eulerav vzorec (véta IV.8) tedy plati i tehdy, kdyz
misto rovinného grafu uvaZujeme konvexni mnohostén;
n znadi poéet jeho vrcholi, m podet hran, p podet stén.
Viak pivodné také tento vzorec byl formulovan pro
konvexni mnohostény, nikoliv pro grafy.

Znate jistd pravidelné konvexnf mnohoihelnfky. Je-li
n plirozené &islo v&tsf nez dvé, pak vidy existuje kon-
vexni n-ihelnfk, jehoZ vSechny strany jsou shodné
usedky a vSechny tdhly jsou shodné; iikdme mu pravi-
delny. (Misto ,,pravidelny trojihelnfk* fikdme ,,rovno-
stranny trojuhelnik‘, misto ,,pravidelny &tyidhelnik
Hkame ,,8tverec‘.) Analogii tohoto pojmu v ti{rozmér-
ném prostoru je pravidelny konvexni mnohostén.

Definice VIIL.3. Pravidelngy konvexni mnohostén je
takovy konvexni mnohostén, jehoZ viechny stény jsou
shodné pravidelné konvexni mnohotihelniky a v némz
z kaZdého vrcholu vychazi tentyZ poéet hran.

Cekali bychom, %e zase pro kaZdé piirozené n = 4
bude existovat pravidelny konvexni n-stén. Zde vSak
analogie vede ke klamnym zivérim, jak uvidime.
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Uvazujme, jak bude vypadat graf G(M) pravidelného
konvexniho mnohosténu M. Z definice VIIL.3 vyplyva,
Ze to bude pravidelny graf, to jest viechny jeho uzly
budou mist stejny stupen r. Déle i stupné vsech oblasti
budou stejné; oznadme s stupen oblasti v tomto grafu.
Jaké mohou byt hodnoty r? Musi byt » = 3, protoZe
w(G(M)) = 3. Podle véty V.7 musf byt r < 5; prichazeji
tedy v dvahu pouze tii éisla 3, 4 a 5. Abychom pro-
zkoumali moZné hodnoty s, uvaiime, Ze ke grafu G(M)
existuje dualnf graf G*(M), ktery je rovinnym pravidel-
nym grafem stupné s. Provedeme-li pro tento dudlnf
graf tutéz dvahu, kterou jsme provedli pro graf G(M),
zjistime, Ze s miZe rovnéZ nabyvat pouze hodnot 3, 4 a 5.

BudiZ nyni n polet uzli, m podet hran a p podet
oblasti grafu G(M). Pondévadz G(M) je pravidelny graf
stupné r, je

1
m = -5 ar.
Podet hran grafu G(M) je vSak také roven poétu hran
dudlniho grafu G*(M). Graf G*(M) je pravidelny graf
stupné s a obsahuje p uzld, tedy

m = 1 ps.
2
Z téchto dvou rovnic dostdvame
p = nrfs.
Dosadme do Eulerova vzorce; dostaneme
n-—%m’ + nrfs = 2

a z toho
43

"= 2r+2s—rs'
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Sestavime si tabulku hodnot »n pro razné hodnoty r a s.
Pro dané 7 a s je v pifslusném politku tabulky odpovida-
jicf hodnota n, pokud je to prirozené &islo; v opaéném
piipadé je tam pomldka.

T~ s [ 4 [ s
3 4| 8| 20
4 6 | — | —
5 | 12| — | —

Vidime tedy, Ze je celkem pdt mozZnych dvojic [, s],
a to [3, 3], [3, 4], [3, 5], 4, 3], [5, 3]. Samoziejmé pro
kazdou z téchto dvojic je jednoznaéné uréen pocet uzli,
hran a oblasti pfislusného grafu, tedy podet vrchold,
hran a stén pfisluSného mnohosténu. Mame tedy pét
mozZnosti:
(1) Mnohostén mé 4 vrcholy, 6 hran a 4 stény. Stény
mnohosténu jsou rovnostranné trojihelniky, z kazdého
vrcholu vychazeji 3 hrany.
(2) Mnohostén ma 8 vrchold, 12 hran a 6 stén. Stény
mnohosténu jsou &tverce, z kazdého vrcholu vychazeji
3 hrany. B
(3) Mnohostén ma 20 vrcholi, 30 hran a 12 stén. Stény
mnohosténu jsou pravidelné pétidhelniky, z kazdého
vrcholu vychdzeji 3 hrany.
(4) Mnohostén mé 6 vrcholi, 12 hran a 8 stén. Stény
mnohosténu jsou rovnostranné trojthelniky, z kazdého
vrcholu vychazeji 4 hrany.
(5) Mnohostén ma 12 vrchold, 30 hran a 20 stén. Stény
mnohosténu jsou rovnostranné trojihelniky, z kazdého
vrcholu vychazi 5 hran.

104



Tim jsme ovéem nedokazali, Ze takovéto pravidelné
konvexni mnohostény existuji; dokazali jsme pouze, Ze
neexistuji %adné jiné. Ony vSak existuji; znal je uZ
staroiecky filosof Plat6n, proto se jim nékdy ifkd také
platénovska télesa a jejich grafim platénovské grafy.

Obr. VIIL.3

Pravidelny konvexni mnohostén s vlastnosti (1) je
pravidelny dtyistén (tetraedr), s vlastnosti (2) pravidelny
Sestistén (hexaedr), 8astéji nazyvany krychle, s vlast-
nosti{ (3) pravidelny dvanactistén (dodekaedr), s vlast-
nosti (4) pravidelny osmistén (oktaedr) a s vlastnosti (5)
pravidelny dvacetistén (ikosaedr). Jsou to jediné pravi-
delné konvexnf mnohostény, vice jich neexistuje.

Na obrazcich VIII.3 az VIIL.7 jsou tyto mnohostény
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nakresleny v pofadi, v jakém byly popsany (étyistén,
krychle, dvandctistén, osmistén, dvacetistén). Na kaz-
dém z téchto obrazki je obraz prislusného mnohosténu,
jeho graf a rozvinuti jeho povrchu do roviny.
Véimnéme si jedté dualnich graft ke grafim pravidel-
nych konvexnich mnohosténi. Dualni graf ke grafu

g 0

Obr. VIIL.4
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Obr. VIIL.5

pravidelného &étyisténu je opét graf pravidelného étyi-
sténu (je to uplny graf K,), dudlni graf ke grafu krychle
je graf pravidelného osmisténu, dudlni graf ke grafu
pravidelného dvanictisténu je graf pravidelného dva-
cetisténu, dudlni graf ke grafu pravidelného osmisténu
je graf krychle a dudlni graf ke grafu pravidelného
dvacetisténu je graf pravidelného dvanictisténu.
Tato dualita se viak netyka jen grafd, ale v jistém
smyslu i mnohosténi samotnych. Stény téchto mnoho-
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sténd jsou pravidelné konvexni mnohothelniky, kazdé
z nich lze tedy opsat kruznici. Nynf ke kazdému pravi-
delnému konvexnimu mnohosténu existuje pravidelny
konvexni mnohostén, jehoz graf je dudlni ke grafu
pivodniho mnohosténu a jehoz vrcholy jsou stiedy stén
piivodniho mnohosténu. Rikame, Ze pravidelny tyfstén
je dudlnf sim k sob8&, Ze krychle a pravidelny osmistén

Y

Obr. VIIL.6
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jsou k sobé navzajem dudlni a pravidelny dvanictistén
a pravidelny dvacetistén jsou rovnéz k sobé navzajem
dudlni. Na obrazku VIII.8 vidime krychli a pravidelny
osmistén, jehoZ vrcholy jsou stiedy stén krychle.

Obr. VIIL.8

Na zivér uvedeme jestd, Ze kazdému pravidelnému
konvexnimu mnohosténu lze opsat i vepsat kulovou
plochu. Stfedy obou téchto ploch splyvaji. Kulovi
plocha vepsand se dotyka stén mnohosténu v jejich

stfedech.

Cvileni
1. Slepte si z papiru modely pravidelnych konvexnich mno-

hostdni.
2, Uvedte pkklad konvexnfho mnohosténu, ktery neni
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pravidelny, ale viechny jehn stény jsou shodné pravidelné
mnohovthelniky.

8. Urdete chromatick4 &isla grafii pravidelnych konvexnich
mnohosténu.

4. Odvodte vzorec pro polomér kulové plochy opsané
& vepsané pravidelnému é&tyisténu, krychli & pravidelnému
osmisténu, je-li ddna délka hrany.

B. Odvodte vzorce pro objemy téchto mnohostdni, je-li
déna délka hrany (pouZijte vysledku cvideni 4).

6. Je-li déna délka hrany pravidelného &¢tyfsténu, uréete
délku hrany pravidelného &tyfsténu, jehoZ vrcholy jsou stfedy
stdn pivodniho &tyfsténu.

7. Toté% pro krychli a pravidelny osmistén.
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