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VYSLEDKY CVICENI{

I. KAPITOLA

1. Graf G je na obrédzku IX.1.

Obr. IX.1
2. Graf G je na obrédzku IX.2.
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8. Tyto grafy jsou na obrdzku IX.3.
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Obr. IX.3

4. Tyto grafy jsou na obrdzku IX.4.
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Obr. IX.4
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5. Tento graf je na obrdzku IX.5.
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Obr. IX.5

II. KAPITOLA

1. Podle v&ty IL1 je podet uzli lichého stupnd v grafu
vidy sudy. Ve zminéném grafu by muselo byt 36 uzli stupnd
5, tedy takovyto graf neexistuje.

2. Necht cesta 0 jo u = uy, by, 4y, ..., by, 4 = v. PFedpo-
klddejme, Ze existujf uzly u,, u; cesty C, které jsou spojeny
hranou nepatfici do O; miZeme pfedpoklddet, Ze ¢ < j. Pak
j # ¢ + 1, protoZe jinak by hrana uu; patfila do C. Odstra-
nime-li z cesty O uzly u;y,. .., %, & hrany h;,,. .., h; & pfi-
déme-li hranu wu;, dostaneme cestu délky k 4 ¢ — j, coZ je
dislo mensi ne% k. Dosli jsme ke sporu s pfedpokladem, Ze
d(u, v) = k.
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8. Necht d(z, v) a d(v, w) jsou koneénd &isla. Existuje cesta
C, délky d(u, v) z v do v & cesta C, délky d(v, w) z v do w.
Neapiseme-li uzly & hrany cesty C, v pFisluiném pofadi a za n&
uzly a hrany cesty C, rovnéZ v pfisluiném poradi, dostaneme
spojeni uzld » a w, které mé d(u, v) + d(v, w) hran. Postu-
pujeme-li jako v dukaze v&ty II.2, dostaneme cestu z » do w
délky, kterd nemiZe byt vétsi nez d(u, v) + d(v, w). Je tedy
d(u, v} + d(v, w) = d(v, w). Je-li d(u, v) = o, nebo d(v, w) =
= o0, pak je soutet d(u,v) + d(v, w) také nekonedny a d(v, w)
nemtiZe byt vétsi neZ tento soudet. Analogické tvrzeni v geo-
metrii je tvrzeni o tom, Ze soudet délek dvou stran trojihelnika
je vétsi nez délka tfeti strany (odtud nédzev trojihelnikové
nerovnost). Obecnd pro libovolné tfi body 4, B, C je soudet
vzdédlenosti AB a BC vétii nebo roven vzdélenosti AC (rovnost
muZe nastat, pokud body 4, B C leZi v pfimee).

4. Necht h je hrana grafu G' s koncovymi uzly « a v. Necht
@' je graf vznikly z grafu G odstrandnim hrany k. Je-li w(G') =
= w(@), pak tvrzeni plati. Pfedpoklddejme w(G') < w(@).
BudiZ R fez grafu G' o w(G') uzlech. BudiZ G, graf vznikly z G
odstranénim Fezu R a G, graf vznikly z G' odstrandnim fezu
R. Graf @, je souvisly, protofe w(@') < w(@). Graf G’ je ne-
souvisly, protoZe R je fez grafu G'. Graf G, vznikne z G, od-
strandnfm hrany h. Graf G,’ mé tedy pravé dvé komponenty
C, a C; a uzly u a v le%i v riznych komponentéch tohoto grafu.
(Z4dny z nich nepatti do R, jinak by R byl ¥ezem i v grafu
G.) Kdyby kaidé z komponent C,, C; obsahovala pouze jediny
uzel, znamenalo by to, e w(G') = n — 2, kde n je podet uzld
grafu G. Pak by nemohlo byt w(G') < o(@), protoe uzlovy
stupeil souvislosti grafu, ktery nenf \plny, nemize byt v&tsi
neZ n — 2. Alespoil jedna z komponent O, C, tedy obsahuje
alespoii dva uzly. Je-li C, takovdto komponenta, pak odstra-
nénim uzlu % z G, dosteneme nesouvisly graf; tento graf viak
vznikne také odstranénim mnoZiny R {) {v} z G. Tato mnoZina

116



mé (@) + 1 uzll, tedy (@) = o(G') + 1 a z toho w(G') =
= o(@) — 1. Jelli C; komponenta obsahujici alespoii dva
uzly, provedeme tutéZz ivahu pro uzel v.

5. Necht G je strom, necht u je jeden jeho uzel. Zvolme
hranu % incidentni s % a oznaéme u, jeji koncovy uzel ruzny
od u. Mé-li uzel u, stupeni 1, ziskali jsme jiZ jeden uzel stupné
1. V opaéném pfipadé zvolime hranu &, incidentni s u, a rtiznou
od k, a jeji koncovy uzel rizny od u, oznadime u,. Takto po-
kradujeme ddle a ziskdvdme tak postupnd uzly u,, u,, us,. ...
P#i tomto postupu se Zddny uzel nemuze opakovat, protoZe
to by znamenalo, Ze existuje kruZnice v G. Nelze takto postu-
povat do nekone&na, protoze G mé koneény poéet uzli. Tedy
po konedném podtu krokd musime dostat uzel stupnd 1.
Vyjdeme-li nyni z tohoto uzlu a postupujeme opét popsanym
zptisobem, musime dojit do nékterého daliiho uzlu stupnd 1.

8. Necht h je most v grafu &, necht « a v jsou koncové uzly
hrany h. Podle véty IL.3 odstranénim hrany h z grafu G
vznikne graf G, v ndm2 uzly % a v spolu nesouvisi. Graf @'
je tedy nesouvisly. BudiZz C, komponenta grafu G’ obsahujiei
uzel u a C; komponenta grafu G' obsahujici uzel v. ProtoZe h
je most, Zddny z uzli u, v nemd stupeh 1 a kaZdé z komponent
C,, C, tedy obsahuje alespoii jeden uzel ruzny od u a ». Budi%
@, graf vznikly z G odstrandnim uzlu u; tento graf je rovndy
nesouvisly, protoze v ném #ddny uzel grafu C, rizny od u
nesouvisi se Z4dnym uzlem grafu C,. Graf @, viak vznikne
iz grafu @ odstranénim uzlu u (pfi jeho odstranéni se odstrani
i hrana k) a tedy « je artikulaci grafu G. Podobné bychom
dokdzali, Ze i v je artikulaci grafu G.

7. Uzly ka?dé komponenty grafu muZeme obarvit pFipust-
nym zpisobem zcela nezévisle na obarveni uzid ostatnich
komponent, protoZe Z4dnd hrana nespojuje uzly dvou raznych
komponent. Je-li tedy k nejvétdi z chromatickych &isel jednot-

117



livyeh komponent grafu, l1ze uzly ka?dé komponenty pFipust-
nym zpusobem obarvit k barvami. Zérovem samoziejmé nelze
tento graf obarvit pf{pustnym zpisobem ménd ne% &k barvami,
protoZe pak by Zddnd z komponent nemohla mft chromatické
éfslo £.

8. Necht G je graf a necht k je hrana grafu G s koncovymi
uzly u a v. Necht G’ je graf vznikly z G odstranénim hrany h.
Necht x(G') je chromatické &islo grafu G’. Existuje pfipustné
obarveni grafu G' pouZivajici x(G') barev. Maji-li uzly « a v
v tomto obarven{ riznou barvu, je toto obarveni také p¥i-
pustnym obarvenfm grafu G. Maji-li uzly » a » stejnou barvu,
miZeme graf G obarvit piipustnym zphsobem y(G') + 1
barvami tak, Ze v8echny uzly kromé& v obarvime tak jako ve
zminéném pfipustném obarveni grafu G’ a uzel v obarvime
barvou ruznou od barev vSech ostatnich uzli. V obou pfipa-
dech médme tedy x(G' < x(G') + 1 a tedy %(G') = x(G) — 1.

9. Necht G je souvisly graf o n uzlech a n— 1 hranéch.
Pfedpoklddejme, Ze @G nenf stromem. Pak v G existuje hrana
h, jejim% odstranénim z G vznikne souvisly graf G' (viz dikaz
véty IL.8). Graf G' mé n uzli a n — 2 hran. ProtoZe je souvisly,
existuje v ném podle véty IL.8 jeho kostra. Tato kostra mé
n — 1 hran, tedy vice neZ graf @', coZ je spor.

III. KAPITOLA

1. Redeni je na obrdzku IX.6.

2, Redeni je znézorndno na obrézku IX.7. Vynechénim
hran zndzorndnych édrkovand dostaneme z Petersenova grafu
graf, ktery je subdivisi grafu K,,. Uzly odpovidajici uzlim
grafu K,;, jsou znadeny wu,, us, Uy, v, ¥5, vy. Dvojice {4;, v},
{tta, »1}, {ta, 11}, {us, va}, {%4as ¥5} jsOu v této subdivisi pfimo
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Obr. IX.6 Obr. IX.7

spojeny hranou; ostatn{ dvojioe jsou spojeny cestami délky 2
vzniklymi rozpilenfm hran.

8. KeaZdé subdivise grafu K nebo K,, obsahuje vice neZ
jednu kruZnici. Tedy graf obsahujiel nejvyde jednu kruZnioi
nemiZe takovouto subdivisi obsahovat a je rovinny.

R 4. Stadf vzit graf K, nebo K,, a n-krat provést rozpilenf
hrany.

IV. KAPITOLA

1. Redenf je na obrézku IX.8.

2. Piklad takové representace je na obrdzku IX.9. Tako-
véato representace mé vidy 2 oblasti. PFislusny graf mé tentyZ
podet hran jako uzli.

8. Redeni je na obrdzku IX.10.

119



4. Pravidelny graf stupné 4 o n uzlech mé 2n hran, tedy
jeho rovinnd representace msd podle Eulerova vzorce n + 2
oblasti.

8. Je to opét kolo o témz poétu uzlu.

Obr. IX.8 Obr. IX.9

Obr. IX.10
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6. Redeni jo na obrdzku IX.11.

Obr. IX.11

7. Do Eulerova vzorce dosadime p = n, m = 30. Dosta-
neme n = 16.

V. KAPITOLA

1. Triangulace v geodézii znamend rozdéleni néjaké &dsti
terénu na nepfekryvajici se trojihelniky. Kdyby byla prove-
dena pro celou zamékouli veelku (véetnd mofe), pfedstavovala
by triangulaci kulové plochy a ta by se dala promitnout na
rovinu jakoZto triangulace roviny.

2. Ptiklad takové triangulace je na obrdzku IX.12.

Obr. IX.12
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3. Piiklad takové triangulace je na obrdzku IX.13.

Obr. IX.13

4, Je to pravidelny graf stupné 3.

5. Neni to pravda. Neplati to napiiklad tehdy, je-li G graf
K,".

VII. KAPITOLA

1. Piiklad takového grafu je na obrdzku IX.14.

Obr. IX. 14



2. Necht u je uzel grafu G stupnd n — 1. Necht @' je graf
vznikly z grafu G odstranénim uzlu u. Podle véty VIL.3 je
graf G’ vn&j3kové rovinny a lze tedy jeho uzly obarvit pfipust-
nym zplsobem tfemi barvami. Obarvime-li nyni uzel u
&tvrtou barvou, dostdvédme pfipustné obarveni grafu @ &ty¥mi
barvami.

8. Necht @ je maximdlni vn&j8kové rovinny graf o n = 4
uzlech. Podle véty VIL.8 je (@) < 2. Sestrojme nyni graf ¢

z véty VIL.3. Jak jsme poznali v dukazu véty VIIL.5, graf G
je grafem triangulace. Kdyby bylo w(G) < 1, znamenalo by
to, Ze graf vznikly z G odstrandnim nejvyse jednoho uzlu je

nesouvisly. Takovyto graf viak vznikne z grafu G odstrandnfm

nejvySe dvou uzli (existuje uzel, jehoz odstranénim z G

vznikne @), coZ je spor s tim, Ze podle véty V.2 je w(a) = 3.
4. Piiklad takového grafu je na obrizku IX.15.

Obr. IX. 15
" 5. Necht @ je takovyto graf. Kdyby bylo o(G) = 2, pak by
podle véty VIL.1 hraniei ka2dé oblasti rovinné representace
tohoto grafu byla uzaviena kiivka odpovidajici nékteré kruz-
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nici grafu @. Tedy oblast této representace incidentni se viemi
uzly by musela mit jako svou hranici Hamiltonovu kruZnici
grafu G a tato kruZnice by méla lichou délku, protoZe polet
uzlt grafu @ je lichy. To v8ak neni mozZné, protoZe G je sudy
graf a nemiZe tedy obsahovat kruZnici liché délky.

VIII. KAPITOLA

2. Pifklad takového mnohosténu je na obr. IX.16.

Obr. IX.16

8. Chromatické &islo grafu pravidelného &tyfsténu je 4,
ponévadZ je to uplny graf o ¢tyfech uzlech. Graf krychle je
sudy, tedy jeho chromatické &islo je 2. Graf pravidelného osmi-
stdnu a graf pravidelného dvandctisténu maji chromatické
éislo 3; pfislusnd pFipustnd obarveni jsou na obrdzeich I1X.17
a IX.18 (menSi chromatické &islo mit nemohou, protoZe
obsahuji kruznice liché délky). Pfipustné obarveni grafu
pravidelného ‘dvacctisténu &tyFmi barvami je na obrdzku
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Obr. IX.17

Obr. IX.18
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IX.19. Na obrdzku IX.20 je opdt graf pravidelného dvaceti-
sténu, u ndhoZ nékteré uzly jsou oznadeny u,, us, Uy, U Us, Uge
Kdybychom chtéli uzly tohoto grafu obarvit p¥ipustnym zpi-
sobem tfemni barvami, musel by mit u, stejnou barvu jako
u, 8 ug stejnou barvu jako u,; uzly u,, u; 4, by musely byt
obarveny navzdjem riznymi barvami. Uzel u, by pak byl
spojen hranami s uzly t# riznych barev, tedy by uZ nemohl
byt obarven %d4dnou z t&chto barev. Proto chromatické &islo
tohoto grafu je 4.

4. Vroholy pravidelného &tyfsténu oznatme 4, B, C, D.
Stfed S kulové plochy opsané i kulové plochy vepsané pravi-
delnému &tyFsténu ABCD leifi zfejmé na libovolné vysce
&tyfsténu, to jest na tseéce spojujici vrchol &tyFsténu s t&Zis-
tdm protilehlé stény. M&jme tedy vysku z vrcholu A. Tézisté
stdny BCD oznalme T'; tato vyska je tedy visedka A7T. Zfejmé
polomdr kulové plochy opsané r = AS, polomér kulové
plochy vepsané o = ST, tedy AT = r + . Trojihelnik ABT
je pravouhly. Je-li @ délka hrany &ty¥sténu ABCD, je AB = a,

1 —

BT = Y a V3 (dvé tfetiny délky t&Znice rovnostranného

trojihelnfka). Odtud z Pythagorovy véty dostdvdme AT =
1 —

= —3—aV6. Pravidelny &tyfstén ABCD lze rozloZit na &tyfi

nepfekryvajici se shodné &tyfstény ABCS, ABDS, ACDS,
BCDS; objem kaZdého z nich je ¢tvrtinou objemu &étyfsténu
ABCD. Ctykstény ABCD, BCDS lze povaZovat za trojboké
jehlany o spoledné podstatd BCD a o vyskdch AT, ST. ProtoZe
objem &tyifsténu BCDS je étvrtinou objemu &tyfsténu ABCD,

1 1 —
je g:AS=-4—AT=—l?a,V6. Potom r= AT —p =

1 —
=7 VG . Polomér kulové plochy vepsané krychli o hrand
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délky a jo zfejmé 1/2 a a polomér kulové plochy opsané jo ro-
1 —
ven polovind délky télesové uhlopfitky, tedy - 8 V3 . Pro

vypoéet poloméru kulové plochy vepsané pravidelnému osmi-
sténu o hrané délky a pouZijeme fezu rovinou, kterd je rovinou
soumérnosti nékteré hrany télesa. Tento Fez je kosoétverec

1 —
o déleo strany - a V3 (vyske rovnostranného trojihelnika)

u o jedné dhloptiéce délky a. Snadno zjistime, %e polomér
kulové plochy vepsané télesu je roven polomé&ru kruZnice

1 —
vepsané tomuto kosoétverei a tedy g = ry a VG . Pro vypoéct

poloméru kulové plochy opsané pravidelnédmu osmisténu
pouzijeme fezu rovinou vedenou tifemi vrcholy nelezicimi
v jedné sténé. Tento fez jo 8tverec o délce strany a. Polomér
kulové plochy opsané télesu je roven poloméru kruznice

1 —
opsané tomuto &tverei a tedy r» = 5 av2 .
5. Objem pravidelného &ty¥stdnu o hrané délky a vypodte-
1 —
me jako objem trojbokého jehlanu. Obsah stény je —4—0' V3 )
1 — 1 —
vydka je ?aV(S (viz cvideni 4), tedy V = Wa‘ V2. Objem

krychle o hrané délky a je a®. Pravidelny osmistdn lze rozlozit
na osm nepfekryvajicich se shodnych &tyfsténu takovych,
Ze jedna sténa kaZdého z nich je stdnou osmisténu a vrchol k ni
protilehly je stfed kulové plochy opsané i kulové plochy
vepsané S. Objem kteréhokoliv z nich dostaneme jako objem

1 —
trojbokého jehlanu o podstavé obsahu e at V3 a vyéce
1 — 1 —
s a Vﬁ . Je to tedy Yy a? V2 . Objem pravidelného osmi-

1 —
sténu je osmindsobkem tohoto vyrazu, tedy 5 a® V2 .
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6. Necht ¢ jo délka hruny pivodniho &tyfsténu, b délka
hirany nového étyfsténu. Kulovd plocha opsand novému &tyi-

1 — 1 —
sténu je vepsdna plivodnimu, méme tedy 7 b V6 =1 ° V(i

a z toho b = a.

|~

7. Podobnou idvahou zjistime, Ze délka hrany pravidelného
osmisténu, jehoz vrcholy jsou stfedy stén dané krychle, je

1 —
rovna 5 a V2 » kde a jo délka hirany kryclle.
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