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IV. KAPITOLA

GEOMETRIE A TOPOLOGIE

Vsichni jisté dobie vite, Ze geometrii se zabyvali lidé
u% ve starovékém Recku — setkivéte se v ni pfece
neustéle s jmény jako Pythagoras, Eukleides nebo Tha-
les. Oviem jesté d¥ive nezli Rekové ji péstovaly jiné
nirody, napfiklad Egyptané a Babylénané. U nich
viak 68lo veskrze o praktické otazky vyméfovani po-
zemku a staveb — odtud vlastné pochizi jeji nazev,
ktery znamend (v Yedtind) zemdmétictvi. Ale a% v Recku
se stala geometrie skutednd exaktni védou, a to pfede-
véim dfky Eukleidovi (I'V. stoleti pf. n. 1.) a jeho slav-
nému spisu ,,Zéklady geometrie’. Eukleides zavedl do
geometrie soustavu axiomu a z ni odvozoval jednotlivé
véty — tak se to v matematice déla podnes. Geometrie
tim znaéné predbéhla ostatni matematické obory,
v nichZ se 8 né¥im takovym zadalo aZ podstatné pozdéji.
Nenf bez zajimavosti, Ze filozof Baruch Spinoza (1630 aZ
1677) napsal dilo ,,Ethica ordine geometrico demonstra-
ta‘‘ &ili ,,Etika pfedvedena geometrickym zptisobem‘.
Proé zrovna geometrickym ¢ UZfva snad néjakych bodi,
pHmek nebo kruznic? Nikoliv; s geometrii ma tento
vyklad etiky spoleéné pouze to, Ze je psin formou
jednotlivych vét (poudek), za nimiZ nasleduji dikazy.
Dnes bychom tento zpiasob nazvali spiSe matematickym,
protoze se ho uziva vsude v matematice. Ve Spinozové
dobé se viak uzival pfedevsim v geometrii; ostatni
matematické obory se vlastné teprve rodily.
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Jak vypada geometrie dnes?! Eukleidiiv systém axio-
mu pletrval do dnesni doby, oviem v modernizované
podobé, kterou mu dal David Hilbert (1862—1943).
V souvislosti s nim mluvime o euklidovské geometrii,
euklidovské roviné a euklidovském prostoru.*)

Soustava axioml euklidovské geometrie je rozdélena
na nékolik skupin. Jednou z nich jsou axiomy metrické,
to jest tykajici se méfen{ délek a velikostf dhla. UZivdame-
-li v geometrii méfeni, mluvime o geometrii metrické.
Pokud se nezajimiame o délky Gsedek ani oblouki ani
o velikosti ihld a vSimdme si pouze vzdjemné polohy
jednotlivych geometrickych itvard, jde o geometrii
afinnf. V afinnf geometrii viak stdle rozliSujeme mezi
vlastnimi a nevlastnimi**) body a pfimkami; pokud
vSechny body a pfimky, vlastni i nevlastni, ,,zrovnoprav-
nime‘‘, dostdvame geometrii projektivni. KaZda z téchto
geometrii se vidy zabyvé vlastnostmi geometrickych
utvard, které se neméni pfi zobrazenich urditého typu,
odborné fedeno invarianty urdité grupy transformaci.
Toto rozdéleni provedl Felix Klein (1849—1925) ve svém
Erlangenském programu.

V souvislosti s timto rozdélenfm si muZeme uvést
i takzvanou absolutni geometrii, jejiZ soustava axiomu
se ziskd ze soustavy axiomu euklidovské geometrie vy-
nechdnim axiomu o rovnobétkach. Ale o tom se zminfme
podrobnéji v samostatném odstavei.

*) Jméno Eukleides v polatindténé podobd zni Euclides; odtud
je nédzev ,,euklidovsky*‘. DFive se fikalo také ,,eukleidovsky‘‘.
*#) Ka?dé piimce se piifazuje jisty prvek zvany nevlastni bod
této pFimky tak, e dvéme primkdm je pfifazen tentyZ ne-
vlastni bod prdvé tehdy, jsou-li rovnobézné. MnoZina viech
nevlastnfch bodi dané roviny se nazyvé nevlastni pfimka
této roviny. Pak lze tvrdit, Ze libovolné dvé ruzné pimky
v roviné maji spoleény bod (vlastnf nebo nevlastnf).

77



Déle se viak geometrie déli jesté na dalSi odvétvi
podle toho, jakou metodou se geometrické utvary zkou-
maji. Pouziva-li se algebry, jde o algebraickou geometrii.
Zavedou-li se metody diferencidlniho podtu, jde o geo-
metrii diferencidlni a podobné existuje i geometrio
integralnf. UZiva-li se kombinatoriky, mluvime o kom-
binatorické geomefrii. Pohybem geometrickych ttvari
se zabyva kinematicka geometrie. Zobrazeni tfirozmér-
nych ttvaru v roviné (promitaci metody) zkoumd des-
kriptivni geometrie. (Deskriptivni geometrie je samo-
z¥ejmé také soudasti matematiky, i kdyz se ji na stiedni
skole vyuéuje jako samostatnému pfedmétu.)

Samostatnym oborem, ktery se jiz do geometrie ne-
zahrnuje, je topologie. Ta jde v Kleinové Erlangenském
programu vlastné nejdédle — zkouma invarianty spoji-
tych transformaci. Nebudeme definovat, co to je, ale
popiseme si to ndzorné. Predstavme si, Ze médme dvé
kiivky vymodelované z plastického dritu. MuZeme-li
jednu z nich tak zdeformovat, aby byla geometricky
podobné druhé, fikime, Ze tyto k¥ivky jsou topologicky
ekvivalentnf; pfitom nesmime drat nikde pfetrhnout
ani svafovat &i spajet. Takto napfiklad dsedka je ekvi-
valentni kruhovému oblouku, ale nikoli kruZnici; kruz-
nice je zase ekvivalentni elipse nebo obvodu &tverce.
V topologii se ekvivalentni kiivky prostd povaZuji za
stejné, nedini se mezi nimi rozdflu. Podobné se mluvi
i o topologicky ekvivalentnich plochdch & jinych
utvarech. Topologie se oviem neomezuje pouze na toto,
ale zkoum4 obecné pojem spojitosti a pojmy s nim sou-
visejici. Tésné souvisf s funkcionalni analyzou, onfZ jsme
mluvili ve III. kapitole.
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PRAVIDELNE MNOHOSTENY

Analogii mnohothelnika v tirozmérném prostoru je
mnohostén (polyedr). Je to téleso omezené mnohoiihel-
nfkovymi sténami; pfkladem mnohosténu je hranol
nebo jehlan.

Jestlize geometricky dtvar s libovolnymi dvéma body
obsahuje celou tseéku, kterd tyto body spojuje, Hkdme
mu konvexn{ dtvar; mluvime tedy také o konvexnich
mnohosténech. Pro konvexni mnohostény plati Eulerav
vzorec:

n+v=~h+ 2,

kde n jec podet stén, v podet vrcholt a % podet hran.
(Ovétte si to na néjakém zndmém mnohosténu.)

Vime, Ze ke kazdému n = 3 existuje v roviné pravi-
delny konvexnf n-uhelnfk, tedy n-uhelnik, ktery m4
viechny strany stejné dlouhé a vSechny thly shodné.
(Pravidelnému trojuhelniku fikdme rovnostranny troj-
thelnik, pravidelny &tyfdhelnfk se nazyvad &tverec.)
Jeho analogif je pravidelny konvexni n-stén. Vsechny
stény pravidelného n-sténu jsou shodné pravidelné
mnohothelniky a v kazdém jeho vrcholu se styki stejny
podet hran.

Cekali bychom, Ze opét pro ka#dé ptirozené n = 4
bude existovat pravidelny konvexnf n-sté&n. Uvidime,
Ze tomu tak nenf.

Necht stény pravidelného konvexnfho n-sténu jsou
pravidelné p-thelnfky a nechtse v kazdém vrcholu styka
¢ hran. JestliZe n, v, b maji stejny vyznam jako ve vyse
uvedeném Eulerové vzorci, pak tedy seftenfm podti
hran viech stén dostaneme ¢&islo np, kteréd je dvojnasob-
kem pottu - hran naSeho n-stdnu; ka%d4 hrana totiZ
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nale#{ privé dvéma sténdm, proto se pii tomto séitani
potitéd dvakrit. Je tedy
np = 2h.

Sedteme-li poéty hran vychédzejicich z jednotlivych
vrchold, dostaneme &fslo gv, které je opét dvojnasobkem
poétu hran; ka#?d4 hrana spojuje dva vrcholy, a tedy se
opét poditd dvakrat. Méme
qv = 2h,
Z toho vypotteme
1

h = '? np,
v = 2hjq = nplq,
Dosadime do Eulerova vzorce:

Py,
q 4+ n = 3 np + 2

a tedy

n = 49/(2p + 29 — pq).
Podet stén n tedy musi byt takovy, aby se dal vyjadtit
timto vyrazem, kde p a g jsou pFirozena é&fsla a samoztej-
mé p = 3, ¢ = 3. Jmenovatel zlomku lze psat jako

p(2—q) + 2.
ProtoZe ¢ = 3, je 2 — g zaporné. Tedy je-li p = 6, je
p2—q)+20=62—9) +2=48—9q) =0.

V tomto pfipadé by bylo n zdporné nebo nedefinované,
protoze ditatel zlomku je kladny. Pro p = 6 tedy zmi-
nény mnohostén neexistuje a miZeme se omezit na hod-
noty p rovné 3, 4 & 5. Pro p = 3 je

n = 4¢/(6 —q).
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Vidime, %e v tomto piipadd musi byt ¢ < 5, aby vyraz
byl kladny a pro ¢ tedy padaji v ivahu pouze hodnoty
3, 4a5.

Méme tedy tyto moznosti:

b)p=38,g=4,n=8;
c)p=3,g=56mn=20
Prop =4je

n = 2q/(4—q).

Zde pro ¢ padad v tvahu pouze hodnota 3. Mdme dalsf
moznost:

dyp=4,9=3,n=86.
Prop =15je
n = 4¢/(10 — 3q).

Zde také musi byt ¢ = 3 a mdme poslednf moZnost:
e)p=>5,q=3n=12
Vidime tedy, Ze neexistujf jiné pravidelné konvexnf

Obr. IV.1
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mnohostény ne? étytstén (tetraedr), osmistén (oktaedr),
dvacetistén (ikosaedr), Sestistén (hexaedr) a dvandeti-
stén (dodekaedr). Nedokazali jsme zatim, Ze takovéto

Obr. IV.4

pravidelné konvexni mnohostény existuji; dokdzali
jsme pouze, Ze nemohou existovat Zddné jiné.

Tyto mnohostény viak existuji a byly zndmy jiZ ve
starém Recku. Nékdy se jim podle filozofa Platéna ¥iké
platénovsks télesa.

Pravidelny étyfstén mé Styfi stény, které jsou rovno-
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strannymi trojihelniky. Ma &ty¥i vrcholy a Sest hran.
Na obr. IV.1 vidime nazorny nakres ty¥sténu a rozvinu-
tf jeho povrchu do roviny.

Pravidelny Sestistén se zpravidla nazyva krychle. Ma
Sest stén, které jsou &tverci. M4 osm vrchold a dvanact
hran (obr. IV.2).

Obr. IV.6
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Pravidelny osmistén mé osm stén, které jsou rovno-
strannymi trojihelnfky. M4 gest vrchola a dvandct hran
(obr. IV.3).

Pravidelny dvanictistén mad dvandct stén, které jsou

Obr. IV.6

pravidelnymi pétithelniky. M4 dvacet vrchola a t¥icet
hran (obr. IV.4).

Pravidelny dvacetistén mé dvacet stén, které jsou
rovnostrannymi trojtihelniky. M4 dvanict vrcholi

a tficet hran (Obr. IV.8).
Vime, Ze ka?dému pravidelnému mnohotihelniku lze

opsat i vepsat kruZnici; stfedy obou kruinic splyvaji.
MiZeme tedy vzit pravidelny konvexni mnohostén,
na kaZdé sténd najit takovyto stfed; dostaneme tak
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vrcholy jiného pravidelného konvexnfho mnohosténu,
ktery nazyvame dudlnim mnohosténem k danému mno-
hosténu. Ke krychli je dudlnim mnohosténem pravidelny
osmistén a k nému je dualni opét krychle (obr. IV.8).
Podobné pravidelny dvandctistén a pravidelny dvaceti-
stén jsou navzijem dualni. Pravidelny d&tyfstén je
duaini sim k sobé.

Zminme se jesté o tom, Ze kazdému pravidelnému
mnohosténu lze opsat i vepsat kulovou plochu; stfedy
obou téchto kulovych ploch spolu splyvajf.

VCELY A GEOMETRIE

Ptedstavme si, Ze by si véelf kralovna pozvala néjakého
matematika a poZadala by ho o navrzeni optimalnfho
tvaru véeli buniky. Pozadavky by byly asi takovéto:
a) Véeli bunika ma mit tvar mnohouhelnfka; vSechny
buriky v plastvi museji byt stejné.
b) Buriky maji byt co nejvétsi, aby se do nich veslo co
nejvice medu, pfidemZ se vSak musi Setfit stavebn{m
materidlem, to jest voskem. Mély by to byt tedy mnoho-
dhelniky, které pfi daném obvodu maji maximaln{
obsah.
¢) Buniky maji vypliiovat plastev co nejekonomiétsji;
mélo by jit tedy o mnohothelniky, jimi% lze pokryt
rovinu, to jest rozlozit rovinu na takovéto mnohothel-
niky tak, aby Zidné dva z nich nemély spoledny vnitinf
bod a aby kaZdy bod roviny nalezel nékterému z nich.
Matematik by se zamyslil a nadértl by pfislu$ny navrh.
Jak by asi uvaZoval ?
Je-li podet vrcholi mnohodhelnfka pevné dan, pak ze
véech mnohothelnfkii 0 daném obvodu mé nejvétsf
obsah pravidelny mnohoihelnfk. Ze viech trojihelniki
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o daném obvodu mé tedy nejvétsi obsah rovnostranny
trojuhelnik, ze vSech &tyiihelnikd o daném obvodu
étverec a tak ddle. (Dakaz nebudeme uvadét.) Buiky
by tedy mély mit tvar pravidelnych mnohouhelnika.
Méme nyni pokryt rovinu pravidelnymi mnohoihel-
niky podle podminky c). Je-li néjaky bod A vrcholem
nékterého z téchto mnohoithelnikii, pak je vrcholem
nékolika takovych mnohotuhelnfki. Soudet velikosti dhli
pfi vrcholu 4 vsech téchto mnohoihelniki je roven 360°.

/

Obr. IV.7

ProtoZe jde o shodné pravidelné mnohoidhelniky, jsou
viechny tyto ihly shodné a jejich velikost ve stupnich je
360/q, kde g je potet mnohoidhelniki se spolednym
vrcholem 4.

Kazdy ihel pravidelného n-ghelnfka mé velikost
180(n — 2)/n stuptii. Hleddme tedy takové ptirozené n,
aby platilo

180(n — 2)/n = 380/q,
kde g je pFirozené &slo. Upravou dostaneme:
n =24 4/(¢—2).

Cislo » m4 byt ptirozené. Z toho tedy plyne, Ze ¥fslo
¢ — 2 musf byt délitelem &sla 4. ProtoZe zfejmé ¢ = 3,
musf byt ¢ — 2 rovno jedné, dvéma nebo étyfem a g je
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rovno tiem, &tyfem nebo Sesti. Rovinu nelze tedy Z4da-
nym zpisobem pokryt jinymi pravidelnymi mnohothel-
niky neZ rovnostrannymi trojihelniky, étverci nebo pra-
videlnymi Sestithelniky. Takovato pokryti vidime na
obr. IV.7, IV.8 a IV.9.

Obr. IV.8

Tedy kazdé vdeli buiika by méla byt rovnostrannym
trojihelnfkem, étvercem nebo pravidelnym sestitihelni-
kem. Ktery z t&chto obrazed zvolime? Rikali jsme si, Ze
pii pevném podtu vrcholti mé ze viech mnohothelnfki
o daném obvodu nejvétd obsah pravidelny mnohothel-
nik. Jestlize nynif mame pravidelny n,-tihelnik a pravi-
delny n,-thelnik, oba o tém% obvodu, kde n, > n,, pak
obsah pravidelného 7,-tthelnfka bude v&tdi neZ obsah
pravidelného n,-Ghelnfka. Tedy obsah &tverce je vétsf
neZ obsah rovnostranného trojihelnfka o stejném obvo-
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du, ale je mensf nez obsah pravidelného Sestidhelnika,
ktery mé také tento obvod. Matematik tedy navrhne
vdeli krilovné, aby se véeli bufiky stavély ve tvaru
pravidelnych Sestiihelnfkia.

Z4dné veelf krdlovna oviem nikdy se Z4dnym mate-
matikem nekonzultovala. Nicméné véely stavéjf své bun-

Obr, IV.9

ky pfesné podle tohoto ndvrhu. Nejsou schopny mate-
matickych dvah, ale vede jek tomu pud. Dokonce zacho-
véavaji pfesné délku strany Sestitihelnfka; je to 2,71 mm.
Proto byla tato délka dokonce navrhovana za ziklad
soustavy mér.

Jedté si vSimnéme obrizku IV.7, IV.8 a IV.9. Jde
o takzvané pravidelné parketaZe. Takovouto parketaZ
si miZeme predstavit jako limitn{ pfipad mnohosténu —
,,mmnohostén‘‘ o nekoneéném poétu vrcholi a stén, jehoz
viechny stény leZf v jedné roviné. Vrafme se k vzorci

n = 49/(2p + 29 — pq)
z predeslého odstavce. Je-li p podet stran pravidelného

89



mnohothelnika tvoficfho pravidelnou parketaZ a ¢ podet
hran vychazejicich z vrecholu této parketize, dostavime
ve jmenovateli nulu; mame totiz bud p =3, ¢ = 6,
nebo p = 4,q = 4,nebo p = 6,9 = 3.1z toho je patrna
zminéna pfedstava parketaZe jako limitniho ptipadu
mnohosténu.

V predeslém odstavci jsme mluvili také o dualitd mezi
pravidelnymi mnohostény, napfiklad mezi krychlf

NN
NN
e

Obr. IV.10

a pravidelnym osmisténem. Zcela analogicky muZeme
zavést pojem duality i u pravidelnych parketazi. Troj-
thelnikové a Sestithelnikova pravidelna parketdz jsou
navzajem duélni, &tvercovd pravidelna parketaz je
dualni sama k sobé.

Zivérem se zminme o tom, Ze rovinu lze pokryt
i shodnymi pétidhelniky, ale nikoliv pravidelnymi (obr.
1V.10).

OREL A ORLICE
I v heraldice — nauce o erbech — se muZeme setkat

8 geometrickymi zajimavostmi. Nebylo lhostejné, jaky
obraz (v heraldické terminologii figura) byl na &tité;
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nejvétsi poctou bylo dostat do znaku krale zvifat lva
ncbo krale ptaki orla, poptipadé orlici.

Jak se viak rozezna orel od orlice ? V heraldice je to
jednoduché — podle podtu hlav. Orlice mi jen jednu
hlavu, kdeZto orel dvé. Rakousko-uherské cisafstvi mélo
ve znaku derného orla na zlatém 3tité. Dnedni Rakouska
republika ma ve znaku (bez §titu) éernou orlici.

Pro¢ se v heraldice zobrazuje orel se dvéma hlavami ?
Cozpak v prirodd takovi orli Ziji? Divod je ryze geo-
metricky. Heraldicka orlice je soumérnd podle svislé
osy; jediné, co tuto symetrii narusuje, je hlava, ktera je
zobrazena z profilu. Zobrazovat ptaéi hlavu en face by
bylo obtfZné, zvlasté u stylizovaného obrazu, jakym je
heraldickd figura. Proto se dosahuje symetrie ,,proti
pkirodé* tim, Ze se pfida daldf hlava a vznikne orel.
Heraldika nemé nic spoleéného s realistickym malif-
stvim, proto se nad nééim takovym nepozastavuje.

EUKLIDOVSKE KONSTRUKCE

Ve skole jste dasto Fesili konstruktivni geometrické
tlohy. Slo pti nich o to, sestrojit néjaky geometricky
utvar pomoci pravitka a kruzitka, jinymi slovy pouzitim
dvou zékladnich geometrickych tikoni — spojeni dvou
danych bodi pfimkou a opsan{ kruZnice z daného stfedu
danym polomérem. (Pokud mluvime o pravitku, mime
na mysli pravitko bez méfitka.) Tyto konstrukce se
nazyvaji euklidovské, opét podle Eukleida.

Béje vypravi, Ze ve starofeckém Délu vypukl mor.
Obyvatelé hledali pomoc u boha Apolléna.¥Jak uZ to
u Yeckych bohii byvalo, Apollén pomoc slfbil, ale nikoli
zadarmo. V jeho svatyni byl olté# tvaru krychle; Apollén
pozadoval, aby tento oltaf byl nahrazen novym téhoz
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tvaru, ale o dvojndsobném objemu. Tak vznikl takzvany
délsky problém neboli problém reduplikace krychle.
Oznadéfme-li délku hrany krychle a, pak hrana krychle
3 .

o dvojnasobném objemu mi délku avg. Slo tedy o to,
3

k dané tsedce délky a sestrojit tsetku délky al/2. Oby-
vatelé Délu se o to (pomoci pravitka a kruzitka) snaili
ze viech sil, ale nepodafilo se jim to. A nepodafilo se to
nikomu dodnes — ono to totiZ nelze.

Predstavme si, ze FeS§ime euklidovsky néjakou kon-
struktivn{ dlohu. Mdme p¥i tom dény uréité body v rovi-
nd; tyto body maji urdité soufadnice. Soudasné s ryso-
vanim si jednotlivé kroky konstrukce propoditdvame
analyticky. Jsou-li [z, y.] soufadnice bodu 4 a (x5, ¥5]
soufadnice bodu B, pak pHmka 4B mé rovnici

Wa—yp)x+ (xp—x4)y + 21y —
— XpY4 = 0. (1)

Jsou-li [z, ¥s] soufadnice bodu §, pak kruZnice o stfedu
S, jejiz polomeér je roven délce tsetky AB, ma rovnici

2+ y? — 2w — 2ysy + a5 + yi =% —
— 22 42p + 25 + ¥ — 2yays + 3. (2)

Obé tyto rovnice maji tyto spoletné vlastnosti:
a) Koeficienty u z? a y? jsou rovny 1 nebo 0.
b) Koeficienty u  a y jsou rovny é&islim ziskanym ze
soufadnic danych bodit pomoci ndsobeni celym é&islem
a séitanf.
¢) Absolutni &leny jsou rovny &islim ziskanym pomoci
nasobenf celym ¢islem a séftani z &sel, ktera lze vyjad-
fit jako soudin dvou danych soufadnic.
d) Nevyskytuje se soudin zy ani vyssi mocniny x a y nez
druhé.

02



Soutadnice priseéiku dvou p¥imek dostaneme FeSenim
soustavy dvou rovnic typu (1), soufadnice prisediki
piimky s kruznici feSenim soustavy dvou rovuic, z nich%
jedna je typu (1) a druha typu (2), soufadnice prasediki
dvou kruznic feSenim soustavy dvou rovnic typu (2).

Mejme nynf dany soufadnice bodd 4,, 4,, ..., 4,;
mnoZina souiadnic viech téchto bodd budiz M,. Oznag-
me M, mnoZinu vsech rea,lnych dsel, ktera bud' patii do
M, nebo se dostanou jako FeSeni zminenych soustav
rovuic spliiujicich podminky a), b), ¢), d), kde ,,soufad-
nicemi danych bodd* minime ¢isla z mnoziny M,. Po-
dobné jako jsme pfedli od mnoziny M, k mnozinéd M,,
prejdeme od M, k daldf mnoZiné M,, potom od Mk M,
a tak dale. Dostaneme posloupnost mnozin

M, M, M, M, ....

pro niZ plati M, C M, pfi ¢ < j. Sjednoceni viech mno-
Zin z této posloupnosti oznaéme M. Je ziejmé, Ze bod,
jehoZ nékters soufadnice nepat¥{ do mnoZiny M, eukli-
dovsky z danych bodua 4,, ..., 4, nesestrojime.

Takovéto body skuteéné existuji. Plyne to z toho,
o ¢em jsme hovotili v I. kapitole. Lze dokazat, Ze mno-
Zzina M je spoletnd, zatimco o mnoziné viech redlnych
¢isel vime, Ze spodetnd neni a nemuZe se rovnat mnoziné
M.

Vezmeme-li tedy bod 4, = [0, 0] a bod 4, = [0, a]

]

pak M, ={0,a}. Cislo aV2 do mnoziny M nebude
atit.

P Jsou tedy tGlohy euklidovsky nefesitelné a délsky pro-

blém je jednou z nich. Podobné nenf euklidovsky prove-

ditelnd ani rektifikace kruinice a kvadratura kruhu.

Rektifikace kruZnice znamend sestrojeni tusecky, jejiz

délka je rovna délce kruznice o daném poloméru; s nf
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tésné souvisi kvadratura kruhu, to jest sestrojeni &tver-
ce, jehoZ obsah je roven obsahu kruhu o daném polome-
ru. Nefesitelnost téchto Gloh plyne z faktu, Ze = neni
algebraické &islo. Rovnéz nelze dany obecny thel roz-
deélit na tietiny — tzv. trisekce dhlu. (Ve zvlastnich
pfipadech, napiiklad u pravého thlu, to lze.)

PrestoZe je toto dokazino, je mnoho lidi, kteii se stale
pokouseji tyto tlohy fesit. Jde zpravidla o lidi, ktefi sice
matematiku neznaji, jsou vSak nepfistupni jakémukoliv
poudeni. Vypravi se historka o jednom ,,Fesiteli*, ktery
,,vylesil“ délsky problém diky tomu, Ze se domnival, Ze
grafem funkce y = 2® je pi{mka. ObtéZoval se svym
mrefenfm‘ tfi vyznamné akademiky na matematicko-
fyzikalni fakulté Karlovy univerzity, ale ani jim se ne-
podafilo ho o jeho omylu pFesvéddit. Je to poudeni i pro
vas — neZ se zaénete pokouset o v8deckou prici, prede-
v8im studujte. Tim se vyhnete tomu, abyste objevovali
davno objevené nebo se pokouseli o néco, o ¢em je doka-
zano, Ze je to nemozné.

VICEROZMERNE PROSTORY

Predstavme si, Ze kdesi existuji dvourozmérné bytosti,
které nemaji potuchy o existenci tfetiho rozméru; jejich
svétem je rovina. Kdyby do jejich svéta vtrhl nékdo
z nas tifrozmérnych, mohl by tam provadét véci nevi-
dané.

Mohl by tfeba zdzraénym zpasobem osvobodit vézné
z vézeni. Vézen by si odpykaval svij trest v cele, ktera
by meéla tvar néjakého rovinného obrazce, naptiklad
obdélnika (obr. IV.11). Obdélnik je ze vSech stran
uzavien svymi stranami, které pfedstavujf nepfekona-
telnou prekizku. Vézen zarudené nemize utéci — vidyt
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z vnitfniho bodu obdélnika do kteréhokoliv wvméjsiho
bodu se lze dostat jen skrz jeho stranu, to jest sténu
vézeni.

A nyni by pfifel t#rozmérny nasinec a provedl by
zazrak. Sebral by vézné, vyzvedl ho z roviny do t¥roz-
meérného prostoru a opé&t by ho polozil do roviny v nékte-
rém misté mimo vézeni. Dvourozmérné bytosti by Zasly
— jak se jen mohl podatit iték z uzamdené cely ¢ Prosel

Obr. IV.11

snad vézen zdi ? My vime, Ze zdf neprosel, ale Sel cestou,
kters je pro dvourozmérné bytosti nepochopitelna. Sel
mimo rovinu, v niZ tyto bytosti Ziji, tedy z jejich hle-
diska prosté opustil svét a zase se vratil, oviem na zcela
jiné misto svéta, nez ze kterého odesel.

A nyni pfejdéme v nadich dvahdch o dimenzi vyse.
Na misto dvourozmérnych bytost{ pfijdeme my a na
nase misto pak bytosti dtyfrozmérné. Kdyby se do na-
Seho Zivota zadaly plést tyto bytosti, mohlo by se také
stat, Ze by néjaky vézen tajemné zmizel z cely a objevil
se nékde mimo aredl nipravné vychovného zafizeni.
Marné bychom si kladli otdzku, kudy uprchl. Skrz zamée-
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né dvete? Skrz miffe v okné? Skrz zed, podlahu &i
strop ? Nikoliv, odesel jinudy. Ctyfrozmérna bytost ho
vynesla ven ze svéta, tedy mimo na§ tfirozmérny
prostor, a vritila ho do tohoto prostoru na jiném misté.

Existence étyfrozmérného prostoru by byla vyhodna
nejen pro vézné, ale i pro podestné femesiniky. RoztrZi-
tému obuvnikovi se muZe stit, Ze omylem misto paru
bot usije dvé stejné levé boty. Mohl by tedy vyhodit
jednu z téchto levych bot ven z naseho prostoru a tato

c
A B B’ Al
Obr. IV.12

bota by dopadla zpét jako pravi. Podobné by si mohl
pomoci i rukavi¢kar.

Je tu totiz opét analogie. Na obr. IV.12 vidime dva
trojihelniky 4 ABC a A4 A'B'C’. Tyto trojihelniky jsou
nepfimo shodné; existuje vzédjemné jednoznaéné zobra-
zenf, které zobrazuje body jednoho z nich na body dru-
hého a zachovava délky usedek i velikosti dhla, avSak
Zédnym pohybem v roviné nelze ptevést jeden z téchto
trojihelnikd v druhy. Kdybychom méli tyto trojthel-
niky vysttiZené z papiru a posunovali je po desce stolu,
nikdy se ndm je nepodafi pfemistit tak, aby leZely na
sobdé a aby pritom splyval vrchol 4 s vrcholem A4’,
vrchol B s vrcholem B’ a vrchol C s vrcholem €', MiiZeme
viak jeden trojihelnfk zvednout se stolu, obritit jej
licem dold a poloZit zpét na stil. Timto pohybem ve
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tifrozmérném prostoru jsme dostali z trojihelnikid nepfi-
mo shodnych trojihelniky p¥imo shodné.

Stejné tak existujf i nepﬁmo shodné t¥irozmérné
utvary; pfikladem je prava a-levé bota nebo prava
a leva rukavice z téhoZ piru. Pohybem ve &tyfrozmér-
ném prostoru lze pfevést neptimo shodné tiirozmé&érné
\tvary v dtvary pfimo shodné; pohybem v ti{rozmér-
ném prostoru to nelze,

Dalsi prostor pro bujnou fantazii skyta prostorodas.
Ke tFem soufadnicim 2,%,z bodu v tifrozmérném
prostoru pfidejme &tvrtou soufadnici #, kterd znadf das.
Potom uspofidand &tvetice [z, y, z, t] ptedstavuje bod
{tyfrozmérného prostoru a je to takzvand udélost.
Ctvetice [z, y, z, ] prostd znamend, Ze urdity bod mél
v ¢asovém okamZiku ¢ soutadnice x, y, 2. KaZzdé hodnotd
soufadnice ¢ odpovidé néjaky ti{rozmérny prostor,
ktery vyjadfuje situaci v pislusném okamiiku; tyto
tfirozmérné prostory tvof{ soustavu navzdjem rovno-
bé&znych prostori, analogickou osnové pfimek v rovind.
Pokud bychom si piedstavili, Ze takovyto &asoprostor
redlnd existuje jako &tyfrozmérny prostor, pak bychom
si mohli pfedstavit riizné vylety do minulosti. Napifklad
historik, kterému vrt4 hlavou, kdo vlastné zavraZdil
Véclava III.,, mohl by si najit prostor odpovidajici
plislusnému okamZiku v roce 1306 a pak uz by zbyvalo
jen vydat se do Olomouce, aby byl svédkem této histo-
rické uddlosti. Riskoval by oviem pfi tom, Ze si ho s tim
krélem spletou. Kdyby se tak stalo a kdyby presto vy-
vézl Zivotem a vrdtil se do dnein{ doby, mohl by také
zjistit, %e jeho diplom je neplatny, protoZe Karlova
univerzita nikdy neexistovala. Viclav III., vyviznuv
z rukou vrahi, zplodil ndstupce trinu Pfemysla Otaka-
ra III., takfe Premyslovci po meédi zistali zachovéni
& Lucemburkové nikdy na d&esky trin nenastoupili.
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A ponévadz Pfemysl Otakar ITI. ztistal véren rytifskym
mravim a daval pfednost lovu a turnajim p¥ed zakla-
danim univerzit, zustala Praha bez univerzity.

Toto vSechno jsou ovSem fantazie a zkoumdan{ vice-
rozmérnych prostord v matematice a ve fyzice s tim
nem4 nic spoleného. Matematik zkouma tyto prostory,
ani% by se tiisl pfed mohutnou é&tyfrozmérnou rukou,
kterd by ho z ticha jeho pracovny pfenesla &tyfrozmér-
nym prostorem do nékteré prizdné cely v Sing-Singu.
Vicerozmérné prostory jsou pro ného prostfedkem, jak
zjednodusit urdité dvahy. Napfiklad méme-li soustavu
n hmotnych bodd, pak tyto body maji dohromady 3n
soufadnic a lze tuto soustavu zkoumat jako jeden bod
ve 3n-rozmérném prostoru. Znime-li analytickou geo-
metrii v tfirozmérném prostoru, nenf uZ tak tézké p¥i-
dat dal&f soufadnice a pracovat s nimi analogicky.
Stejné je tomu i s prostorotasem. Jde prosté o takzvany
matematicky aparit; pod slovem apardt si nemusifme
piedstavovat zrovna fotoaparat nebo radioaparit, ale
prostd néco, éeho se pouZivi, aby se dosihlo néjakych
vysledk. Pro libovolné pfirozené » je n-rozmérny pros-
tor pro matematika prosté mnoZinou viech usporida-
nych n-tic redlnych é&isel, s nimi% se pracuje jako se
soufadnicemi bodd. O tom, zda takovyto prostor sku-
teénd existuje v tom smyslu, v jakém mluvime o nasem
tiirozmérném prostoru, matematik prostd neuvaiuje;
to je otdzka spise pro fyziky, astronomy a filozofy.

NEEUKLIDOVSKA GEOMETRIE
Jednfm z axiomi euklidovské geometrie je axiom o rov-
nob&zkich. Rik4, e danym bodem lze k dané p¥imoe
vést pravé jednu rovnobézku.
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Dlouho se matematikové zabyvali otazkou, zda je
skute&nsd nutno tento axiom povaZovat za axiom — zda
by sc totiz nedal dokdzat z ostatnich axiomid. Rusky
matematik N. I. Lobadevskij (1793—1856) a madarsky
matematik J. Bolyai (1802—1860) se na tuto otizku
rozhodli jit cestou, kterd dnes je v matematice bdini,
ale tehdy znamenala ndco revoluéniho. Rozhodli se
zkoumat geometrii, v nfZ by platily viechny axiomy
euklidovské geometrie s vyjimkou axiomu o rovnobéz-
kéch; ten by byl nahrazen axiomem tvrdicim, e danym
bodem k dané p¥imce, kterd jim neprochizf, 1ze vést
alesponi dvé p#fmky, které s danou pfimkou nemajf spo-
le¢ny bod.

Lze skutedné sestrojit model takovéto geometrie. Mo-
delem geometrie rozumfime soustavu néjakych prvki
zvanych ,body* a n&jakych prvki zvanych ,,pfimky*,
pro né% piislusnd soustava axiomid plati. Nezdlezf na
tom, %e nejde o body a pfimky v bé#ném smyslu; pokud
by axiom o rovnobézkéch skuteénd vyplyval z ostatnich
axiomi, musel by platit v kaZdém modelu, ktery tyto
axiomy spliiuje.

Zvolme v roviné kruZnici k. ,,Body* nafeho modelu
budou vSechny body leZici uvnité krunice % (a Z4dné
jiné), ,,pHimky‘‘ budou vnittky vSech tétiv kruZnice k.
Pro tyto ,,body” a ,,pfimky‘ plati vSechny axiomy
euklidovské geometrie kromé axiomu o rovnobézkich.
(Aby platily metrické axiomy, musime délky tsedek
a velikosti Ghli definovat trochu jinak neZ béinym
zplisobem, ale tim se zde nebudeme zabyvat.) PFitom
viak danym ,,bodem‘ 1ze k dané ,,pfimce** vést dokonce
nekone&né mnoho ,,pifmek*, které s nf nemajf spoleény
»bod*. Na obr. IV.13 vidime dv® takovéto ,,pHimky‘
vedené ,,bodem‘‘ M k pfimce p. Z toho plyne, Ze axiom
o rovnobézkich nevyplyvé z ostatnich axiomii; kdyby



tomu tak bylo, musel by platit i zde. Takovito geometrie
se nazyva geometrie Lobadevského.

Axiom o rovnobézkach lze nahradit i axiomem tvrdi-
cim, Ze ka¥dé dvé pi{mky maji spoletny bod; pak je
viak nutno trochu pozménit 1 nékteré dalsf axiomy.

\ P
\_’
Obr. IV.13

Dostaneme tak geometrii, které se ¥kd Riemannova
geometrie podle G. F. B. Riemanna (1826—1866). I zde
si miZeme sestrojit urdity model. Méjme kulovou plo-
chu. ,,Bodem‘* nafeho modelu bude kaZd4 dvojice na-
vzdjem protilehlych bodu této plochy, ,,pifmkou‘* bude
kaz?dé hlavn{ kruZnice kulové plochy, to jest kruZnice,
jejimZ stfedem a polomérem je stfed a polomér kulové
plochy.

Pokud axiom o rovnobéikéch prosté vynechime
a nidfm jej nenahradime, mluvime o absolutnf geometrii.
Kazdé tvrzeni, které platf v absolutni geometrii, platf
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i v geometrii euklidovské, Lobadevského i Reimannové.
Zkouméni neeuklidovskych geometrifi ma vyznam
v modern{ fyzice (teorie relativity).

KONECNA PROJEKTIVNI GEOMETRIE

V tvodu této kapitoly jsme mluvili o tom, co je to pro-

jektivni geometrie. Jeji zdkladni axiomy jsou pouze

tti:

1. Libovolnymi dvéma body prochazi pra,vé jedna piim-
ka.

2. Libovolné dvé pH{mky majf spoleény pravé jeden bod.

3. Existuji étyii body, z nich% Z4dné t¥i neleZi v piimce.

Nékdy se piidavaji jestd dalsi axiomy, (napfiklad
axiom Desarguesuv), ale zékladem jsou tyto tfi. Bere-
me-li viechny body a pimky v euklidovské roving,
vetné nevlastnich, tyto axiomy jsou zfejmé splnény.
Bodii a ptimek je oviem nekoneénd mnoho.

Existuji v§ak modely projektivni géometrie, kteréd
maji jen koneény podet ,,bodu‘‘ a ,,pfimek®. S modely
urdité geometrie jste se setkali uZ v pfedeslém odstavci;
nebude vam tedy &init potiZe pfedstavit si, Ze ,,body‘‘ bu-
dou éfsla 1, 2, 8, 4, 5, 6, 7 a ,,pFimkami‘ budou tiiprv-
kové mnoziny {1, 2, 5},{1, 3, 7}, {1, 4, 6}, {2, 3, 6}, {2, 4, 7},
{3, 4, 6} a {5, 6, 7}. O ,,bodu* ¥ekneme, Ze lezi na ,,p¥{m-
ce’ pravé tehdy, je-li prvkem piislusné mnoziny. M-
Zete si ovérit, Ze viechny axiomy zde plati.

Méme tedy projektivmi geometrii, kterd ma pouze
sedm bodl a sedm p¥imek (uvozovky zde jiz vynecha-
vame); na kaZdé pfimce leif tfi body, kazdym*“bodem
prochéazeji t¥i pfimky. Je to nejmensi moZny podet
bodi a pfimek takovéto geometrie. Existuji oviem dalsi
konené projektivni geometrie; v kazdé z nich kazda
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p¥imka obsahuje tentyZ podet k bodi a rovnéz ka¥dym
bodem prochézi k& pimek. Celkovy podet bodu a celkovy
podet pfimek se také sobé rovnajf; je to

n=k—k41.

Neexistuje ovSem koneéna geometrie pro ka’dé k, ale
Ize dokdzat, Ze existuje tehdy, je-li k = p* 4 1, kde p
je prvodislo, a je pfirozené éislo.

Pokud vSak bychom chtéli najit model konedné geo-
metrie, v ném# by skuteénd mnoZina bodd byla pod-
mnozinou mnoZiny boda (vlastnich i nevlastnich) eukli-
dovské roviny a rovnéz mnozina piimek byla podmnoZi-
nou mnoziny p¥imek této roviny, nepoda¥i se ndm to.
Zvolime-li totiz v euklidovské roviné étyfi body, z nichz
Z4dné tii neleii v primce, spojujeme tyto body pfim-
kami, hledame priseéiky téchto piimek a opét je spoju-
jeme a tak dale, neskondime nikdy po koneéném poétu
krokt a dostaneme tak geometrii nekoneénou.

Jesté vice neZ v samotné geometrii se koneéné geo-
metrie uplatiiuji v algebfe (teorie svazi) a v kombinato-
rice.

MOEBIUV LIST

Povime si 0 jednom zajimavém kouzle. Vezmete prou-
Zek papiru, jehoZ konce jsou slepeny. UkaZete divakiam,
Ze na jedné ani na druhé strané prouzku neni vibec
nic nakresleno. Potom pfed diviky podél prouzku kresli-
te daru tak dlouho, aZ se vritite do vychozfho bodu.
Divici vas mohou ostfe sledovat, aby se pfesvéddili,
Je nezvedate tuzku s papfru. Pak prouzek opét ukaZete.
Divaci uZasnou — &ara je na obou strandch prouzku!

Cely trik spoédiva ve zpisobu, jakym jsou slepeny kon-
ce prouzku. Aby kouzlo vyslo, nesmime je slepit béZnym
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zpusobem (rub na lic), ale musime nejprve prouZek
zkroutit o 180° a potom ptilepit rub na rub. Ted uZ je
zfejmé, jak se ,,kouzli*. Zadneme-li kreslit na lici, pfejde-
me v mistd slepenf na rub, nakreslime d¢iru na rubu,
v misté slepeni opét pfejdeme na lic a kreslenif dokonéi-
me. V kouzle mii¥eme pokradovat tak, Ze prouzek podél
nakreslené &iry rozst¥ihneme; prouiek se nerozpadne na
dva kusy, ale ziistane veelku.

Obr. IV.14

N45 slepeny prouZek mé tvar jisté zajimavé plochy,
ktera se podle A. F. Moebia (1790—1868) nazyva Moebitv
list (obr. IV.14). Moebius patii vlastnd k prvnfm pri-
kopniktim té oblasti matematiky, kterd se dnes nazyva
topologie a o niZ jsme se zminili uZ v dvodu této kapi-
toly. Moebitv list je pfikladem takzvané neorientova-
telné plochy. Orientovat plochu znamend v podstatd
urdit jejf ,,rub* a ,lic* (to je oviem Fedeno nematema-
ticky). U roviny to zfejmé lze, u kulové p]ochy také.
U Moebiova listu nikoliv; mohli bychom Fci, Ze ,,m4 jen
jednu stranu‘. Rovnéi okraj Moebiova listu je pouze
jednou souvislou kfivkou. Tato plocha se tedy poéita
mezi neorientovatelné, na rozdil od roviny nebo kulové
plochy, které jsou plochami orientovatelnymi.
+. Vezméme si nynf kruh vystfiZeny z papiru a slepme
jeho okraj po celé délce s okrajem Moebiova listu. Prak-
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ticky to radé&ji nezkousejte, protoZe se vam to nepoda¥i.
Né&co takového si dovedeme pfedstavit pouze ve &tyi-
rozmérném prostoru. ProtoZe viak uZ vime, e matema-
tik béZnd pracuje i s vicerozmérnymi prostory, miZeme
v uvahach klidné pokradovat. Dostaneme uzavienou
plochu, ktera je topologicky ekvivalentnf s projektivn{

Obr, IV.15

rovinou. Co to znamena? Projektivni rovina vznikne
z euklidoveké roviny pfiddnim nevlastni pfimky. Exis-
tuje tedy vzidjemné jednoznadné zobrazeni mnozZiny
viech vlastnich i nevlastnich bodd roviny na mnozinu
boda nasdf plochy, které je spojité a prevadi kaZdou
piimku projektivn{ roviny (tedy vdetné jejiho nevlast-
nfho bodu) na néjakou uzavienou kiivku na nasi ploge.
(Nebudeme definovat, co je spojité zobrazenf, ale podle
toho, co jsme si Fekli v Givodu nasf kapitoly o topologii,
si dovedete piedstavit, co to je.) Pfitom tyto kfivky maji
tytéZz vlastnosti jako piimky v projektivnf rovind —
ka¥dymi dvéma body plochy prochazi privé jedna tako-
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vato kiivka a kaidé dvé takovéto kiivky maji pravé
jeden spoledny bod. Proto této ploSe z hlediska topologie
miZeme prostd Fikat projektivni rovina; vime, Ze topo-
logie takové plochy, které jsou mezi sebou topologicky
ekvivalentnf, prosté nerozlisuje.

Vezméme nyni dva Moebiovy listy a slepme jejich
okraje (samozfejmé to opét v tfirozmérném prostoru
nelze). Dostaneme neorientovatelnou plochu, kterd se
nazyva Kleinova lihev. Proé zrovna lahev ? Je to patrné
z obr, IV.15. Vidime zde jakousi ,komfnovou rouru®,
kters prochézi sténou ,,lahve*; ve skuteénosti ovSem
vede ,,jinudy* jako onen vézen prchajic z vézenf.

Ulohy

1. Sestrojte trojihelnik, jsou-li dény velikosti jeho vydek.

2, Sestrojte trojihelnflk, jsou-li ddny délky jeho tdznic.

8. Utvar na obr. IV.16 se nazyvé Hippokratovy masféky. Jeho
obvod tvoff pilkruZnice, jejichZ priméry jsou strany pravo-
thlého trojihelnfka. Vypodtdte obsah tohoto utvaru, znéte-li
délky a, b odvésen trojihelnfka.

4. Letadlo letdélo sto kilometri pfesnd ne jih, potom sto kilo-
metrd na zdpad a zase sto kilometri na sever. Pfitom se na-

Obr. IV.16



koneo vrétilo pfesnd na toté% mfsto, odkud vzlétlo. Jak je to
moZné? Pozor, iloha m4a dvé feseni.

6. Obrazec na obr. IV.17 rozddlte na &tyfi shodné nepfekry-
vajici se obrazce.

6. Kdy% jste vyiesili dlohu 5, jist§ vdm nebude délat ;)ot,ﬁe
ani tato iloha: Rozdélte étverec na pdt shodnych nepfekry-
vajicich se obrazed.

F E
7 c
A [
8C=FE=CD=ED=7AB
AB=AF
Obr. IV.17

7. Statnf vlajky severskych stdtl jsou obdelnfky s kfi¥em zva-
nym heroldsky, sahajicim aZ ke kraji vlajky. Pfedstavme si, Zo
by ld{# zabiral pfesnd polovinu obsahu obdélnika; obd jeho
ramena jsou ovéem stejnd Sirokd. Urdete &fiku ramen k¥iZe
v zdvislosti na délkdch a, b stran obdélnfka.

8. Mluvime-li uz o vlajkdch, ptipomeiime si, e u kazdé stétn{
vlajky je (pffmo ustavou pfila)luéného stdtu) pfesnd urden po-
mér déi‘ek stran. VEechny exempldie téfe statni vlajky jsou
8i tedy geometricky podobné, af uz jde o vlajku na obif lodi
nebo o stolnf{ vla.jeé‘]';u, kterd se klade na stil oficidlnfm hostiim
z pisludné zemé. Rozhodnd byste méli védsét, jaky je pomér
délek stran u deskoslovenské stdtnf vlajky.
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9. Pouze u dvou stdtnfch vlajek je tento pomdr 1:1 a jde
tedy o vlajky &tvercového tvaru. Kterd stdty maji takovéto
vlajky ?

10, A jeitd jedna otdzke tohoto typu: Ktery jediny stdtna
svStd mé vlajku jiného tvaru nez dtyfihelnfkového ?

11, V roviné jsou ddny dvd riznobéiné pf{mky a, b a bod M,
ktery leZf mimo né. Mdme tento bod spojit pfimkou 8 priseéi-
kem P piimek a, b. ,,To nic neni,* Feknete. Oviem pozor:
pfimky a, b se protfnajf mimo papfr, na ktery kreslime, a ne-
smime papfr nastavovat ani kreslit po stole, (Rikéme v tomto
pipadsd, Ze priuseéfk P je nepifstupny.)

12, Nyni méjme opdét neptistupny priseéik P pkimek a, b
a ddle pifmitu o, jejiZz prisediky s pfimkami a i b jsou pHstupné.
Bodem P méme k pf¥{mce o vést.iolmici.

18. Médme lupu, kterd zv&tiuje pstkrat. Podivéme se touto lu-
pou na ihel velikosti 5° Jak velky se ndm bude tento ihel
jevit

14, Pfedstavme si, Ze by zemékoule byla pfesnou kouli 8 rov-
nym povrchem bez horstev a mofi. Kolem rovniku by byl
napjat drdt tSsnd obepinajfof zemdékouli. Tento drdt by se

ndhle prodlou#il o metr. Lze jej pak nazvednout tak, aby pod
nfm podb&hla mys?

Releni dloh

1. Jeou-li a, b, ¢ délky stran trojihelnfke & v,, v, v, velikosti
piisluinych vySek, pak pro obsah P tohoto trojihelnfka
plati:

P=%(w¢=% bvb=%w.,.

Z toho plynou tyto uméry:
a:b=vy:9,,
bio=uv,:v, n
G:0=19y:9;.

Mséjme nynf novy trojihelnfk, jeho% délky stran jsou v,, v, v;
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a velikosti p¥{sluinych vysek w,, wy w, Pak zfejmd opst
plat{:
Wq ¢ Wp = Vp 2 Vg,
Wyt Wy = U, 3 Vp, (2)
Wy t Wp = Uy : Vg,

Srovnédnfm dmér (1) a (2) dostdvéme:

waiup:w,=az:b:c. (3)
)‘ ka
A ’E";
> K
\
A \
\/S, T ) S
A N —
!\
v\ S
A, B
Obr. IV.18

Sestrojime tedy nejprve trojihelnik T,, jeho# délky stran jsou
dané velikosti vysek v,, vp, v;. V tomto trojihelniku sestrojime
vydky a pak sestrojfme trojihelnik T,, jehoz délky stran se
rovnajf velikostem w,, wp, w, téchto k. Podle (3) tento
trojihelnik je podobny hledanému trojihelnfku. Nyn{ tedy
zbyvé k trojihelnfku T, sestrojit podobny trojihelnik T,
v némZ vyska ke strané odpovidajici strand délky w, v T,
m4é velikost v,; tento trojihelnik je fefenim tlohy.

2, Dané délky téZnic oznadme ¢, #, ;. Neché vrcholy hleda-
ného trojihelnfka jsou 4, B, C, necht stfedy stran protilehlfch
témto vrcholum jsou po Fadd Sg, Sp, S, TéZistd oznaéme 7.
Sestrojfme nejprve trojihelnik 4 ABT. Délka strany AT je

rovna.—s— ts, délka strany BT se rovné % tp. Déle znédme délku
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t&znice S, T trojihelnfka A ABT; je rovna —:la—tc. Sestrojme nej-
prve usedku S,T. Bod A musi leZet na krufnici 44 o stiedu T'
a o poloméru % t5; podobnd bod B lezi na kruznici kp o stfedu

T a o poloméru —i— ty,. Bod B je obrazem bodu 4 ve stfedové

soumdrnosti o stfedu S.; leif tedy na kruZnici k', kterd je

obrazem kruznice k4 v této soumérnosti (obr. IV.18). Bod B
tedy nalezneme jeko prisedfk kruZnio &/ & k5 (jsou moZnd dvé
fedenf). Bod A pak sestrojime jako obraz bodu B ve zminéné
soumérnosti. Takto méme sestrojen trojihelnik 4 4 BT. Nynf
jiZ snadno nalezneme i bod C; lef na polopfimce S,T' ve vzdé-
lenosti £, od bodu S,.

8. Vysledek dostaneme tak, e od obsahu iutvaru sloZemého
z trojuhelnfka & pilkruhi nad odvésnami ode¢teme obsah pil-
kruhu ned pfeponou. Méme tedy

1 1 1 1
- = na? + — b — — ;e?
P 2ab+811:a+81|:b g "o
Podle Pythagorovy véty c* = a* + b". tedy

1
P =—2—ab.

Obsah Hi}ﬁpokmtovych més{8li je roven obsahu pfislu¥ného

pravodhlého trojihelnfka. Viimnéte si, %e se ve vysledku ne-

1\:yskyl;uja &fslo =, al jde o dtvar omezeny kruhovymi oblou-
Y.

4, Prvnf Fefeni: Lotadlo startovalo ze severnfho pélu. Odtud
mohlo letét po libovolném polednfku, nebof vidy 8lo o cestu
na jih., Potom letélo sto kilometri po rovnob&ice, takio bylo
stdle vzddleno sto kilometri od severnfho pélu. Nakonec le-
té‘}lo sto kilometri na sever, takZe se opét vritilo na severnf
pél.

Druhé fefeni: Na severnf i jiZnf zemské polokouli existujf
rovnobdzky vSech moinych délek nepfesahujfeich délku rov-
niku. Existuje tedy na jiZn{ polokouli rovnobéika délky sto
kilometri. Letedlo startovalo z mifsta vzddleného od této
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rovnobdtky sto kilometri na sever. Letdlo na jih aZ k této
rovnobéZce, celou ji obletdlo a vritilo se na sever stejnou cestou,
jakou pfedtim letélo na jih. (Na severnf polokouli ovéem také
existuje rovnobéika délky sto kilometri; neexistuje vSak
misto vzddlené od nf na sever sto kilometri, protoZe severni
pél je od nf bl{Ze nez sto kilometrit.)

5. Relen{ je na obr, IV.19.

6. Refien{ je na obr. IV.20. Jo to Felenf velice jednoduché.
Po trdpeni s pfedeslou 1ilohou jste vlak na to asi hned neptiili.
Pravdépodobnd jste uvaovali: ,,Piedtim se d8lilo na &tyFi
obrazce, a jak to bylo sloZité! CoZ teprve délit ndco na pé&t
obrazca!*

7. Hledand &ffka necht je z. Obsah jednoho ramene kiffe je

Obr. IV.19 Obr. IV.20

vy
7.

Obr. IV.21
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roven az, obsah druhého bz. Obsah kfiZe dostaneme tak, Ze
od soudtu téchto obsahi odelteme obsah z* jejich spolené
&4sti. M4-li se tento obsah rovnat poloviné obsahu obdélnfka,
mus{ platit:

azr + bz — a* =—;—ab.

Upravami dostaneme kvadratickou rovnici:

22' — 2(a + b))z + ab = 0.
Redenf je:

T30 =%(a +b + Va¥ +5%).

ProtoZe z musf byt mensf ne# a i nez b, padé v ivahu pouze
hodnota %(a +b—JaT T 5.

8. Tento pomér je 2 : 3.

% Je to Bvycarsko a Vatikén; jejich vlajky vidime na obr.
V.21,

10. Je to Nepél; jeho vlajka je na obr. IV.22.

11. Zvolme bod A na ptfmce a & bod B na pifmee b tak, aby
body A, B, M neleZely v pf¥{mce. Déle zvolme na pHmece a bod
A’ rizny od A. Existuje prdvd jedna stejnolehlost o stfedu P,
v nfZ bod A4’ je obrazem bodu 4. Bod B’ odpovidajfef v této
stejnolehlosti bodu B sestrojfme jako priusedfk p¥{mky b (coZ

Obr. IV.22 Obr. IV.23
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je spojnice BP) s rovnob&tkou k pf{mce 4B vedenou bodem 4.
Podobns sestrojime i obraz M’ bodu M; bude to priselfk rov-
nobézky k pfimce A M vedené bodem A’ 8 rovnobéZkou k p#im-
ce BM vedené bodem B’'. ProtoZe M’ je obrazem bodu M ve
stejnolehlosti o stfedu P, je M' # M a pf{fmka MM’ prochédzf
bodem P, tedy je to hledand p¥imka MP. (Obr. IV.23).

12, Necht A4, B jsou po fad® priasediky piHmek a, b s pfimkou o.
Zvolme bod P’ mimo ptimku ¢ a vedme jim pifmky a’|| a,

Obr. IV.24

b’ || b. Prusedfky pfimek a’, b’ s pfimkou 6 oznatme po fadd
A‘, B'. Trojbhelnfky 4 ABP a A A'B’'P’ jsou podobné. Vedme
bodem P’ kolmici k pf{mce ¢ & jeji patu oznatme @'. Bod @’
v piisluiné podobnosti odpovidé bodu @, ktery je patou kol-
mice vedené z bodu P k pfimce ¢; médme tedy:

AQ :BQ = A'Q': B'Q’

a pomoci této Gmdéry snadno sestrojime bod @ a vedeme jfm
kolmici k pifmce ¢, coZ je hledand kolmice. (Obr. IV.24).

18. Uhel se i pfi pohledu lupou bude jevit ve velikosti 5°, proto-
%e lupa zvétduje pouze délky, nikoliv velikosti vihld.

14, Necht R je polomér zemékoule v metrech. Pak pivoednf
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délka drétu v metrech je 2rnR. Zvét§fme-li drét o metr, bude
tato délka rovna 2rR + 1. MuZeme tedy z drédtu utvofit kruz-

nici o poloméru B + —2-1;-. Vsechny body této kruZnice pak

mohou byt umistény ve vyice -El;:— metru nad zemskym po-

vrehem. Je to vice ne# &trndet centimetrd, tedy mys miZe pod
drétem klidn$ podb&hnout.
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