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V. KAPITOLA

TEORIE GRAFU A KOMBINATORIKA

Jednou z modernfch matematickych disciplin je teorie
grafia. Grafy, které tato teorie zkoumd, vSak nejsou
grafy funkei, ale jiné objekty, které s grafy funkef maji
spoleény jen nazev odvozeny z feckého ,grafein, coZ
znamend ,,psiti‘. RozliSuji se grafy neorientované
a orientované.

Neorientovany graf G je uspofddani dvejice mnoZin
[U, H], kde U je néjakéd mnoZina, jejiZ prvky nazyvime
uzly grafu G, a H je podmnozina mnoZiny viech neuspo-
fadanych dvojic rtznych prvkd mnoZiny U; prvky
mnoZiny H nazyvame hranami grafu G.

Zaménime-li v této definici slovo ,,neuspofddanych*
slovem ,,uspofddanych‘, dostaneme definici orientova-
ného grafu.

Zatim vém tyto definice asi mnoho nefikaji; zvlasté
asi nechapete, pro¢ se nédemu takovému ¥ka zrovna
graf. Povézme si tedy, jak se takovéto grafy znazor-
nuji; omezime se na p¥pad, kdy mnoZina U (a tedy i mno-
Zina H) je koneén4.

Prvky mnozZiny U (tedy uzly grafu) si nakreslime jako
malé krouzky. Jestlife ueU, velU a neuspofidans
dvojice {u, v} € H, nakreslime tsetku nebo oblouk spo-
jujicf krouzky odpovidajicf uzlim « a v. Tak dostaneme
znazornéni neorientovaného grafu. Piiklad vidime na
obr. V.1. Zde U = {u,, %,, us, %,, 45}, hrany grafu jsou
dvojice {u;, ua}, {Us, s}, {1, Us}, (s, ws}, {0, us}, {us, %}
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Misto {u,, u,} miiZeme hranu zapsat struéné jako u,u,.

Podobné bychom zakreslili i orientovany graf. Je-li
weU, veU a uspofadana dvojice [u, v] € H, kreslime
usetku nebo oblouk spojujici krouZky odpovidajic
uzlim u a v se Sipkou sméfujici ke krouzku znazortiujf-
cimu uzel v. P¥klad vidime na obr. V.2.

O hrand wuv v neorientovaném grafu G fikame, Ze
spojuje uzly « a v a Ze je incidentni s uzly » a v. (Proé¢
mluvime o spojovani, je zfejmé z toho, co jsme si pravé

ity

ul/ u,
u u,

Obr. V.1 Obr. V.2

Obr. V.3 Obr. VA4
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fikali.) Podobnd v orientovaném grafu &asto piSeme

misto [u, v] strudné wuv a tikime, %e tato hrana jde
z uzlu % do uzlu v, % je jejim poditeénim uzlem a v je
jejim koncovym uzlem.

r+Z nadf definice vyplyva, Ze v neorientovaném grafu
mohou byt spojeny hranou pouze dva ruzné uzly
8 24dné dva uzly nemohou byt spojeny vice neZ jednou
hranou. Skuteénd nejdastéji se zkoumaji grafy, v nichZ
je toto splnéno. Nékdy se viak ukazuje udelnym upravit

.. JIRIKOY
MIKULASOVICE
DOLNI NADRAZI

RUMBURK

DOLNI POUSTEVNA o,
PANSKY KRASNA LiPA

RYBNISTE

HRADEK
NAD NISOU

CESKA KAMENICE ,
JEDLOVA

BENESOV TCEskA Lira LIBEREC

NAD PLOUCNIC!

NAD JIZEROU TURNOY

Obr. V.56
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definici tak, aby mohlo existovat i vice hran spojujicich
tutéZ dvojici uzlu; takovéto grafy se dasto nazyvaji
multigrafy, aby se tak odlifily od grafi, o nichZ mluvi-
me zde. Pifklad multigrafu je na obr. V.3. U orientova-

9
nych grafi pfipousti naSe definice existenci hran wv

a vu, kterd spojuji tutéz dvojici uzli, jsou viak opadné
orientované. Pokud bychom pFipoustéli existenci vice

H H u
H c c c H
H H H
Obr. V.6

hran se spoleénym podite¢nim i koncovym uzlem, mlu-
vili bychom o orientovaném multigrafu.

Neékdy se pripoustéji (v neorientovaném i orientova-
ném grafu) i takzvané smycky, to jest hrany spojujici
néjaky uzel se sebou samym. Piiklad neorientovaného
grafu se smy¢kou u uzlu % je na obr. V.4.

Je mnoho aplikaci teorie grafi. Uvedme si jen, Ze
schematické znazornéni Zelezni¢nf sité (obr. V.5) nebo
chemicky strukturnf vzorec (vzorec propanu na obr.
V.6) je grafem. Nékteré zajimavosti z této teorie pozna-
me v nasledujicich odstaveich.

S teorii grafi t8snd souvisi kombinatorika. Néco z ni
uZ znate ze skoly (variace, kombinace). I ta ma velky
vyznam pro jiné obory matematiky (mluvime o kombi-
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natorické topologii & kombinatorické geometrii, diilezitd
je kombinatorika i pro teorii pravdépodobnosti) i pro
praxi. I z nf poznadme nékteré zajimavosti.

PREVOZNIK, VLK, KOZA A ZELT

Znamou hédanku na toto téma jste jisté uZ slySeli.
Ukézeme si, jak ji miiZzeme Fesit pomocf teorie grafi.

PVKZ PVK PvZ PKZ PK

vZ 14 K V4 ']
Obr. V.7

Pievoznik ma pfevézt pres feku vlka, kozu a zell.
Viechny tfi najednou vézt nemiize; muzZe vzit soudasné
bud vlka a kozu, nebo vlka a zeli, nebo kozu a zeli.
Ptfitom vsak nemiZe ponechat bez dozoru vlka s kozou,
protoze vlk by kozu seZral. Z podobného divodu ne-
miZe nechat osamot® kozu se zelim. Jak mé postupovat
pii previZent ?

Situaci si miZeme znézornit grafem na obr. V.7. Kazdy
uzel tohoto grafu oznaduje jistou situaci pfi pFevozu; je
oznaden zadatednimi pismeny ndzvi téch objekti, které
jsou na prvnim biehu; tedy napifiklad PK znad, %e na
prvnim b¥ehu je pfevoznik s kozou a na druhém samo-
ziejmd vlk a zeli. Symbolem prizdné mnoZiny @ je
oznadena situace, kdy jsou vdichni pFevezeni na druhy

118



bfeh. Hrany zndzorituji mo#né pfechody od jedné si-
tuace k druhé. Vyloudené situace jako VK nebo KZ
vynechivame.

Jde nynf o to, nalézt v grafu cestu z uzlu PVKZ do
uzlu @. Cestou z uzlu %, do uzlu %, v grafu @ nazyvéme
kone&nou posloupnost uzld a hran tohoto grafu, kterd
mé tvar

Ug, uoul, ul, UyUg, Ugy « « -, ‘u,._l, Up_yUn, Up

a v nf% se 24dné uzly ani hrany neopakuji. Na p¥sludném
obrazku ka%dé cestd odpovidd jednoduchd lomend &ra.

Na obr. V.7 vidime dvé takovéto cesty. Jedna mi
wzly PVKZ, VZ, PVZ, V, PVK, K, PK, §, druh4 ma
wzly PVKZ, VZ, PVZ, Z, PKZ, K, PK, 0. Tyto cesty
ndm udévajf dv8 moZnd feSeni. Prvni FeSeni: pfevézt
nejprve kozu, vritit se sim zpét, pfevézt zeli, vritit se
zpdt 8 kozou, pfevézt vlka, vritit se sAm zpét, pfevézt
kozu. Druhé feSeni: pFfevézt nejprve kozu, vratit se sim
zpét, pfevézt vlka, vratit se zpét s kozou, plevézt zeli,
vratit se sam zpdt, pfevézt kozu.

SEDM MOSTU V KRALOVCI
O Leonhardu Eulerovi jsme uZ mluvili v III. kapitole

v souvislosti s &slem e. Tento veliky matematik proZil
d4st svého Zivota v mdéstd Krdlovei (Kénigsberg) ve

A g |/
=

Obr. V.8
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Vyohodnim Prusku (dnes$nf Kaliningrad v SSSR). V tom-
to mésté v Eulerové dobé bylo sedm mosti pres Feku
Pregel; jsou zndzorndny na obr. V.8.

Obyvatelé Kralovce si tehdy lamali hlavu s hidankou,
zda by si mohli udélat prochdzku méstem tak, aby ptes
kaZzdy most pfedli prdvé jednou a vratili se nakonec
zpét na misto, odkud vysli. Pro matematika, jakym byl
Euler, oviem i takovito malidkost byla podnétem k vy-

Obr. V.9 Obr. V.10

tvofenf matematické teorie. Tak vznikl dilezity pojem
eulerovského grafu.

Predstavme si, Ze néjaky obrdzek chceme nakreslit
jednfm tahem tak, abychom nezvedali tuZku s papiru
a abychom %idnou &aru nekreslili dvakrat. Vezméme
si t¥eba dopisnf obalku na obr. V.9. Takovyto obrizek
miZeme upravit na znézornéni grafu. Jestlize z néjakého
bodu vychizi jiny podet &ar nez dvé, budeme tento bod
povaZovat za znazornénf{ uzlu grafu a nakreslime tam
pisluiny krouZek. I bod, z néhoZ vychizeji dvé &iry,
miieme povaZovat nékdy za zndzornéni uzlu, nechceme-
-li dostat multigraf. Z oné obdlky ndm tedy vznikne graf
na obr. V.10.

Tah v grafu @ je definovdn podobné jako cesta. Je to
posloupnost

uO! Uolthy, Uy, U Uy, Uy - -y Un—y» un—luun Up
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uzld a hran grafu G. Na rozdil od cesty uzly se mohou
v této posloupnosti opakovat, ale hrany nikoliv. Jestlize
Uy Splyva s u,, pak mluvime o uzavieném tahu, v opaéd-
ném piipadd jde o otevieny tah. Obsahuje-li tento tah
véechny hrany grafu @ (ka?dou ovSem privé jednou),
Fkame mu eulerovsky tah.

Nakreslit obrizek jednim tahem tedy znamené najit
v, pislu§ném grafu eulerovsky tah. Méme-li se navic

Obr. V.11

nakoneo vratit na totéZz misto, odkud jsme vysli, musf
jit o uzavieny eulerovsky tah. V pf{padé hidanky o sed-
mi mostech mésta Krilovece jde o to, nalézt uzavieny
eulerovsky tah v multigrafu na obr. V.11. Uzly tohoto
multigrafu odpovidaji biehtim feky a ostrovim, hrany
znazoriuji pslusné mosty.

Stupenl uzlu % v grafu G je podet hran incidentnich
8 uzlem u v grafu G. Podet uzli lichého stupné v koned-
ném grafu je vidy sudy. Je tomu tak proto, Ze soudet
stupnt viech uzli v grafu je roven dvojnasobku poétu
hran, tedy &islu sudému. Platf to i pro multigrafy.

Uzavieny eulerovsky tah v konefném grafu (nebo
multigrafu) & existuje pravé tehdy, maji-li véechny uzly
v tomto grafu sudy stupeid. Znamena to, Ze takovyto
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graf 1ze nakreslit jednim tahem tak, Ze za¢neme kdekoliv
a opét se vritime tam, odkud jsme vysli. Takovyto graf
se nazyva eulerovsky. V multigrafu na obr. V.11 to
zfejmé nelze; tam dokonce véechny uzly maji lichy stu-
pefi. Zédanou prochdzku po mostech mésta Kralovce
tedy nelze provést. (Pfesné bychom vlastné méli mluvit
o souvislych grafech, tedy o grafech té vlastnosti, Ze
v nich k libovolnym dvéma uzlim existuje cesta, kterd
je spojuje. Pokud graf neni souvisly, samozfejmé jej
jednfm tahem nakreslit nelze. V celém tomto odstavci
véak pro jednoduchost budeme mléky pfedpoklidat, Ze
jde vidy o souvisly graf, popiipadé multigraf.)

Pokud v grafu existujf pravé dva uzly lichého stupns,
neexistuje v ném uzavieny eulerovsky tah, ale existuje
otevieny eulerovsky tah, ktery vychazf z jednoho uzlu
lichého stupné a kondf v druhém. Piikladem je graf na
obr. V.10. Tento graf lze nakreslit jednfm tahem, ne-
muZeme vSak zaéit kdekoliv, ale musime vyjit z nékte-
rého ze dvou uzld, které jsou na obrazku dole, a skondit
v druhém. (Zkuste to!)

Pokud je uzli lichého stupné vice neZ dva, eulerovsky
tah v grafu neexistuje. Nejmensf podet tahii takovych,
%e ka%dé hrana grafu pat¥f privé do jednoho z nich, je
roven poloviné tohoto poétu uzld lichého stupné (tento

Obr. V.12 Obr. V.13
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podet uzld je sudy). Multigraf na obr. V.11 Ize tedy na-
kreslit dvéma tahy. Abychom nakreslili zalepenou dopis-
ni obdlku na obr. V.12, potfebujeme tfi tahy.

Ptiklad eulerovského grafu, tedy grafu, ktery lze na-
kreslit jednim tahem, je na obr. V.13.

V dobd, kdy Zil Euler, teorie grafi jako samostatny
matematicky obor jesté neexistovala. Pro Eulera byla
hidanka se sedmi mosty spiSe rozptylenim pti jeho viZné
védecké praci. Nicménd — veden kratochvilnou h#fé-
kou — polozil uZ tehdy ziklady této teorie a jistd za-
slouZzené dodnes mluvime o eulerovskych tazich a eule-
rovskyoh grafech.

HLAVOLAM § BAREVNYMI KOSTKAMI

Moind, Ze se vam uZ nékdy dostal do ruky hlavolam
sestdvajici ze &tyF krychlf s riizné zbarvenymi sténami.
Krychle jsou étyfi a na jejich sténdch se vyskytujf dty¥i
barvy: &ervens, modra, zelens a Zluté. Ukolem je srov-
nat krychle do ¥ady, to jest vytvofit z nich kvadr s roz-
méry 4 x 1 x 1 tak, aby se na ka¥dé obdélnikové sténd
kvidru vyskytovaly viechny &tyti barvy (obr. V.14).
Také k fedenf této tlohy muZeme pouZit teorie grafii.
Nejprve uspofddejme krychle v libovolném pofadi, to

Obr. V.14
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jest oznadme je symboly K,, K,, K,, K,. Sestrojime mul-
tigraf @, jehoZ uzly budou oznadeny &, m, 2, Z a budou
odpovidat barvam s pifslusnym zadateénim pismenem.
(V matematice zpravidla neuZivime jako symbola pis-
men 8 hicky, ale zde to udélame, abychom méli dobry
pfehled.) Hrany grafu G budou znézorfiovat dvojice

Obr. V.15

protilehlych stén jednotlivych krychli; hrany odpovida-
jicf jedné krychli odlisfme v grafu od hran odpovidaji-
cich ostatnim krychlim (na obr. V.15 jsou rozlifeny tak,
Ze jsou kresleny plné, dirkovansd, éerchované nebo ted-
kované, podle toho, o kterou krychli jde). ProtoZe na
kaZdé krychli jsou t¥i dvojice protilehlych stén, obsahuje
graf celkem dvandct hran rozdélenych do Styt tkd po
tfech hrandch. Hrana patiici do i-té tidy spojuje dva
uzly z, y grafu & pravé tehdy, jestliZe se na ¢-t6 krychli
K, vyskytuje dvojice protilehlych stén majicich barvy
z,y. Je zfejmé, Ze G' miZe byt multigrafem a muze
obsahovat i smy&ky.

Predpokléddejme, Ze mame sestrojen graf G odpovida-
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jicf dané &tvefici krychlf a Ze mame hlavolam vyfeden,
to jest mame sestaven kvddr s poZadovanymi vlast-
nostmi. Pfedpokladejme daile, Ze tento kvadr lei{ na
stole a Ze tedy mi%eme mluvit o sténé dolni, horni,
pfednf a zadni, které maji vesmés rozméry 4 x 1. Po-
dobné nazyviame stény jednotlivych krychli tvoiiei tyto
stény kvadru.

Méjme nyni zobrazeni p,, které kazdé barvé z ptifa-
zuje barvu p,(x) tak, Ze p,() je barva dolnf stény krych:
le, jejiz horni sténa ma barvu z. ProtoZe horni stény
krychlf maji navzajem razné barvy a dolnf stény rovnéz,
je to vzijemné jednoznatné zobrazeni nasf mnoziny
barev opét na tuto mnoiZinu, to jest permutace této
mnoziny. Bereme-li misto horni stény pfedni a misto
dolni stény zadni, dostaneme podobné permutaci p,.

Budeme nyni orientovat nékteré hrany grafu @, to
jest prikreslovat k nim Sipky. Kazdé barva z je spojena
v grafu G s barvou p,(z); k této hrané pfikreslime Sipku
vedouci od z k p,(x). Graf, ktery obsahuje vSechny uzly
grafu ¢ a vSechny hrany, které jsme takto orientovali,
oznaéme F,. Je to takzvany faktor grafu (. (Graf, jehoZ
mnoZina uzld je podmnoZinou mnoZiny uzli grafu @
a jehoZ mnozZina hran je podmnoZinou mnoziny hran
grafu @, nazyvime podgrafem grafu G. Podgraf grafu
G, jehoZ mnoZina uzld je rovna mnozind uzli grafu G,
nazyvéame faktorem grafu @.) Kazdy jeho uzel mi stu-
pen rovny dvéma (je-li uzel incidentnf se smydkou, po-
d{td se tato smydka pFi urSovéni stupnd uzlu jako dvé
hrany). Rikéme mu tedy faktor stupnd dvé neboli
kvadraticky faktor. Navic ma F, tu vlastnost, Ze obsa-
huje privé &tyti hrany a kaZdd z téchto hran je z jiné
tiéidy. Podobné k permutaci p, najdeme kvadraticky
faktor F, grafu @, ktery ma rovnéZ tuto vlastnost.
Dile je zfejmé, %e faktory F, a F, nemaji spoleénou
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hranu (takovdto hrana by musela odpovidat dvojici
horni a dolni stény nékteré krychle a soudasné predni
a zadnf stdny téZe krychle, coZ neni mozné); ¥ikdme, Ze
jsou hranové disjunktni.

Nyni si predstavme, Ze jsme v grafu G nali fa.ktory
F,a Fy popsanych vlastnosti. UkdZeme si, Ze pak miZeme
hlavola.m vytesit. Hrany ka%dého z faktori F,, F, orien-
tujeme tak, aby kazdy uzel byl podateénim uzlem priveé

fa __am g T “ym
A /
; Lo
: v
: ! !
: [
S < b
z z z z
Obr. V.16

jedné hrany p¥sludného faktoru. To lze vidy provést
a jistd snadno pfijdete na to, jak se to provede. Hrané
1-té tiidy sméfujici od uzlu z k uzlu y bude v Fedeni
odpovidat poloha $-té krychle, pfi které ma jeji hornf
sténa barvu z a dolnf barvu y. Uvedeme krychle do této
polohy a sestavime z nich kvadr; pak na hornf i dolnf
sténd budou viechny &ty¥i barvy. Podobné hrang ¢-té
ti{dy sméfujicf od uzlu z k uzlu z v F, bude odpovidat
poloha ¢-t6 krychle, pfi které m4 jeji pfednf sténa barvu
z a zadnf barvu z. ProtoZe F; je hranové disjunktni s F',,
jeho hrany odpovidaji jinym dvojicim stén krychli neZ
jsou ty, které jsou nahote a dole. Krychle tedy miiZeme
do pozadované polohy uvést pouze otddenim kolem svislé
osy bez ménénf polohy hornf a dolnf stény. Takto ziska-
me Fefeni hlavolamu.
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Obvykle se prodavajf krychle vybarvené tak, %e od-
povidaji grafu na obr. V.15. V tom piipadé je feSenim
hlavolamu kvadr, na jehoZ hornf sténé jsou barvy v po-
fadf &ervend, zelend, modra, Zlutd, na dolni sténé modra,
Zluté, zelend, dervend, na pfedni sténd modra, dervend,
zlutd, zelend, na zadni sténd zelend, modra, éervena,
Zluté. Dalsf FeSeni tlohy zfskite nap¥iklad pfeskupenim
krychlf, zaménou protilehlych stén (kaZdou krychli
otodfite o 180° kolem svislé osy) nebo otodenfm kvédru
podle jeho podélné osy.

Popsané kvadratické faktory grafu G vyhleddvime
pfi tak malém podtu hran zkusmo, systematicky pro-
bereme jednotlivé moznosti. Uvedené metody lze pouZit
i v pfipadech, kdy podet krychli a barev jejich stén je
jiny neZ &tyfi; dostdvame pak pouze grafy s jinym
poétem uzli a t¥id hran, jinak je postup stejny.

ROVINNE GRAFY

Jsou tfi domy a tfi studnd. Majitel kazdého domu by
chtél mit od svého domu cesty ke viem tfem studnim,
ale Z4dny z t8chto majitelt nechce, aby se nékters jeho

Obr. V.17
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cesta ldiZovala se sousedovou. Je to moiné tak za¥{dit?

Tato dloha se tyks takzvanych rovinnych grafa. Jak
jsme uvadéli na zaditku této kapitoly, grafy znazoriu-
jeme tak, Ze uzly kreslime jako malé krouiky a hrany
jako tsetky nebo oblouky spojujfef tyto krouzky. P¥itom
jsme zatim nehleddli na to, zda lze tyto tse¢ky nebo

AN

Obr. V.18 Obr. V.19

oblouky kreslit tak, aby se nikde neprotinaly. Pokud
to lze, fikame piislusnému grafu rovinny graf.

Znizornime-li domy i studné jako uzly grafu a pfi-
sludné cesty jako jeho hrany, dostaneme graf, ktery se
v teorii grafi &asto oznaduje symbolem K,,,. Tento
graf neni rovinny; v nejlepsim pf¥ipadd jej lze nakreslit
tak, Ze se pouze dva oblouky znézornujici hrany spolu
protinaji (obr. V.17). Majitelim domu tedy nezbyva
nic jiného, nez aby se alespoii dva z nich dohodli, Ze
se jejich cesty budou kiiZovat.

Ve sttedovéku se véfilo, Ze jisté znameni zvané mufi
noha muZe chrinit &lovéka pfed nastrahami dabla; je
o tom zminka i v Goethové ,Faustovi‘. Mufi noha je
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pravidelny pétitihelnik se vSemi whlopiickami (obr.
V.18). Odpovida mu graf, ktery se oznaduje K;; ma pét
uzld, kazdé dva uzly jsou v ném spojeny hranou. Ani
tento graf neni rovinny; na obr. V.19 vidime jeho nakres,
na némz se praveé dva oblouky protinaji.

Jestlize nékteré hrany grafu G nahradime cestami,
které obsahuji je§té dalsf uzly, a dostaneme tak graf G,
fikime, Ze graf G’ byl ziskdn z grafu G' délenim hran.

AN

Obr. V.20

Na obr. V.20 vidime graf ziskany délenfm hran z grafu
Ky,

Samozfejmé neni-li ndjaky graf rovinny, nenf rovinny
ani graf ziskany z ného délenim hran. A jestlize nerovin-
ny graf @, je podgrafem (to jest &asti) grafu @,, pak ani
graf G; nemuzZe byt rovinny. Tedy Zadny graf, ktery
obsahuje jako podgraf graf K,,; nebo K; nebo graf ziska-
ny z nékterého z téchto grafi délenfm hran, nenf rovin-
ny.

Plati to vSak i obracend. Mluvi o tom véta, kterou
dokazal K. Kuratowski:

Graf G je rovinny pravé tehdy, neobsahuje-li jako
podgraf graf K,,, nebo K; nebo graf ziskany z nékterého
z téchto grafi délenim hran.
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Tato vyznamné véta ndm umoZiuje urdit, zda je nd-
jaky graf rovinny, aniz bychom se jej pokouseli kreslit
#4danym zpisobem.

BAREVNE MAPY

Zemd&pisné mapy se zpravidla barvi tak, Ze Gzemf kazdého
statu je vybarveno jednou barvou a tizem{ sousednich
stdtd jsou vybarvena riznymi barvami.

Predstavme si, 6 mame takovouto mapu nakreslenou
v rovind nebo na globu. MiZeme vzft zcela libovolnou
mapu, kters vibec nemusi{ odpovidat skutedné situaci
na zemd&kouli. Chtéli bychom ji obarvit pfedepsanym
zpisobem. Uzemf, kterd maji spoleény jen jeden bod
(jako napiiklad Arizona a Colorado), za sousedni ne-
poklidéme a miéZeme je barvit stejnou barvou. Uzemd,
ktera jsou od sebe oddélena Gzemfim jiného statu (popii-
padé mo¥em), poklddime za riznd; neuvaZujeme o tom,Ze
t¥eba patif témuz statu (napiiklad USA a Aljaska). Ko§
lik barev na to pot¥ebujeme ?

TFi barvy nestadf. Najdeme-li si na mapé Lucembur-
sko a jeho t¥i sousedy, Francii, Belgii a NSR, vidime, Ze
kaZdy z téchto sousedi sousedi s obédma ostatnfmi a Ze
tedy kaZdy ze zminénych &tyt statd musi byt obarven
jinou barvou.

P. J. Heawood na konci minulého stoleti dokézal, Ze
pét barev stadi. Dlouho viak nebylo jasné, zda by nesta-
&ily &tyfi barvy. Tento problém veSel do d&jin matema-
tiky jako problém &étyF barev.

Uvahy o barveni map lze pfevést na Gvahy o rovin-
nych grafech. Uvnitf kaZdého tizemi na mapd zvolfme
jeden bod — tieba hlavnf mésto pislusného stidtu. Ten
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bude uzlem uréitého grafu. Hranou v tomto grafu spo-
jime dva uzly pravé tehdy, lezi-li tyto uzly na tzemich,
ktera spolu sousedi. Takovyto graf bude rovinny.

Nynf tedy jde o to, obarvit uzly tohoto grafu tak, aby
libovolné dva uzly spojené hranou mély riznou barvu.
Jinymi slovy, méme rozlofit mnoZinu uzli grafu na

Obr. V.21

disjunktni t¥dy tak, aby Z4dné dva uzly z téZe tiidy
nebyly spojeny hranou. Nejmensi poéet takovychto
tHid (&ili barev) se nazyvad chromatické é&islo grafu.
Problém &ty* barev tedy spodiva v tom, zda chromatické
¢islo rovinného grafu muze byt vétsi nez Gtyti.

Problém &tyt barev odoldval snaham matematiki az
do dervence 1976. Tehdy ameriéti matematikové W. Ha-
ken a K. Appel dokazali, Ze chromatické ¢islo rovinného
grafu nemuZe byt vét3f nez &ty¥i a tedy étyfi barvy stadf
k obarven{ libovolné mapy. Podafilo se jim najit lroneény
(ale velmi vysoky) podet grafii, o nichZ dokazali, Ze lze-li
tyto grafy Zidanym zpisobem obarvit, lze tak obarvit
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vSechny rovinné grafy. Obarveni téchto graft pak pro-
vedli na samoéinném poéitadi.

Je zajimavé, Ze pro slozitéjsi plochy nez rovina nebo
kulovéa plocha byla podobna tvrzeni dokazana podstatné
dfive. Napfiklad uz dlouho je znamo, Ze libovolnou
mapu na anuloidu (plocha podobna pneumatice na obr.
V.21) Ize obarvit sedmi barvami.

S vétou o ¢tyfech barvich je ekvivalentnf véta, kterou
vyslovil (tehdy pouze jako hypotézu) P. G. Tait: Je-li G
rovinny graf, v ném? kazdy uzel ma stupenn 3, pak lze
hrany grafu G obarvit tfemi barvami tak, Ze Zadné dvé
hrany incidentn{ s tymzZ uzlem nemaji stejnou barvu.

BLUDISTE

Z fecké mytologie zname baji o labyrintu, ktery postavil
vieumél Daidalos pro krétského krale Minéa. V labyrin-
tu byl ukryt Miné6tauros, dlovék s byédf hlavou, syn byka
a Mindovy manzelky Pasifaé. Tomuto netvoru musel
athénsky kral Aigeus kazdych devét let posilat jako
stravu sedm mladiki a sedm divek. Konec tomu udinil
Aigetv syn Théseus, ktery Minétaura zabil. Musel ho
vSak nejprve v labyrinté najit a po svém hrdinském &inu
se dostat z labyrintu ven. K tomu mu pomohla Ariadné,
dcera krale Minda. Dala mu klubko niti; Théseus tahl
nit za sebou, ¢im?Z si znadil cestu.

Béje mé uréité historické jadro; zbytky labyrintu byly
skutedné na Krété nalezeny.

Dnes slou#i bludisté jako atrakee. Vsichni jisté znate
zrcadlové bludisté v Praze na Petiiné. Anglicky humo-
rista Jerome Klapka Jerome poutavé popisuje bloudéni
v bludisti v Hampton Courtu ve své knize ,, Tti muZi ve
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¢lunu kromé psa‘“ (v novéjsim piekladu ,,Tfi muzZi ve
¢lunu, o psu nemluvé‘): *)

,,Nakonec vedli si v8ickni jako divi a volali privodce;
mily privodce ptisel, vylezl na 7ebfk pied bludistém
a se Zebifku jim vysvétloval, kudy ven. Viem vSak uz
v hlavé vikilo a byli tak popleteni, Ze nic nechapali, takze

o

QObr. V.22

je privodce vyzval, aby zustali, kde jsou, %e pro né
piijde. Srazili se v houfec a &ekali; pravodce slezi
a vstoupil do bludisté.

Byl nanestésti, jak uz tomu osud nékdy chce, novag-
kem a nevyznal se valné ve své Zivnosti; v bludisti sice
byl, ale nalézti jich nemohl. Chodil sem tam, aby se
k nim dostal, a koneéné sam zabloudil. Obdas jej za-
hlédli, jak se Zene na druhé strané pirepazky; pokazdé,
kdyZ je uvidél, hnal se k nim a oni éekali pét minut;
ale pruvodce objevil se za chvili opét na misté, kde byl
dfive, a divil se, kudy pry chodili.

*) Pieklad T. a E. Héchi. Vydalo nakladatelstvi F. Topi¢
v Praze 1802.
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Nezbylo nic jiného ne# éekat, aZ pfijde od obéda stary
dozorce, a pak teprve dostali se ven.

Harris tvrdil, Ze, pokud pry dovede posoudit, je to
bludisté vyteéné; i dohodli jsme se, e tam budeme hle-
dét vlakat Jiftho, aZ poplujeme zpét.*

Plan bludisté v Hampton Courtu je na obr. V.22,
Takovéto bludisté lze znazornit grafem; je na obr. V.23.

Obr. V.23

Predstavme si, ze by Théseus nemél Ariadninu nit, ale
zato k¥idu, kterou by si mohl znaéit cesty, kterymi pro-
Sel. Jak by postupoval, aby zarutené Minétaura nagel
a dostal se opét ven? Na to existuji rizné predpisy ¢&ili
algoritmy (o algoritmech se podrobnéji doétete v VII.
kapitole). Jeden z nich popsal Norbert Wiener (1895 a%
1964), zvany ,,otec kybernetiky*.

Chodbu, kterou prosel jednou, bude Théseus znadit
jednim k¥izkem; pokud ji projde podruhé, nakreslf jestd
druhy kifZek. Z kaZdého rozcestf se vidy da ndkterou
chodbou, kterd dosud nebyla oznadena; pokud jsou
viechny chodby oznadeny, pijde tou jednokifZkovou
chodbou, které pouZil naposledy pfi pfichodu na toto
rozcesti (to je vidy mozné). Nikdy nevstoupi do chodby
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oznadené dvéma Ikifizky. PH tomto postupu zarudend
Minétaura najde. Kdyby byl oklamén a Zidny Minétau-
ros by v bludisti nebyl, mohl by se o tom Théseus pie-
svédéit tfm, Ze by se podle tohoto algoritmu dostal zpét
ke vchodu, kterym do labyrintu vesel; algoritmus zaru-
duje, Ze v tomto pfipadé by byl cely labyrint prohledén,
Pokud Théseus Mindtaura najde a zabije, vritf se tak,
Ze pouiiva stéle chodeb s jednim kfiZkem; ty ho bez-
pedné dovedou k vychodu. Zkuste si to s labyrintem na
obr. V.22,

MAGICKE CTVERCE

Magickym &tvercem nazyvéme tabulku rozdélenou na n
fadki a » sloupet, do jejichZ poliek jsou vepsina &isla
od 1 do »? tak, aby soudet &isel v kazdém ¥4dku, v ka-
dem sloupci a v obou dhloptitkich byl stejny.

Kdysi se véfilo, Ze tyto ¢tverce maji skuteéné magicky
vyznam. Dnes se na né divime pouze jako na zajimavou
hiféku.

Na grafickém listd Albrechta Diirera ,,Melancholie
miiZzeme nalézt magicky &tverec z obr. V.24,

Popifeme si nejstarsi metodu sestavovani magickych
étverci pro m liché. Tato metoda se nazyvé indickd
nebo také siamské (Siam je stary nazev Thajska).

Réadky budeme é&fslovat zdola nahoru &fsly 1 a% =,
sloupce zleva doprava rowvndZ &sly 1 a% n. Symbol
(z, y) znad¥{ politko v z-tém ¥Fidku a y-tém sloupei.
JestliZe se v popisu metody vyskytne vyraz z + 1
a budeme mit £ = n, budeme za x 4 1 povaZovat ¢islo
1; podobné pro y 4 1. Vyskytne-li se vyraz z —1
a bude z =1, budeme za z — 1 povaZovat &fslo =.
Rekli jsme, %e n jo liché; m4 tedy tvar » = 2m 4 1, kde
m je pfirozené &fslo.
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Tohoto &fsla m budeme v popisu metody pouZivat.
Nynf miZeme popsat jednotlivé pravidla indické me-

tody:

1) Cislo 1 vepfSeme do politka (n, m + 1).

2) Jestlize &islo z je vepsano do poli¢ka (z, y) a polidko

(z + 1, y + 1) je dosud volné, vepiseme &¢fslo z 4 1 do

politka (x + 1, y + 1).

16| 3| 2|13
5|10 11 8 8 1 6
9 ? 7 12 3 b 7
sl15 |14 1 4| 9|2
Obr. V.24 Obr. V.25

3) JestliZe &islo z je vepsino do politka (z, y) a polidko
(x + 1, ¥y + 1) je uZ obsazeno, pak ¢&islo z + 1 vepifeme
do politka (x — 1, ). (Lze dokazat, Ze toto polit¢ko musi
byt volné.)

Méjme n = 3, tedy m = 1. Cislo 1 podle pravidla 1)
zapifeme do (3, 2). Politko (1, 3) je volné, napiSeme
tam 2. Poli¢ko (2, 1) je volné, napifeme tam 3. Poli¢ko
(3, 2) je uZ obsazeno ¢islem 1, tedy &fslo 4 piSeme do
poli¢ka (1, 1). Poli¢ko (2, 2) je volné, piSeme tam 5.
Poli¢ko (3, 3) je volné, piSeme tam 6. Policko (1, 1) je
obsazeno ¢islem 4, tedy éislo 7 piSeme do politka (2, 3).
Politko (3, 1) je volné, pifeme tam 8. Konedndé 9 pi-
Seme do volného politka (1, 2). Magicky &tverec je
hotov (obr. V.25).

Existujf oviem i dal${ metody sestavovan{i magickych
dtverci.
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LATINSKE CTVERCE

Jiny drubh zajimavych d&tvercovych tabulek jsou la-
tinské &tverce. Mame opét tabulku o » ¥adcich a % sloup-
cich. Tentokrat do nf vpisujeme &fsla od 1 do » tak, aby
se kazdé z téchto ¢isel v kaidém Fadku a v kazdém
sloupci vyskytovalo pravé jednou.

5| 1|2 3] 4
4lsl1]| 23 43|21
314|512 3|1 T 2
23| 451 P _4_ 1|3
1| 23|45 1| 2| 3|4
Obr. V.26 Obr. V.27

Latinské étverce maji pro moderni{ matematiku pod-
statné vétsf vyznam neZ é&étverce magické. Souvisejf
s teorif grup, o nfZ jsme mluvili v I1. kapitole, a ji po-
dobnou teorii kvazigrup. RovnéZ maj{ vyznam pro
zkoumani konednych geometrif, které jsme poznali
v IV. kapitole.

Latinsky étverec miZzeme sestavit pomérné jednoduse.
Budeme poli¢ka znadit (z, y) jako v pfedesiém odstavei.
Do poliéka (z, y) vepiSeme zbytek ziskany pii déleni
disla = + y — 1 éislem n; je-li tento zbytek 0, piSseme
misto néj n. Tak napfiklad pro » = 5 dostaneme la-
tinsky étvereo na obr. V.26.

Je-li n takové éislo, e n 4 1 je prvoéislo, miizeme
také do polidka (x,y) vepsat zbytek pfi déleni &isla xy
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tislem n + 1. Priklad takového étverce pro n = 4 je na
obr. V.27.

Poéet riznych latinskych &tverct o n fideich a n
sloupcich je velmi vysoky; pro kazdé » je to nejménd

11.21.3! ... nl

Sestrojovani latinskych &tverct tedy neni nic t&%-
kého. Horsi je to viak s ortogondlnimi dvojicemi latin-
skych &tverod. Dva latinské &tverce o m ¥idcich a n
sloupcich nazveme ortogonalnimi, jestlize ke kaZdé
uspofddané dvojici [a, b] celych &isel mezi 1 a n existuje
pravé jedna dvojice (z,y) takova, Ze a je v politku
(z, y¥) v prvnim étverci a b je v poliéku (2, y) v druhém
Stverci. Piklad ortogonilnich latinskych é&tverc je
na obr. V.28,

Utvoiime-li nyni z ortogondlnich latinskych &tverca
Stvereo, v jehoi kazdém politku je uspofddani dvojice
¢isel, ktera lezi v odpovidajicich polickdch obou danych
dtvercli, nazyva se tento &tverec fecko-latinsky. V na-
Sem piipadé je to dtverec na obr. V.29 (8arky mezi
¢{sly nepiSeme).

1| 2|38 4] 5 1|1 2|3 4] 5

2 3 4 5 1 3 4 i} 1 2

3 4 5 1 2 6 1 2 3 4

4 6 1 2 3 2 3 4 b 1

6 1 2 3 4 . 4 b 1 2 3
Obr. V.28
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Zde se opét setkdavame s jménem L. Eulera. Ten doké-
zal, Ze pro kaZdé liché n a pro kazdé n délitelné ¢ty¥mi
existuji ortogonalni latinské &tverce o = Fidcich a n
sloupcich. Pro ostatni ¢fsla n» mohou existovat a nemuse-
ji. Neexistujf naptiklad pro n = 6, pro n = 10 existuji.
Euler se zabyval iilohou, zda lze postavit 36 distojniki
o Sesti riznych hodnostech & ze Sesti raznych plukd do

1122|3344 66

23 | 34| 45| 51 | 12

36 | 41 | 62 | 13 | 24

42 | 53 | 14 | 25 | 31

64 | 156 21 | 32 | 43

Obr. V.29

dtverce tak, aby v ka?dé Fadd a v kazdém zdstupu byli
dustojnici vesmés riznych hodnostf a z riznych pluki.
Refenfm by byl fecko-latinsky &tverec o Sesti ¥adeich
a Sesti sloupcich: jak jsme uvedli, tento &tverec neexistu-
je. Uloha tedy nem4 feSenf.

Ukazalo se, Ze Yecko-latinské étverce maji aplikace
v agronomii. Pfedstavme si, Ze mdme sedm odrid pde-
nice a sedm druht umélého hnojiva. Chceme vyzkouset
vliv jednotlivych hnojiv; k dispozici mame pole tvaru
¢tverce. Nejprukazndjsf je pokus tehdy, utvo¥ime-li
na poli fecko-latinsky &tveree a do policka s dvojici
[a, b] nasejeme a-tou odridu psenice a pohnojime ji
b-tym hnojivem.
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ZIVA PRIRODA V MATEMATICE

Co byste fekli matematickym terminim ,,strom*, ,les",
,,kostra‘, ,,had®, , housenka‘ ? V teorii grafii se s_kuteéné

vyskytuji.

AN

Obr. V.30

/N j\/

Obr, V.31
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Uzavieny tah, v ném# se neopakuji uzly, se nazyva
kruznice. Graf nazyvame souvislym, jestlize ke kazdym
dvéma jeho uzlim existuje cesta, ktera je spojuje. Graf
bez kruZnic se nazyvé les; je-li navic souvisly, je to
strom. Les se sklddd z jednoho nebo vice stromi. Na
obr. V.30 vidime strom, na obr. V.31 les.

Ka%dy souvisly graf G obsahuje faktor, ktery je stro-
mem; tento faktor se nazyva kostrou grafu G. Na obr.
V.32 vidime takovouto kostru; jeji hrany jsou kresleny
pIng, ostatnf hrany grafu @ &irkované.

o o o o °
Obr. V.32 Obr, V.33
c \/
Obr. V.34 Obr. V.35
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Strom neobsahujicf uzly stupné vétsfho ne% dvé je had
(obr. V.33). Strom, v ndmZ pravé jeden uzel ma stupen
vétdf nei jedna, je hvdzda (obr. V.34). Hvézdy sice do
Zivé pHrody nepatH, ale tento graf pfipomind spiSe
mofskou hvézdici. Strom, z ného? odstranénfm vsech
uzld stupnd jedna a hran s nimi incidentnich vznikne

Obr. V.36

had, se nazyvi housenka (obr. V.35). Graf, jehoZ kaZdd
hrana nilez{ nejvyse jedné kruZnici, je kaktus (obr.
V.36). ~
V teorii grafii se setkdme i s listy a kofeny. Jiné zaji-
mavé terminy jsou kolo, mlyn, vieteno a podobnsé.

Ulohy

1. Podobnym zpisobem jeko iilohu o pfevoznfkovi 1ze Fedit tuto
tlobu: T¥i cestovateld cestujf zemf lidojedd. Majf t¥i privodce
z fad domorodolt, Neduvéfuji jim, & proto se snaZi, aby lido-
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jedi nad nimi nemsli nikdy pfesilu. Véech Zest lidf se potfebuje
preplavit pfes feku lodkou, v niZ je misto jen pro dvé osoby.
Jak to provedou?

2. Podobnym zpisobem se majf pieplavit t¥i manZelské péry.
Muzi jsou Zdrliv( a Z2é4dny z nich nedovoli, abi jeho manielka
byla v jeho nep¥itomnosti ve spolednosti jiného muZe. Jak se
pleplavi?

Obr. V.37 Obr. V.38

8. Relte analogickou iilohu pro vice ne% t¥i manZeleké péry za
ptedpokladu, Ze v fece je ostrov.

4. Na Sachovnici je osm dam, kaZdd z nich miZe brat libovol-
nou jinou. Rozestavte je tak, aby se navzdjem neohroZovaly.

5. Obvyklou Sachovnici muZe projit kui tak, Ze kaZdé pole
navstivi prdvd jednou a nakonec se vrati na vychoz{ pole.
Bylo by to moZné i na &tvercové dachovnioi o lichém podtu fad
a sloupei ? Bylo by to moZné na obvyklé Sachovnici, z nf% jsou
vyi{znuta pole al a h81?

6. Graf na obr. V.37 nakreslete tak, aby se ka?dé dv& hrany,
které nejsou incidentni s tym% uzlem, protinaly prévé v jednom
bodé.

7. V grafu na obr. V.38 najdéte uzavieny tah, ktery prochdzi
kazdym uzlem prdvé jednou. (Jde o takzvanou Hamiltonovu
kruZniei.)
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8. Totéz pro graf ne obr. V.39.

9. Indickou metodou sestavto magicky &tverec o péti fddcich
a péti sloupcich.

10. Cemu je roven soudet &isel v libovolném rddku magického
étverce o n rddcich a n sloupcich ?

) AV
AN

i

[~ I S T |

A V1 1

c d e f g h

- [€Y
N
N
€N

N

»

Obr. V.39 Obr. V.40

Refeni dloh

1. Nejprve piepluje cestovatel s lidojedem, cestovatel se vrati.
Prepluji dva lidojedi, jeden se vriti. Pfepluji dva cestovateld,
vréti se jeden cestovatel s lidojedem. Pfepluji dva cestovatels,
vrati se jeden lidojed. Prepluji dva lidojedi, jeden z nich se
vréti. Nakonec pfepluji dva lidojedi.

2. ManZelské péry oznadme A, B, C. Nejprve prepluje pani A
a pani B, pani A se vrdti. Pfepluje pani A a pani C, panf A se
vréti. Prepluje pan B a pan C, manzelé B se vrati. Ptepluje
pan A a pan B, pani C se vréiti. Pfepluje pani A a pani C, pan{
A se vrdtif. Nakonec pfepluje pani A a pani B,
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8. Nejdive pan{ A odveze postupn® vlechny ostatnf feny na
ostrov a vrétf se. Potom pan B odveze postupné viechny ostat.
ni mue kroms pana A na druby b¥eh a vrdtf se. Preplujf man-
Zel§ A, pan C se vréti. Piepluj{ pan B a pan C. Nakonec panf{
Af pl?stupné pteveze viechny ostatn{ Zeny z ostrova na druhy
bFeh.

A

Obr. V.41 Obr. V.42

4. Jedno mo#né fedeunf je na obr. V.40.

8. Nenf to moZné. Kufi mus{ postupnd stifdat bfld a &ernd
pole, tedy na Bachovmici musf byt stejny podet Zernyoch a bi-
Iych poli. V obou popsanych pffpadech jsou tyto podty rizné.

8 chodem kond na Sachovnici souvis{ hddanka zvand konf-
dek. Urdity text je vepsdn po jednotlivych slabikdch do poli-
tek tabulky tak, Ze kaZdé slabika je v politku, které 1ze dosdh-
nout tahem koné z politka s pfedchoz{ slabikou; tkolem je
tento text najft. S touto hddankou se miZete &asto setkat
v tasopise ,,Hdédanka a kifZovka‘‘.

6. Relen{ je na obr. V.41,
7. Refenf je na obr. V.42
8. Relienf je na obr. V.43.
9, Rtedenf jo na obr. V.44.
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Obr. V.43 Obr. V.44

10. Ve &tvereci jsou vdechna &isla do 1 do n?, jejich soudet je
%n'(ﬂ' + 1). Rédka je n, v kaZdém z nich je soudet stejny,

je tedy roven —;—n(n’ + 1)
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