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V.KAPITOLA

RESENf KOMBINATORICKYCH
ULOH

Pii feseni kombinatorickych tloh uréitého typu kombi-
nujeme zikladni poznatky odvozené v predeslych od-
stavcich a piipadné je dopliiujeme daldimi tGvahami.
UkéZeme si to na nékolika pifkladech.

Uloha 1. Kolik riznijch slov, v nichi nejsou #didnd
dvé pismena o vedle sebe, je moZno ziskat zdménou pofadi
ptsmen ve slové lokomotiva, ?

Redeni. Hleddme polet viech uspotddanych desetic
pismen a, ¢, k, I, m, &, v, 0, 0, 0 takovych, Ze ¥4dna dvé
o nejsou vedle sebe. Rozdélme viechna tato slova na
P(7) disjunktnich skupin podle toho, v jakém pofadi
jsou v nich pismena, vynechidme-li viechna t¥i 0. V kaz-
dé skupiné je pak tolik slov, kolika zplsoby lze pfidat
po pismeni o na tfi z nisledujicich osmi mist: do mezer
mezi ostatnimi pismeny (téch je 6), pfed prvni pismeno
a za posledn{ pismeno; tedy K(3, 8) slov. Hledany potet
bude ’

P(7) K(3, 8) = 7! [g] — 282 240.
Uloha 2. Kolika zpisoby se dd z karetni hry (po osmi

kartdch &yF barev) vybrat 6 karet tak, aby mezi nimi byly
karty vdech StyF barev?
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Redeni. VSechny mo#nosti se rozpadaji na dvé dis-
junktni podmnoziny M,, M, V prvnf budou viechny
gestice karet, v nichZ je po dvou kartdch dvou barev
a po. jedné karté zbylych dvou barev; ve druhé Sestici
sloZené z t¥i karet jedné barvy a po jedné karté ostatnich
t¥ barev. MnoZina M, se rozpada na K(2, 4) disjunktnich
skupin podle toho, které barvy maji ony dvé dvojice.
Vzhledem k tomu, %e dvé karty nékteré barvy lze vybrat
K(2, 8) zpusoby a jednu kartu K(1, 8) zpisoby, snadno
zjistime, Ze kazda skupina obsahuje pravé

K(2, 8) K(1, 8)2
Sestic karet. MnoZina M, ma tedy privé
K(2, 4) K(2, 8)® K(1, 8)
prvki. Analogicky zjistime, Ze mno#ina M, obsahuje pravé
K(1, 4) K(3, 8) K(1, 8)®
gestic karet. Vysledek je pak

[;](;]2[$]2+ [i](g][?]" = 415 744.

Ti, kdo jsou v podobnych ivahich zbéhlejsi, postupuji
vétdinou rychleji a vyjadfuji se strudnéji. Reseni predeslé
ilohy pak vypadd asi takto:

Jsou dvé mozZnosti — bud po dvou kartich dvou ba-
rev a po jedné ostatnich nebo tfi karty jedné barvy
a po jedné ostatnich. V prvnim piipadé lze barvy vybrat

2
[;]zpﬁsoby a karty[ ;] 82 zpiisoby, ve druhém piipa-
dé barvy &tyfmi zplisoby a karty[g] 83 zpiisoby.

Nespornd vyhoda takovych formulacf je jejich pre-
hlednost. Musime vSak dbat na to, abychom neztratili
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ponétf o tom, co za takovymi zkratkami ve skute&nosti
je, a mit se napozoru, abychom se nedopustili chyby.
UkaZme si, jak snadno se miZeme zmylit, na jiném,
na prvni pohled elegantnéj§im fedenf tlohy.

Nejprve vybereme po jedné karté-kazdé barvy, coz lze
provést 8¢ zplsoby. Pak vybereme zbyvajici dvé karty,

. 2 .
pro coz je ( 28] moZnosti. Dostaneme tak 8‘(228] Sestic

karet.

Kdybychom ¢islo, k némuz jsme tak dosli, spodetli,
ukézalo by se, Ze je vétsi neZ vysledek, ktery jsme dostali
predtim. Je to zpiisobeno tim, %e pii druhém FeSeni jsme
nékteré zpusoby zapodetli vicekrat: tak napf. vybere-
me-li nejprve &tyfi esa a pak derveného a kulového
krile, dostaneme stejny vysledek, jako kdyZ nejprve
vybereme Zaludské eso, zelené eso, derveného krile
& kulového krile a potom piidime &ervené a kulové
es0. Seletli jsme totiz poéty prvku 8% skupin, které
nebyly disjunktnf.

Uloha 3. Kolika, zpusoby je moino rozdélit 8 chlapcd
o 4 dé&véata na dvé Sestilennd volejbalovd drufstva tak,
aby v kaZdém druistvu bylo alespori jedno dévée ?

Eedent. Nejprve urdime polet rozd&leni, pfi nichz
bude v obou druzstvech po dvou déviatech. Déviata
do prvniho druZstva lze vybrat K(2, 4) zpasoby a ptidat
k nim chlapce vidy K(4, 8) zpisoby. Prvni druZstvo
Ize tedy sestavit K(2, 4) K(4, 8) zplisoby, zbyvajici hridi
vytvorf druhé druzstvo. Vzhledem k tomu, %e nam neza-
le#{ na tom, které druZstvo bude prvni, dostaneme

%[;][:]rozdéleni, pti nichZz je po dvou dévéatech
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v druZstvu. Zbyva urdit, kolika zpisoby lze hride rozds-
lit tak, aby v jednom druZstvu bylo jediné dévdée. Lze
je vybrat K(1, 4) zptisoby a chlapce k nému vidy K(5, 8)

zpisoby. Dostaneme tak 4 [g] rozdéleni. Hledany podet

tedy bude
3(a) () +4(s) = o+

Jiné fedent. Kdybychom nepozadovali, aby v kazdém
druZstvu hralo dévée, mohli by se hridi rozdélit celkem

% K(6, 12) zptisoby. V K(2, 8) piipadech by byla viech-
na dévéata v jednom druZstvu. Hledany podet je tedy

1(12 8
2(e)-(2) =
Uloha 4. K orientaénimu zdvodu se piihldsilo k zdvod-
nikt, mezi nimi Kacerovsky, Pafizek a Wenig. Zdvodnici
budou vybihat na trat jednotlivé v uréitém intervalu. Kolika

2pisoby lze sestavit rozvrh starté tak, aby Zddnt dva z uve-
denyjch zdvodnikt nestartovali tésné po sobé?

Resent. Viech mo¥nych rozvrhi je P(k). Nejprve urde-
me, v kolika rozvrzich startuje Kacerovsky hned po
Patizkovi. Tuto uspofddanou dvojici si miZeme pfed-
stavit jako jediného zédvodnika a hledanych rozvrhia
bude pravé tolik, kolik by bylo vsech rozvrha k —1
zavodniki, totiz P(k — 1). Ke stejnému poétu dojdeme
pro kazdou z V(2, 3) uspofddanych dvojic uvazovanych
zévodniki. Celkovy podet rozvrhi, p¥i nichZ dva z uva-
fovanych zdvodnikid startuji tésné po sobé, nenf viak
V{2, 3) P(k — 1), nebot uvaZovanych V(2, 3) mnoZin
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rozvrh nenf navzdjem disjunktnich. Rozvrhy, v nichZ
startuji vdichni t¥i uvaZovani zidvodnici t&sné po sobd
(napt. v pofadi Kacerovsky, Patizek, Wenig), jsou obsa-
Zeny ve dvou mnoZinich rozvrha (pro dvojice Kacerov-
sky, Patizek i Patizek, Wenig). Kazdou z P(3) uspotida-
nych trojic uvaZovanych zdvodnikid si pfedstavme jako
jediného zédvodnika: vidime, %e podet rozvrhii, které by
byly zapodteny dvakrat, je P(3) P(k — 2). Ve vice neZ
dvou mnozinach se Z2idny rozpis nevyskytuje. Hledany
podet je tedy

P(k)— V(2, 3) P(k — 1) + P(3) P(k — 2) =
= k! — 6(k — 1)! + 6(k — 2)!

(Poznamenejme, Ze zde i dale zapis ab! znamenda a(b!)
a ne (ab)!.)

Uloha 5. V zdpise o volejbalovégn utkdni je uvedeno,
jak se ménil stav (naps. 0:1, 0:2, 1:2, 2:2 atd. pro kaZdy
set). Kolik je v8ech moZnijch zdpist 2dpasu, hraného na t¥s
vitézné sety, pokud kaZdy set skonlil patndctym bodem
drufstva, které ho vyhrdlo (takfe druhé druistvo v ném
dosdhlo nejvyde 13 bod# ) ?

Redeni. Nejprve uréime pro ka?dé me{0, 1, ..., 13},
kolik existuje setdi, v nichZz domdci zvitézili v poméru
15 : m. Snadno uvaZime, Ze je jich pravé

14 + m]

14 ’

uvédomime-li si, e patnicty bod domécich vidy ukon-
tuje set. Je tedy celkem

(1) +(aa) + -+ ()

Py(14, m) =[
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setd, v nichZ vitéz{ domaci (a oviem stejny podet seti,
v nichZ vitézi hosté). Podle cvié. 2.10 je vSak tento
soudet kombinadnich é&isel roven ?g] . To se dé kombi-
natoricky snadno vysvétlit. Piedstavime-li si, Ze dru-
stvo, které dosdéhne patndctého bodu, dovoli pak jesté
(proti pravidlim) soupefi hrit dél a dosahnout stav na
pfijatelnych 15 : 13, zjistime, Ze na poétu viech moznych
setd se nic nezménf. P¥i tdchto podivnych praktikich
je véak zfejmé podet mozZnosti Py(15, 13).

Analogickym postupem dojdeme k tomu, Ze pokud
jde o pribéh zdpasu poditany na sety, je pro kaidé
me{0, 1, 2} pro vitézstvi domacich v poméru 3 :m

2 +

pravé 2 m] moZnosti.

Celkem tedy existuje
28)2 28Y¢  (4) (28}
2 (i) + 2 (i) + () (is) |

Nisledujici tloha je snad aZ prili§ jednoduchs, jeji
vysledek vsak budeme pozdéji nékolikrat potiebovat.

zapasi.

Uloha 6. Kolik 7e véech poradi s opakovdnim p proki
L. drubu a g prokd 2. drubu, v nich¥ Zddné dva prvlcy
1. druhu nejsou vedle sebe ?

Redent. Jo jich pravd tolik, kolika zpisoby lze roz-
"mistit p prvka 1. druhu na ¢ + 1 mist, totiz do ¢ — 1
mezer mezi prvky 2. druhu a pted prvni a za posledn{

z nich. Hledany poéet je tedy[q;l; l]v pHipadé p <
< q + 1 a 0 jinak. '
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Uloha 7. Jsou ddna prirozend &isla ¢, m (¢ 4+ m = 3)
a (¢ + m)-uhelnik A,, 4,, ..., A;im. Kolika zpisoby lze
obarvit jeho vrcholy tak, aby jich ¢ bylo Cervenyjch, m mod-
rjch a pritom Zddné dva sousedni vrcholy nebyly Eervené ?

Redeni. Hledany podet oznaéme b(c, m). Pro ¢ > m je
ziejmsé b(c, m) = 0. Bud naddle ¢ < m. Na prvni pohled
je patrna souvislost s vilohou 6, na ni% také Glohu 7 pte-
vedeme. VSechna obarveni s popsanou vlastnosti roz-
délme na dvé disjunktni skupiny podle toho, je-li vrchol
A, terveny nebo modry. Oznadme jesté z(p, q) vysledek
tlohy 6. Potom je zfejmé v prvni skupind prave z(c — 1,
m — 2) a ve druhé z(c, m — 1) obarveni. Je tedy

blec,m) = 2(c—1,m—2) + z(c, m — 1) =

-(e20)+ (7)== (0

Uloha 8. Kolik existuje riznyjch vlajek slofengjch z n vo-
dorovnyjch stejné Sirokijch é’ervenych a bilych pruhﬂ tak,
Ze Zddné dva bilé pruhy nejsou vedle sebe ?

Resent. Nejprve urleme, kolik lze sestavit vlajek,
které maji uvedenou vlastnost & obsahujf pravé k derve-
nych prubd (a tedy pra.vé n—Fk bilych pruhd). Podle

dlohy 6 jich bude (fbi k v piipadé t + 1 =
gn—k[nebolik = n—2— l]aOvpi'ipadé k< n;—l .
(Stéle predpokladime, %e k < n.) Celkovy podet bude

GZ)+GEE2) - +(0)+(77)
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kdea=%prosudé,n,a,= n;l pro liché ». -

Jiné fedeni. Hledany podet viajek oznatme v,. Pfed-
poklidejme, %e k > 2 je pfirozené &fslo. Viechny vlajky
sloZené z & pruhi, z nichZ spodni je derveny, lze ziskat
tak, Ze se ke vem v;_, vlajkam sloZzenym z k£ — 1 pruhi
ptisije doli &erveny pruh. Viechny vlajky sloZené
z k pruhi, z nichZ spodni je bily, lze ziskat tak, %e ke
viem v;_, vlajkdm slofZenym z k& — 2 pruhid pFidijeme
doli &erveny pruh a pod néj bily pruh. Plati tedy

(14) Ve = Vkoq + Vk-g

pro kazdé ptirozené k > 2. Zfejmé je v, = 2 (dervend
vlajka a bfla vlajka) a v, = 3 (¢ervenobila, bilodervena
a gervend). Podle odvozeného vzorce je dile :

Ve=v,+v,=3+2=

vy =v3+v,=5+3

vy =0+ v, =8+ 5
atd.

8,
1

Chceme-li urdit &islo v, pro konkrétni n, pokradujeme
tak dlouho, aZ dojdeme k hledané hodnoté.*)

Tato metoda se dasto pouZivd. Nékdy se nedaii najit
bezprostiedni vyjidieni n-tého &lenu pomoci n, jako se
to podatilo v prvnim Fefenf Glohy 8; vétiinou se viak
rekurentni** ) vzorce (jak se ¥{kid obdobidm vzorce (14),
v nich% se é&leny néjaké posloupnosti vyjadiuji pomoci
predchézejicich &lent)) dobfe hodi k numerickému vy-

*) MoZn4, %e jste poznali tzv. Fibonacciova &fsla, se kterymi
se v matematice ¢asto setkdvdme.
**) z latinského recurrere — béZet zpét
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poétu. S rekurentnimi vzorci se v této kniZce jestd
nékolikrit setkdme a vlastnd jsme s nimi uz pracovali
i v ptedeslych kapitolich — viz nap¥. (1).

6.2

5.3

5.4

5.5

5.6

5.7

Cvidenf

Kolika zpisoby si mohou t¥i osoby rozdélit 7 stejnych
hrudek a 6 stejnych jablek, aniZz by je krdjely ?

Kolika zptsoby lze postavit na Sachovnici p&t riznyoh
figurek tak, aby dvé stdly na bilych a t¥i na ernych po-
lich ?

Kolik raznych vét sklddajicich se ze sedmi slov, lze
sestavit ze vSech 39 pismen vdty .dequam memento
rebus in arduis servare mentem (bez ohledu na smysl) 1*)
V kupé je 10 mist. T¥i pasazéfi chtéji sedét ve sméru
jizdy, jeden proti sm&ru. Ostatnim Zesti, mezi né% pat¥f
Venoudek s maminkou, je to jedno aZ na to, Ze Venousek
chce sedét u okna a vedle maminky. Kolika zptisoby se
mohou cestujief usadit, aby byli viichni spokojeni ?

Jak se zménf vysledek pFedchoziho cvideni, bude-li
cestujicich bez néroku

a) o jednoho.

b) o dva

ménd ? (V kupé pak bude jen 9, resp. 8 cestujicich.)
Kolika zpisoby lze sestavit rozvrh startd orientalnfho
zévodu tak, aby Pafizek vybshl az po Wenigovi a Kece-
roveky aZ po nich.

Dokazte, Ze pro &islo v, z tlohy 8 plati

=0 RO

*) Latinské sentence nés nebdd4, abychom se i v kritickych
situacich Fidili rozumom.
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5.8 Prevrdtime-li vlajku, miZe vzniknout jind vlajka. Jaky
nejmendi podet vlajek musfme mit, abychom mohli vy-
vésit-kteroukoli z v, vlajek z ilohy 8?

5.9 Opravte chybné fefenf ulohy 2,

6.10 Kolike zpisoby lze ze sedmi chlapci a &tyf divek vybrat
Sestitlenné druZstvo tak, aby v ném byla alespofi dv&
déviata ?

5.11 Je sprdvné nésledujici feSeni pFedchézejici iilohy ?
Nejprve vybereme dvé dévéata, coZ lze K(2, 4) zpusoby.
Ze zbylych deviti osob k nim ptiddme &tyki, coZ lze

4)(9
K(4, 9) zpusoby. Hledany podet je tedy ( 2] ( 4] .

5.12 Kolika zptisoby lze dét 20 riznych kniZek do knihovniéky,
v ni% je 6 polic, vejdou-li se vSechny knizky do keZdé
police ?

5.18 Kolika zptsoby lze z 10 kosmonauti vybrat étyfélennou
posddku, neni-li vhodné, aby jisti dva kosmonauté letéli
spolu ?

5.14 Kolik ruznych slov, v nichZ Z4dné dvé samohldsky nejsou
vedle sebe, lze ziskat zdménou pofadi pismen slova
protoplazma ?

5.16 Deset manzelskych pdrt nasedd do pdti lodék pro &tyfi
osoby. Kolike zpiisoby se mohou rozdélit na pét skupin
tak, aby Klimovi jeli spolu v lodece a Podedvovi také
a aby v kaZdé lodce byli dva muZi a dvd Zeny ? (Na uspo-
fddén{ skupin ani osob ve skupindch nebereme zfetel.)

5.16 Kolika zpisoby lze postavit do fady 6 Angli¢anu, 7
Francouzi a 10 Turkl tak, aby kazdy Anglidan stdl mezi
Francouzem a Turkem a %d4dny Francouz nestél vedle
Turka ? )

6.17 Kolika zpusoby si mohou 3 osoby rozebrat 33 riznych
knih tak, aby dvé mély dohromady dvakrdt vice neZ
theti?
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6.18 Kolika zpusoby lze na Sachovnici postavit dvé véZe tak,
aby se neohroZovaly ?

5.19 Kolika zpisoby lze na &ernd pole éachovmce postawt
8 véz, aby se Zd4dné dvé neohroZovaly ?

5.20 Kterych &feel jo vice mezi prvnim miliénem p#irozenych
disel: téch, kterd maji ndkterou é&fslici rovnu 6 nebo téch,
kterd &islici 5 neobsahujf ?

§.21 Kolika zpiusoby muZete vybdhnout 10 schodu, déldte-li
loroky bud o jeden schod, o dva nebo o tfi schody ?

5.22 Urdete podet viech j-prvkovych.kombinaci z k& prvki
m,, My, ..., m; takovych, Ze
a) pro %24dné 2 €(l, 2, ..., k — 1} neobsahuji souéasnd

oba prvky my, my,,,
b) krom® dvojic uvedenych v a) neobsahuji ani dvojici
m,, mg.
5.28 Kolik fefeni mé rovnice
2, +2y+ ... +xp=n
v oboru ptirozenych &sel ? Redte
a) kombinatorickou uvahou,
b) pomnoci ovid. 4.17.
5.24 Budte n, k pfirozend &isla.
Pro kolik fefenf rovnice
T+ 2z + .0 dap =20
v oboru nezdpornych celych &fsel plati z, > =z} ?

6.26 ObdéInik o strandch m, n (pfirozend &isla) je rozdélen na
mn jednotkovych &tverch. Kolik je v ném
a) obdélniki,

b) &tvercu ?

5.26 Jsou dény dvé rizné rovnobéiky. Na jedné z nich je
déno m riznych bodd & ne druhé n raznych bodu.
Spojme kaZdy z bodu jedné pfimky se viemi body druhé
pimky. Kolik dostaneme prisedfkd, pokud se %4dné tFi
spojnice neprotinajf v jediném bods ?
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5.27 Kolika zptisoby je mozno vylosovat 6 disel sportky tak,
aby rozdil 24dnych dvou z nich nebyl roven 1?

5.28 Rekneme, e &slo je srovnané, plati-li pro kasdé dvs
jeho &fslice, %e ta, co je vice vlevo, nenf vétdf. (Napt.
4667 je srovnané a 1213 neni.) Kolik je viech n-cifernych
srovnanych &fsel ?
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