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CAST PRVNI

Shodna zobrazeni
v konstrukénich
ulohach






KAPITOLA I

NEKOLIK ULOH
UVODEM

Ve skole se uéite Fedit konstrukéni ilohy. Jsou to ty
tlohy, jez vyZaduji sestrojeni jistého titvaru, ktery vyho-
vuje danym podminkém. Redeni tilohy zpravidla zakon-
Sujete grafickym sestrojenim hledaného ttvaru. Uvédo-
mili jste si viak, Ze v praktickém Zivoté nebyva cilem jen
nakresleni hledaného titvaru, ale pfedevsim zjistén{ jeho
rozmérii a polohy? Proto také praktik potfebuje fedenf
konstrukéni dlohy predeviim tehdy, chee-li bez néklad-
ného nebo zdlouhavého experimentovani zjistit rozméry
a polohu télesa, které je tfeba umistit podle danych pod-
minek. Vezméme si piiklad, ve kterém jde o zjisténi
délky cesty.

Piiklad 1. Jirka s Milanem se vypravili na vyjlet. Do sta-
nice A jeli viakem, od nt se vydali pésky pFimo k rozhledné
na obzoru. Sl dlouho lesem. KdyZ vysli z lesa ven, vidéli,
Ze se Zene boure. Chtéli se vrdtit, ale Elovék, kterého potkali,
jim ukdzal smér do vesnice B, kam je o t¥i kilometry bliZe
ne¥ na stanict A. Pred vesnict si Milan véiml smérové
tabule, na ntZ bylo uddno, %e veddlenost z B do A je osm
kilometri. Zpdthky na stanici A se svezli autobusem po pfi-
mé silnici. Doma se memohli dohodnout, kolik kilometra
viastné usli. Jak byste je rozsoudili, kdybyste odhadli,
Ze jejich cesta od stanice A k rozhledné se odchylovala
od pFtmé silnice z A do B o0 30°%



Jisté vas napadne nakreslit si ve zvoleném mé&fitku
planek. Dospéjete asi k obr. la, kde x oznaduje tGhel o ve-
likosti 30°. Nemtzete viak zakreslit bod X, ktery by od-
povidal mistu, v némZ zménili smér. Pfitom je nutné
znat bod X, chceme-li z ndértku odmérit délku tsedek
AX, XB. Musime tedy fesit ilohu na sestrojeni trojihel-
niku ABX. Co o ném vime? Je zfejmé AB = 8, x = 30°,
AX — BX = 3.*) Formulujme si pfislusnou geometric-
kou tlohu:

Obr. 1 a, b, c

Sestrojte aspor jeden trojihelnik ABX, je-li ddno AB =
=8, <X BAX =30°, AX — BX =3.

Je tedy dana velikost strany, dhlu k ni prilehlého
a rozdilu dvou dalsich stran trojihelniku. Postupujme
tak, jak jste zvykli fedit konstrukéni dlohu. Nakresleme
si libovolny trojihelnik ABX (obr. 1b). Vyznadme si
v ném na polopiimce AX tdsetku AB" = 4X — BX.
Trojihelnfk ABB’ lze sestrojit, protoZe zniame jeho
thel BAB’ a strany leZici na jeho ramenech. Jak sestro-
jime bod X, stfed otddeni, které prevedlo bod B v bod

*) N8koho z vds mozZnd napadlo, Ze je vhodné uzit hyperboly
s ohnisky A, B. Je to moZné, ale médlo pi'esné a zdlouhavé.
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B't Zrejmé jako pruseéik osy tsedky BB’ a primky
AB'. Provedte si konstrukei bodu X sami a rozhodnéte
spor Jirky s Milanem.

ProtoZe iloha je vzata ze skuteénosti, kde misto X
opravdu existovalo, ma jisté feSeni. Dosahli jsme cile,
pokud jde o zodpovézeni otizky v tloze. Zamysleme
se v8ak nad matematickou dlohou, ke které jsme dosli.
Co myslite, ma tloha vidy fefeni, af zvolime tsetky
AB, AX — BX a thel & jakkoliv?

Provedeme diskusi, ieknete si jisté. Sestrojeni troj-
tdhelniku ABB’ je jednoznadné*) a vidy mozné. Osu
o tselky BB’ lze jisté také sestrojit jednoznaéné. Ne-
jista je pouze existence bodu X. P¥imka o protne pifmku
AB' vidy, pokud nenf BB’ | AB',tj. AB’ = AB.cos a.
Je-li AB’ = AB.cos a, existuje vidy pravé jeden pri-
sebik X piimek o a AB’.

Na obr. 1 ¢ je zobrazen trojihelnfk ABX sestrojeny
podle postupu, ktery jsme odvodili. Je zfejmé x BA X =
= «, AB m4a danou velikost, ale dsetka AB’ nenf roz-
dilem tselek AX, BX, ale jejich souftem. Sestrojili
jsme sice trojihelnik ABX, ale ten nemd pofadované
vlastnosti.

Na co jsme zapomnéli pii feSeni? Vynechali jsme zfej-
mé zkousku vysledku konstrukce. Vidite, jak o8idnd mi-
Ze byt frize ,to plyne z rozboru“! Budte si védomi
toho, Ze zkouska vysledku konstrukce je ve skutednosti
nejdilezitéjsi &asti feSeni. Ovéfuje, zda konstrukce,
kterou jsme odhadli podle rozboru, vede k cfli, tj.
k sestrojeni ttvaru, ktery ma poZadované vlastnosti.
Je obdobou zkousky, kterou providite pri FeSeni
algebraickych iloh.

*) Trojahelnfkit ABB’ lze sestrojit nekonednd mnoho, jsou
vSak viechny navzijem shodné.



Vratme se k obr. 1b, ¢. K tomu, aby tselka AB’
byla shodné s rozdilem AX — BX, je zfejmé nezbytné,
aby bod X leZel za bodem B’ na polopfimce AB'.
Zduvodnéte, Ze tento piipad nastane pravé tehdy,
kdyz je ihel AB'B tupy, tj. AX — BX << AB. cos «.

Piiklad 2. Letadlo preletélo z letisté A na letisté B leZici
200 km severnéji. Pilot zménil smér letu pouze jednou,
z letisté A letél po polopiimce svirajici s polopfimkou AB
whel o velikostt «. Podle spotieby pohonnijch hmot bylo
zji8téno, Ze uletél 300 km. Zjistéte vzddlenost letist A, B
od mista X, nad kterym letadlo zménilo smér letu.

Uloha vede zfejmé ke konstrukei trojihelniku ABX,
je-li zndma jeho strana AB, X XAB = x a soutet Gsedek
AX, BX. Zakreslete si pro zajimavost na svém naértku
nékolik bodd X, nabyva-li « riznych hodnot.

UkaZme si nyni, Ze je uZitedné pokusit se pfi feSenf
geometrické tlohy o nalezeni praktického problému,
ktery vede k uvazované loze.

Piiklad 3. Jsou ddny uselky p, v, a vhel a. Sestrojte
alespori jeden trojuhelnik ABC, pro ktery plati: AB +
4+ BC +CA =9p, <X BAC = «, vzddlenost bodu C
od piimky AB je rovna v,.

Reseni tilohy mo#nd znite. Provadi se obvykle tak,
e se tsedky AO’ BC otoéi do poloh AC’, BC" na primce
AB (obr. 2). V trojihelniku CC'C” je C'C” =p,

XCCC’'= % ,jeho vyska je rovna v,. Tento trojihelnik

dovedete sestrojit; body A4, B pak zjistite pomoci os
usedek CC’, CC"'.
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Obr. 2

Jestlize se viak nepustite ihned do mechanického fe-
Sen{ 1lohy, ale predstavite si, kdy by bylo tfeba tako-
vou tlohu fesit, piijdete na jednodussi fedeni.

Takovym problémem by bylo postaveni trojihelniko-
vé ohradky, maéte-li k dispozici prkno, které je tieba
rozfezat na takové tii dily, aby kaZdy z nich byl stra-
nou trojihelnfku s prvky «, v.. V praxi bychom si jisté
nejprve vytydéili iihel « a na jeho rameni bod C, ktery ma
od druhého ramene vzdalenost v,. Vidite, e tim maéte
vyznadenu stranu AC; odiiznéte ji z prkna. Nynf zbyva
problém jednodussi: sestrojte trojihelnik A BC, zndte-li jeho
stranu b = AC, dhel « a wsedlu shodnou se soudtem dvou
2byvajicich stran. Tuto dlohu jiz umite fesit z piikladu 2.

Provedte si iplné refeni ulohy; vite, Ze skryva tskali
ve zkousce vysledku konstrukce. Z tlohy si muZete
odnést poudeni, Ze byva mnohdy uZitetné umfstit pii
feSenf nepolohovych tloh thel. Vyhnete se tak jeho
sestrojovan{i v pribéhu konstrukee, éasto i zjednodusite
feSeni.

V ptikladech 1 aZ 3 jsme pouZivali zobrazen{ jen mini-
malné. UkaZme si nyni dvé tlohy, ve kterych ma zobra-
zen{ podstatny vyznam.

Priklad 4. V wuzaviené sklenéné skiini, kterd md tvar
pilvdlce (obr. 3), je na stojanu zavéSeno matematické

11



kyvadlo. Bod zdvésu kyvadla je mad bodem Z, podlahy
skfiné. Stanovte rovinu, v niz se kyvadlo pohybuje v pré-
padé, Ze se hmotny bod v krajnich polohdch kyvu dotykd
stén skfiné.*)

Obr. 3

Redeni. Sestrojme si pidorys skiind a v ném vy-
znadme kolmy primét Z, bodu zavésu kyvadla do ro-
viny podlahy (obr. 4). Polohy hmotného bodu B pti
maximalnich vychylkich oznaéme A, A’, jejich pri-
méty A,, A;. Je ziejmé Z,A, = Z,A;. ReSeni nas
dlohy vyZaduje reseni této geometrické dlohy:

Je ddn pualkrub a jeho vnitini bod Z,. Sestrojte vseSku

A A, tak, aby bod Z, byl jejim stfedem a body A,, Aj le-
Zely na hranici pilkruhu.

*) Hmotny bod se neodréZi od stén, ale vracf se od nich samo-
volné po dotyku bez rdzu.
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Obr. 4

Jak by postupoval praktik, ktery by se nechtél ,,zdrzo-
vat® geometrickym FeSenfm? Nepochybné by zkousel,
odhadl by pfibliznou polohu hledané roviny kyvu, rozky-
val kyvadlo a sledoval, zda se hmotny bod dotkne stén.

Pri geometrickém feSeni miZeme také zadit expe-
rimentem. Zvolme bod X, hranice pilkruhu, povazuj-
me jej za pudorys krajni polohy hmotného bodu B
a pfifadme mu bod X{ soumérné sdruZeny s bodem X
podle stiedu Z,. Na obr. 4 jsou prifazeny timto zpuso-
bem soumérné sdruZené body vétsimu poltu neozna-
tenych bodi hranice kruhu. Co vytvareji tyto soumérng
sdruZené body? Vite, Ze to je opét hranice pulkruhu
shodného s pivodnim, protoZe popsanym piifazenim
sestrojujeme vlastné obraz daného pilkruhu v sou-
mérnosti podle sttedu Z,.

Obraz pilkruhu mi%ete snadno sestrojit, zobrazf-
te-li nejprve stfed kruhu a koncovy bod jeho pri-
méru. Hledané body néleZejf hranici pilkruhu a jejimu
obrazu v soumeérnosti podle stiedu Z,. Dokondete
sami Fefenf, nezapomeiite na zkousku vysledku kon-
strukce. O jakou vlastnost stfedové soumérnosti se
tento ditkaz opirad? Kolik miZe mit 1loha feSeni?

Pri feSeni geometrické tlohy bylo tfeba sestrojit
dva nezndmé body A,, A;. VyuzZili jsme predpisu, ktery
pfifazuje nezndmému bodu A, neznamy bod A;. Na fa-
dé tloh poznéte, %e tohoto obratu uzivime velmi &asto.
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DalSim typem tloh, pfi jejichZ feSeni je vhodné uzit
zobrazeni, jsou tlohy na vySetfeni geometrickych mist
bodi. Takovy postup je prirozeny zvlasté v téch pki-
padech, kdy predpis, podle kterého miZeme sestrojit
kaidy bod hledané mnoziny, je jednoduchy a predsta-
vuje znamé zobrazen.

Piiklad 5. Je ddna mnoéina vdech Ctverci XYZU, jei
majt spoleény stred S a jejichZ vrchol X probthd danou

pHimku. Vysetiete, které tvary jsou mnoZinami vdech bodi
Y,Z,U.

Na obr. 5 jsou nakresleny tii ¢tverce dané mno#iny,
smysl obfhani vrcholi X, Y, Z, U je vidy kladny. Nedi-
vejte se jen na hotovy obrazek, ale sestrojte si také néko-
lik &tverca. Uvédomite si jisté, Ze kdyZ zvolite bod X

u

z_ °
U
|A
P
| U) %

Obr. 5

na p, sestrojite vidy bod Z jako bod stfedové soumérny
8 X podle S. KaZdému vrcholu X &tverce lze proto pfi-
Fadit bod Z jako obraz bodu X ve stfedové soumeérnosti.
Z toho plyne, Ze kaidy bod Z le#{ na piimce z soumérné
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sdruZené s piimkou p podle stfedu S. Kazdy bod piimky
z je také vrcholem ¢&tverce, jehoZ protéjsf vrchol lezi
na p. Plati proto, %e mnofinou viech bodi Z je piimka z|| p.

Jak pfifadime bodu X vrchol Y pFislusného &tverce?
Ziejmé ototime bod X kolem S o 90° v kladném smyslu.
Z vlastnosti otdfeni plyne, Ze mnoZinou vdech bodi Y
je pfimka y kolmd k p. Obdobné stanovime mnoZinu
vSech bodi U jako obraz pifmky p v otolenf o 90°
v zaporném smyslu.

Pri fedeni prikladii 4 a 5 jsme se pfesvéddili, Ze je vhod-
né vyhleddvat takové vztahy mezi vyznaénymi body
utvard, které lze chapat jako disledek jistého zobrazeni.
Takovy pristup k FeSenf tloh odpovidd modernfmu
pojeti geometrie jako védy zkoumajici, které vlastnosti
tUtvard se neménf pii urditych druzich transformact
(zobrazenf).

1. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li déna velikost jeho dhlu
B8, vy8ky vs a soudtu BC + CS + SA tusedek trojuhelnika
(bod S jo stiedem strany AB).

wry

2. Zvolte si v prikladu 4 skiii ve tvaru kvddru a fecste
stejnou tlohu.

8.Je déna mnoZina pravidelnych Sestithelniki ABCDEF
se spoleinym vrcholem A. Vime, Ze mnoZinou bodu C jo
kruZnice neprochézejici bodem A. VyS3etite, které utvary
jsou mnoZinami vrchola B, D, E, F Sestivhelniku.

{Popiste predpisy, podle kterych sestrojite jednotlivé
vrcholy sSestighelnika, zndte-li jeho vrchol A a zvolite-li
jeho vrchol C na dané kruznici. UZijto také otolen{ a stejno-
lehlosti.]
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KAPITOLA II

SHODNA ZOBRAZEN]
V ROVINE

V tlohdch minulé kapitoly jsme pouZili stfedové sou-
mérnosti a otodeni. Znate jisté i dalsi shodna zobrazen{
— identitu*), osovou soumérnost a posunuti. Drive
nez budeme fe$it pomoci kazdého druhu shodnosti
uréité typy diloh, probereme si nékteré jejich spoledné
vlastnosti.

Shodné zobrazeni v roviné budeme oznadovat velkym
polotudnym pismenem Z (v rukopise piste velké psaci
»zet‘). Skuteénost, Ze- zobrazeni pfifazuje bodu X
bod X', zapiSeme symbolicky Z(X — X'). Smér Sipky
je podstatny, protoze prifazeni X’ — X muZe predsta-
vovat jiné zobrazeni. Tak napf. posunuti znizornéné
na obr. 6 vlevo pfifazuje bodu X bod X'. Posunuti
piifazujici bodu X’ bod X**) je zfejmé inverzni
(zpétné) posunutf.

Jestlite shodné zobrazeni Z(X — X'), nazyjvdme shodné
zobrazent prifazujici X' — X tnverznim vzhledem k zo-
brazent Z a oznatujeme je Z-{(X’' — X).

*) Identitou (totoZnosti) rozumime takové zobrazeni v roving,
které piifazuje kazidému bodu roviny tyz bod. Je mozné,
Ze jste uiivali terminu identita v jiném vyznamu, v této
brozufe viak bude mit jen vyse uvedeny vyznam.

**) Obrazek vpravo md predstavovat tytéZ body X, X’ jako
obrazok vlevo. Vyznaé&eni obou Sipek v témz obrazku by bylo
nepifehledns.
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Obr. 6

Je pozoruhodné, Ze zobrazeni inverzni k identité,
stfedové a osové soumérnosti je totoZné s pivodnim
zobrazenim. VSimnéte si na obr. 7 stfedu 8 a dvojice
bodd X, X'. Bod Y = X' ma ve stfedové soumérnosti
se sttedem S obraz Y’, ktery splyva s bodem X. Protoze
tomu tak je pro vSechny body roviny, je stfedové sou-
mérnost se stfedem S totoZnd se zobrazenim k ni inver-
znfm. Zcela stejnou ivahu miZeme provést pro osovou
soumeérnost O s osou o (obr. 7).

SlysSeli jste jisté o wtvarech samodruingch v nékterém
zobrazeni. Jsou to ty ttvary, které splyvaji se svym

TXLY

|

|

4 2 xzy

| X

I s

} A/’
X=Yy -~

X=Y

Obr. 7
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obrazem v pi{slusném zobrazeni. V otodeni kolem bodu
§ jsou samodruiné viechny kruZnice se stiedem &S,
v posunuti P(X — X’) jsou samodruzné vsechny primky
sméru XX'. Kazdy ttvar, o kterém iikime, Ze je sou-
mérny podle stiedu, je samodruiny v soumérnosti
podle tohoto stfedu. Presvédéte se o tom u d&tverce,
kruhu, elipsy, hyperboly. Osové soumérné jsou rovnora-
menné trojuhelniky, deltoidy, kruzmce, elipsa, hyperbo-
la, parabola atd. Ovéite si pfitom, Ze utvar muze byt
sa.mod.ruzny, i kdy# #4dny jeho bod nenf samodruZny.

Shodnosti jste délili na pfimé a nepfimé podle toho,
zda bylo tieba obracet prusvitku pfi premistovani
bodd roviny pomoci prusvitky. Z jmenovanych typu
shodnosti je nepiima pouze osova soumérnost. Na obr. 8
je zobrazen trojihelnik ABC; presvédéte se, Ze se tento
trojihelnik nemiZe ztotoZnit sdim se sebou, otoéime-li
prusvitku na rub. Rovnoramenny trojihelntk KLM
viak lze pfenést tak, Ze se ztotoZni sim se sebou, pie-
vratime-li prisvitku na rub. Bod K piejde v M, bod M
v K, bod L je samodruzny.

Na zédkladé poznatkl ziskanych v minulém odstavei
miizete poradit koZeSnikovi, ktery se dostal do nepfi-
jemné situace.

Kofesnik chtél opravit poskozeny kabdt. Vystrihl posko-
zenou Edst kofediny, otvor zarovnal na trojihelnik podobny
trojuhelniku ACB na obr. 8. Ddle chtél vystiihnout z nd-
hradniho kousku koZeSiny shodny trojihelnik, aby jej
mohl vsadit do otvoru. Podloil kofeSinu pod kabdt, ale
do srsti st nemohl vyznalit obvod trojuhelntku (obr. 9).
Otoéil proto koZedinu na rub a na vydélanou kuéi st vyzna-
&l hranici Fezu. Pak vystfihl vyznaleny trojihelnik
a chystal se $it. At véak délal co délal, nemohl vystiizeny
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troyihelnik zasadit tak, aby jeho srst zakryla  otvor. Jak
byste wvysvétlili tuto podivnow véc a jak byste poradili
koZesnikovi, ktery uz nemd podobrou kofesinu?

C B

A

K L
Obr. 8

AP APE ) T Y
T S By
il

PP
e e i
LT f';‘/l/}’{/ﬂfm.n’f

Obr. 9

Otvor v kabité a vystiiZzeny trojihelnik jsou ziejmé
nepifmo shodné, proto je nelze ztotoZnit bez obraceni.
VystiiZeny trojihelnik je tfeba rozstfihnout na rovno-
Tamenné trojuhelniky, protoze ty lze ztotoZnit po obra-
ceni na rub. ReSeni ukazuje obr. 10 pro pravothly

M

Obr. 10
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trojahelnik KLM. Dokaite, %e trojthelniky KLN,
LMN jsou opravdu rovnoramenné. Kazdy trojuhelnik
lze slozit z rovnoramennych trojuhelnikt (pouzijte
rozdéleni trojihelnika na pravouhlé trojihelniky).

Zustanime jeS§té kratce u zaméstnani, kterd pracuji
s jehlou. Jaky je vztah mezi kusy kuze vystfizenymi
do tvaru podrazky pro levou a pravou botu? Vsimnéte
si, jak krejéf nebo Svadlena vystiihuje z latky dily
oblekd, napf. levou a pravou ¢ast zad kabatu. Jak
svym postupem predchazeji tomu, abychom na jedné
strané zad kabatu nenosili latku na ruby?

Casto se ptame, v kolika riznych shodnych zobra-
zenich je dany dtvar samodruiny. KaZdy ttvar je sa-
modruzny v identité. Nas ovSem zajimaji predevsim
dalsi shodné zobrazeni. Rovnoramenny trojihelnik
KLM se stranou KL = LM na obr. 8 je samodruzny
v osové soumérnosti, kterd vyménuje body K, M.
ZapiSme si piifazeni vrchold trojuhelniku KLM ve
zobrazenich, ktera jej reprodukuji (ve kterych je samo-
druzny): identita j (K - K, L - L, M — M), osova
soumeérnost O(K —- M, L —~ L, M —~ K).

Méjme dan pravidelny Sestiihelnik ABCDEF (obr. 11).
Podet shodnych zobrazeni, ktera jej reprodukuji, je
mozno urdovat zkusmo. Vyhodnéjsi viak je uzit vlast-
nosti shodnych zobrazeni, zejména véty o urdenosti.

Jsou-li ddny dva shodné trojihelniky N ABC=A'B'C’,
existuje prdvé jedno shodné zobrazeni v roviné, které pfi-
fazuje A - A', B —->DB',C -»C".

Je samoziejmé, Ze pii shodném zobrazeni pravidelné-
ho Sestitihelniku prejdou sousedni vrcholy opét v sou-
sedni vrcholy. Poéet shodnosti reprodukujicich pra-
videlny Sestithelnik ABCDEF stanovime tak, Ze uréime
podet trojic za sebou nasledujicich vrchold (trojice
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DEF je riznd od FED!), které urduji vrojihelniky
shodné s trojihelnikem ABC. Jsou to po fadé trojice
ABC, BCD, CDE, DEF, EFA, FAB a CBA, DCB,

E D

Obr. 11

EDC, FED, AFE, BAF, celkem dvanact. Zapiste si
piifazeni pifslusnych vrchold shodnych trojihelnika
a uréete druh shodnosti, ktera zobrazuje po Fadé vrcholy
A, B, C zakladniho trojihelniku 4BC do boda zvolené
trojice. Vezmete-li naptiklad trojice ABC a CDE,
Z(A —~C, B— D, C — E), dostanete otodeni (rotaci)
0 120° v kladném smyslu. V pifipadé, Ze vezmete trojici
z druhé Sestice, jde vidy o osovou soumérnost, stanovte
jeji osu.

Uréete podet shodnosti reprodukujicich pravidelny
n-tGhelnik. Kolik z nich je osovych soumérnosti, kolik
stfedovych a kolik rotaci? Pro¢ mezi nimi neni nikdy
posunuti?

Sestrojime-li itvar U’ jako obraz dtvaru U v nékterém
shodném zobrazeni Z,(U — U’), neni samoziejmé za-
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kédzdno sestrojit jesté obraz U’ ttvaru U’ v dalsim
shodném zobrazeni Z,. Chdpeme-li shodné zobrazen{
itvart jako jejich premisténi, je zfejmé, Ze i konedny
vysledek, kterého jsme dosahli, tj. premisténi dtvaru
U na dtvar U”, je shodnym zobrazenim ttvaru U na
tdtvar U”.

Na obr. 12 je zobrazen trojihelnik 4BC nejprve
na trojthelnfk 4'B’C’ v otoden{i se stfedem S o thel
120° v zédporném smyslu. Tento trojdhelnik je pak
zobrazen posunutim v trojihelnfk A”B"'C"”. Je zfej-
mé, Ze existuje shodné zobrazeni v roviné, které pie-
vede trojihelnik ABC pfimoYv trojihelnik A”’B”C".
Na obr. 12 je timto zobrazenim otodeni se stfedem S’
o thel 120° v zaporném smyslu. Bod 8 sestrojte jako
prisedik os dsetek 44", BB”,CC". O vysledném otoéeni
fikdme, Ze vzniklo sloZenim prvniho otodeni a uvedené-
ho posunuti.

Obr. 12
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Jsou-li ddna dv¥ shodnd zobrazent Z,, Z, v roviné
a pfifazuje-li Z(X — X'), Z,(X' — X""), nazjvdme shodné
zobrazent Zy(X — X'') slofenim zobrazent Z,, Z, v tomlo
pofadl a zapisujeme Z, = Z, Z,.

Zipis Z; = Z, Z, ma tvar soudinu; skutetné se také
nékdy hovoif o soudinu zobrazeni. Radéji si viak nezvy-
kejte na tento termin. Cesks terminologie uZivé termini
sklddanf, sloZenf apod.

Provedte si fadu pfikladi na skladdni otogenf s po-
sunutim podle obr. 12, sklidejte dile dvé posunuti.
SloZte dvé otodenf s raznymi stiedy, jejichZ hly otodeni
jsou navzijem opaé¢né, dostanete posunutf.

Zkuste slozit zobrazeni v uvedenych piikladech
v opatném pofadi (obr. 13). Presvédéite se, Ze obraz
trojihelnika ABC v zobrazeni Z, Z, je jiny neZ obraz
tého% trojihelnika v zobrazeni Z, Z,. Pii skldda,{ dvou
posunutf jsou vSak zobrazenf Z, Z,, Z, Z, totoZny

B
-
-
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Skldddnt zobrazeni ment vidy komutativni, mafe byt
Z, Z, #7Z,Z,.

Zatim jsme neskladali osové soumérnosti a stiedové
soumeérnosti. Presvédéte se, Ze slozenim dvou osovych
soumérnosti Oy, 0,, jejichZ osy o,, 0, se protinaji v bodé
8, je otodeni kolem stfedu S (obr. 14). V ptfipadé Ze osy
0y, 0, 0sovych soumérnosti 0,, O, jsou rovnobéiné a riz-
né, dostanete posunuti. Jaky je smér tohoto posunuti?

Obr. 14

Slozite-li dvé stfedové soumérnosti s riznymi stiedy,
dostanete posunuti.

Jak vidite, je skladani zobrazeni zajimavé. Nemize-
me se bohuZel zabyvat hloubéji sklddanim zobrazenf
ani obracené rozkladanim jedné shodnosti na dvé nebo
nebo tii slozky. Lze dokazat, Ze kaZdé shodné zobrazeni
v roviné je mozno vyjddrit jako zobrazeni sloZené z osovijch
soumérnostt, jejiché pobet neni vétst neZ tii.

Zkousejte si zobrazovat trojihelniky nebo jiné utva-
ry v zobrazeni sloZzeném ze dvou nebo tii osovych sou-
mérnosti, sttedové a osové soumérnosti atd, Pri syste-
matickém vykladu této partie se da ukédzat, Ze existuje
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celkem pét raznych druhie shodnych zobrazemi v roviné,
a to identita, otofeni a posunuti jako shodnosti piimé
a osovd soumérnost a posunuté zrcadleni jako shodnosti
nepfimé. Posunutym zrcadlenim rozumime zobrazeni
sloZené z osové soumérnosti a posunuti ve sméru osy
(obr. 15). M4 posunuté zrcadlenf samodruzny bod?
Je néktera pifmka samodruZnd v posunutém zrcadleni?

Obr. 15

4. Kterd shodnéd zobrazenf reprodukuji kosoétverec?

5. Ve kterych shodnych zobrazenich jsou samodruZné utvary
majici tvar stojatych tiskacich pismen D, E, H, N, Z?

6. Jestlize kazdé ze dvou zobrazeni reprodukuje dany utvar,
reprodukuji jej i zobrazeni, kterd vzniknou sloZenim danych
zobrazen( v libovolném potadi. Presvédéte sc o sprdvnosti
véty na zvolenych pfikladech (8tverci, Sestitthelniku atd.).

7. Nakreslete si profil pfimého schodisté a predstavte si
utvar, ktery z tohoto profilu vznikne, pfiddvdme-li bez
omezen{ dal3f schody na oba konce schodiité. Uréete shodné
zobrazeni, v nichZ je tento utvar samodruzny. Kolik mé stied
soumsérnosti ?
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8. Zobrazte si podobné jako ve cvideni 7 ,,nekonedny‘‘ Zebi{k
a vyhledejte shodnd zobrazenf, kterd jej reprodukujf. Jsou
mezi nimi posunutd zrcadleni?

9. Zamyslete se nad problémem, které trojuhelniky lze roz-
stfihnout na tfi rovnoramenné trojuhelniky.

[VyuZijte nejprve stfedu kruZnice opsané trojihelnfku,
pak délen{ trojuhelniku vyskou na dva pravoidhlé trojiihel-
niky. Kdy je pravouhly trojihelnik rovnoramenny ?]

10. Presvédéte se, %Ze sloZenfm dvou osovych soumérnostf,
jejichz osy jsou navzdjem kolmé, vznikne stfedové soumérnost.
Zduvodnéte na zdkladé toho stfedovou soumérnost elipsy.
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KAPITOLA III

STREDOVA
SOUMERNOST

V této kapitole si ukdZzeme nékteré typy tloh, které lze
redit vyhodné pomoci stfedové soumérnosti. Jisté vite,
jak prifazujeme obraz danému bodu nebo ttvaru (pfim-
ce, kruznici). Pfipomerime si jedté dvé véty o stiedové
soumérnosti v roviné. Jsou to véty, které rikaji, Ze za
jistych predpokladi existuje pravé jedna stfedovd
soumeérnost majici dané vlastnosti.

Je-li ddn v roviné bod 8, existuje prdvé jedna stfedovd
soumérnost se stfedem S.

Je-li ddna v roviné dvojice riznyjch bodit A, B, existuje
prdvé jedna stiedovd soumérnost, kterd zobrazuje A v B,
B v A. Jejim stredem je stfed sseéky AB.

r. Zabyvejme se nejprve problémem ,,vzpiiteni‘‘ isedky
mezi dvéma dtvary tak, aby byla ptlena danym bodem 8.

Pfiklad 6. Je ddn &tverec ABCD, pfimka p a bod 8.
Sestrojte seku XY tak, aby jejtm stfedem byl bod S a aby
bod X leZel na p, bod Y na hranici Etverce.

Rozbor. Uloha ma dva neznidmé body X, ¥, které jsou
viak zdvislé. Kdybychom znali bod X, pfifadili bychom
mu snadno bod Y jako obraz v soumérnosti podle stiedu
S. Bodem X je viak néktery bod piimky p, ,,vyzkousf-
me* tedy nékolik boda pfimky p, podobné jako jsme
experimentovali pii feSeni Globy v piikladé 4. Na obr.
16b jsou pokusy &islovany, nepodafilo se vSak zkusmo
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najit hledanou dsed¢ku X Y. Je ziejmé, Ze hledany bod Y
je bodem pifimky p’, kterd je obrazem piimky p v sou-
mérnosti podle stiedu S. ZapiSme si vysledek rozboru:

b G D c

Obr. 16 a, b

Je-li sisebka XY Fedenim dlohy, pak
bod X je obrazem bodu Y v soumérnosti podle stiedu S,
bod Y leét 1. na hranici &tverce ABCD,
2. na obrazu p' pFfimky p v soumérnosti

podle stfedu S.
Konstrukce.
K,: Sestrojime obraz p' primky p v soumérnosti podle
stiedu S.
K,: Sestrojime spoleény bod Y pitmky p’ a obvodu
Ctverce.

K,: Sestrojime obraz X bodu Y v soumérnosti podle stiedu
S

K,: S;astrojz'me dseCku XY .



Zkouska vysledkw konstrukce. Z konstrukce K, plyne,
Ze bod Y leZi na hranici ¢tverce. Z konstrukce K, plyne,
Ze bod S je stfedem usetky XY. Protoze podle K,
zobrazuje soumérnost S(p — p’), zobrazuje také p’ — p,
proto bod X (obraz bodu Y piimky p’) leZ{ na piimce p.
Dokézali jsme, Ze sestrojend tiselka ma Zidané vlast-
nosti.

Diskuse. Konstrukce K, mé pravé jedno feseni. Podet
Fesen{ konstrukce K, zivisi na vzdjemné poloze piimky
p’ a hranice &tverce; tyto Gtvary mohou mit spole¢nou
dsetku, dva rizné body, jediny bod nebo Zadny bod.
Konstrukce K, ma jediné fefeni. Konstrukce K, ma
Fedeni, pokud je X =£ Y.

Neni-li bod S spoleénym bodem hranice &tverce a
pfimky p, mé tdloha pravé tolik feseni, kolik jich m4
konstrukce K,. Je-li bod § spoletnym bodem hranice
ttverce a piimky p, ma tloha vidy o jedno feSeni mé-
né neZ konstrukce K,.

Véimnéte si fefeni prikladu 6 pozorné, zvlasté za-
pisu. Nejste asi zvykli psat shrnuti rozboru. Je viak
uZitedné zapsat si, co jsme zjistili o neznamych bodech.
Musi to byt takové jejich vlastnosti, na zdkladé kterych
je mozno tyto body sestrojit. Zpravidla uddvame, na
kterych danych nebo z danych udaju sestrojitelnych
zédkladnich kfivkach*) lezi kazdy neznamy bod. UZivd-
me-li metody zobrazent, maufeme nezndmy bod sestrojit
Jjako obraz jiného bodu v nékterém zobrazeni.

Je vim jisté ziejmé, Ze jsme pii feSeni prikladu 6

*) Pii konstrukeich kruZitkem a pravitkem jsou zdkladnimi
kiivkami kruZnice a piimky. Neznamé body sestrojujeme jako
spole¢né body zdkladnich kfivek.
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mobhli pFitazovat obrazy bodém hranice &tverce. Dostali
bychom obraz ¢tverce vsoumérnosti podlestiedu S. Pro-
vedte si fefeni timto zpusobem a zapiSte si je podrob-
né podle vzoru feseni piikladu 6.

Zvolime-li misto piimky a dtverce jiné fitvary, ziistane
princip feSeni zfejmé stejny. Podivejte se na obr.
16a, kde je silné vyznadena tsetka X Y. Dovedli byste
sestrojit &tverec, jehoZ dhlopiitkou je tsetka XY'?
JistéZe ano; pak také vytesite i nasledujici ilohu.

Piiklad 7. Jsou ddny pfimky a, b a bod S. Sestrojte
&tverec XYZU o stfedu S, jehof vrchol X le3t na a, vrchol
Z nab.

Redend. Sestrojite-li isedku XZ o stfedu S, provedte
navic konstrukei &tverce o uhlopiiéce XZ. Zapiste si
podrobné feseni.

Uvedme si nynf{ iilohu, ve které se pouzije dvou stre-
dovych soumérnosti.

Ptiklad 8. Je ddna primka p, kruznice k(8S, r) a body S,,
S, navzdjem riazné. Sestrojte trojihelnik ABC tak, aby
jeho vrchol A lezel na p, vrchol B na k a body S,, S, byly
po fadé stiedy stran AC, BC.

Rozbor (obr. 17). Viechny vrcholy trojihelniku jsou
neznamé, bod C je viak obrazem bodu 4 v soumérnosti
S, o stfedu 8, a bodu B v soumérnosti S, o stiedu S,.
Bod A4 lezi na pifmce p, jeho obraz A’ = C leZi na obrazu
p’ pfimky p v soumérnosti S,. Bod B leZi na k, jeho
obraz B’ = C leZi na obrazu %’ kruZnice k¥ v soumérnosti
S,. Shriime vysledek rozboru:
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Md-li iloha Fefent,
leZt bod C 1. na obraze p’ pfimky p v §,,
2. na obraze k' krufnice k v S,.

Konstrukce. Jednotlivé kroky konstrukce popisete
snadno sami. Pamatujte viak na to, Ze posledni krok
konstrukce musf sestrojit hledany ttvar.

Zkousku a diskusi provedte podle vzoru pifkladu 6.
Uloha mii¥e mit nejvyse dvé riizné feseni.*)

Ulohy 6, 7, 8 jsou polohové konstruként dlohy, protoze
poZaduji sestrojenf utvaru, jehoZ vyznaéné prvky maji
mit predepsanou polohu. Pomoci stfedové soumérnosti
lze vSak Tedit i nepolohové konstrukéni wilohy, tj. Glohy
nepoZadujici od Zadného prvku hledaného itvaru,

*) Ulohu miiZete Fedit také pomoei jediného zobrazeni. Uréete
je jako sloZenf stiedovych soumérnosti se stfedy S,, S,. Ktery
bod je obrazem bodu A ve vysledném zobrazeni?
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kde ma leZet. Sestrojovani neznamych bodd vsak pro-
vadime na zdkladé polohovych vlastnosti (hledame
spoleéné body dvou zakladnich kiivek). Chceme-li
Tedit nepolohovou illohu, musime z ni nejprve udinit
tilohu polohovou, a to tak, Ze umistime néktery z danych
prvkia dtvaru (dhel, tsedku apod.). Umisténi tohoto
prvku predchazi vlastnimu feseni ilohy, napiSeme je
proto jako konstrukei K.

Priklad 9. Sestrojte trojihelnik ABC, zndte-li jeho stranu
¢, téZnici t, a duty dhel o sevfeny téinici t, a stranou b.

Rozbor. Predpokladame, Ze tloha ma feSenf a nary-
sujeme obr. 18. PovaZujme za umistény utvar thel
X MAN = w s vyznadenou usedkou A4S na rameni AN.
Nezniamé body B, C jsou soumérné podle stfedu S.
Bod C lezi na polopiimce AM, bod B na kruZnici k (4, ¢).
Hledime-li polohové vlastnosti boda B, C, provadime
vlastné rozbor této polohové tlohy:

Je ddna polopFimka AM, kruinice k(A4, c) a bod S.
Sestrojte sseCku BC tak, aby bod B lezel na k, bod C na
poloprimece AM a aby bod 8 byl stiedem seCky BC.
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Tuto tlohu vyfesime snadno podle vzoru tlohy 6.
Vysledek rozboru lze formulovat takto:
Mad-li dloha FeSent,
lezt bod C 1. uwnitf polopFimky AM,
2. na krutnici k'(A’,c), kterd je obrazem
krunice k(A, c¢) v soumérnosti podle

stiedu S.
Konstrukce.
K, Umistime dhel < MAS = o, AS = t,.
K,: Sestrojime k(4, c).
K,: Sestrojime k'(A’, c) jako obraz krugnice k v soumér-

nosts podle S.

: Sestrojime bod C jako spoleény bod vnitikw poloprim-
ky AM a kruZnice k'

: Sestrojime bod B jako obraz bodu C v soumérnosts
dle stfedu S.

: Sestrojime trojihelnik ABC.

NN

Zkoudka. Jiz konstrukei K, jsme dosdhli toho, Ze je
AS =1t,, z K, plyne, Ze bod § je stfedem usetky BC,
proto tsedka AS =t, je téinici trojihelniku ABC.
Z K, a K, plyne dile, ze << CAS = w je thlem sevie-
nym téznici a stranou AC. Z konstrukce K, plyne, Ze
bod B lezi na k(A4, c), je proto AB = c.

Diskuse. Konstrukei K, nediskutujeme, konstrukce
K,, K, maji jediné feseni. Konstrukei K, muZzeme dostat
dva, jeden nebo Zadny bod C. Konstrukce K, ma jediné
feSen{, konstrukce K také, pokud neleii body 4, B, C
na jedné piimce. Kdyby vsak body A, B, C leiely
na piimce AM, lezel by i bod 8 na AM a iihel w by byl
nulovy nebo piimy. ProtoZe tomu tak neni, ma K
pravé jedno feSeni.
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Podet Fedeni celé ulohy zaleii tedy na vzajemné polo-
ze polopfimky 4AM a kruznice k&’ (4, c).*)

U nepolohovych iuloh providdime obvykle diskusi
i podle danych ddaji, v nasem pifpadé dhlu w a dsedek
ty, ¢. Tato diskuse vyZaduje znalost trigonometrie, spe-
cidlné trigonometrického fesenf pravoihlého trojihelni-
ku. Na obr. 19a je zobrazen piipad, kdy je tihel w ostry.
Kruznice k'(4’, ¢) ma s vnititkem polopfimky AM spo-
le¢né dva riazné body pravé tehdy, kdyz je d <c¢
a soubasné A’A =2 1, > ¢. Protoze d = AA’ sin 0w =
= 2 {,8in w, dostaviame podminku 2 ¢, sinw < ¢ < 2¢,.

Obr. 19 a, b

Je-li ¢ = 2 t,, ma kruznice X' s vnitftkem polopfimky
AM jediny spoletny bod. Na obr. 19b je thel w tupy,
kruZnice k¥’ mtze mit s vnitifkem poloprimky AM nej-
vyse jeden spoleény bod, to nastane pravé tehdy, kdyz
jec > 2t,.

*) Také tuto ulohu muzote Fedit tak, Ze ve stfedové soumérnos-
ti se stfedem S zobrazite polopiimku A M a vyhleddte spole&né
body jejiho obrazu a kruZnice k.
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V ptikladech 6 a 9 byl vidy stfedem stiedové soumér-
nosti dany bod. V fadé tloh lze v8ak vyuZit i toho, Ze za
stfed soumeérnosti zvolime hledany bod.

Priklad 10. Je dana kruZnice k(S, r) a jeji vnéjét bod
A. Sestrojte bod dotyku kruZnice k s jeji teCnou prochdzejici
bodem A, nepoutivejte viak Thaletovy kruZnice.*)

Rozbor (obr. 20). ProtoZe hledanym bodem 7T je
néktery bod kruZnice k, musime provést rozbor tak,
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Obr. 20

jako by kaZdy bod kruZnice byl stiedem soumérnosti.
Snadno dokéaZete, Ze obrazy bodu S v mnoziné viech
soumérnosti, které maji stfed na kruznici k, lezf na
kruZnici k,(S, 2r). Obraz S’ bodu S v soumérnosti podle
hledaného bodu 7 le#i pak jesté na kruZnici ky(A4, AS),
protoZe je A8’ = AS. Rozbor miZeme shrnout takto:

*) Takovou konstrukei potfebujeme napf. v Lobadevského
geometrii, kde neplat{ véta Thaletova.
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Bod T je stiedem soumérnosti zobrazugici bod S v bod S'.
Bod 8’ lezi 1. na k, (S, 2r),
2. na ky(A4, AS).
Konstrukce.
K,: Sestrojime krusnici k,(S, 2r).
K,: Sestrojime krunici ky(A, AS).
K,: Sestrojime spoleényj bod S’ kruénic k,, k,.
K,: Sestrojime stied T soumérnosti S(S — §').

Dalsi faze feSeni muzete provést snadno sami. VSimli
jste si, Ze v rozboru této ilohy se objevil pomoeny nezna-
my bod §8’. Doplnili jsme jim uréeni bodu 7. V konstruk-
ci jej sestrojujeme drive nez bod T'.

Dosud uvedené ilohy byly celkem jednoduché,
ukaZme si FeSeni jedné obtiznéjsi tilohy. Jisté ocenite
pomoc, jakou nam k jejimu zvladnuti poskytne stie-
dova soumeérnost.

Priklad 11. Je ddna kruénice k(O, r) s vyznalengm pra-
mérem PQ a neseéna p krunice k, na p je ddn bod 8.
Sestrojte bod Z kruénice k, ktery md tu vlastnost, Ze prise-
Ciky X, Y primek PZ, QZ*) s pFimkou p jsou soumérné
sdrufeny podle stfedu S.

Bedeni. Na obr. 2la jsou narysovany dané titvary
a dale prasetiky X, Y pfimek QZ, PZ s primkou p.
Bod Z je zvolen libovolné, neni fefenim tlohy. Zkousejte
si na podobném obrazku dalsi body Z, s body X, Y

*) V této uloze a tlohdch ji podobnych je tfeba povaZovat
teénu kruznice v bodé P za piimku PZ v pripadsé, kdy je
Z = P. Obdobny vyznam ma piimka @7 v pi{pads, kde je
Z = Q.
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nebudete mit asi dspéch, zato si jistd¢ uvédomite, Ze
ptimky PZ, QZ jsou navzijem kolmé pfi kaZdém Z.

Rozbor. Na obr. 21b je sestrojen bod Z, ktery je
feSenim tlohy. Priseéiky primek ZQ, ZP s ptimkou p
jsou oznadeny pismeny X, Y. Soumérnost se stiedem S
zobrazuje navziajem X a Y, zobrazme v ni ,,na zkousku*
i bod P a pfimku PY, $(S—S8, Y ->X, PP,
PY — P'X).

Obr. 21 a, b

Protoze je primka PY rovnobéind s pfimkou P'X
a sou¢asné kolma na pifimku QX, je také piimka P'X
kolmd na piimku @X. Vidite, Ze bod X je vrcholem
pravého dhlu nad idseCkou P’Q). NapiSme si shrnuti
rozboru:

Je-li bod Z FeSenim dlohy, ndleé krunici k a primkdm
QX, PY.

Bod X lett 1. na primce p,

2. na kruZnici o praméru P'Q.
Bod P’ je obrazem bodu P v soumérnosti o stiedu S.
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Konstrukce.

> Sestrojime obraz P’ bodu P v soumérnosti o stfedu S.

: Sestrojime kruznici k' o praméru P'Q.

: Sestrojime bod X jako spoleény bod pFimky p a krui-
nice k’.

: Sestrojime primku QX.

: Sestrojime bod Z jako spoleény bod krusnice k a piim-
ky QX.

Zkouska vysledku konstrukce. Z konstrukce K, plyne,
Ze je P'X kolma na @X. Z konstrukei K;, K, plyne podle
Thaletovy véty, Ze je PZ kolmé na QZ = @X. Piimky
PZ, P'’X jsou kolmé k téze piimce, proto navzijem
rovnobéiné. Protoze P'X protina p, protina ji i pfimka
PZ; oznatme prusedik jako bod Y. Soumérnost § se
stfedem S zobrazuje P — P’, P' - P, p — p, piimku
P’X v rovnobéZzku prochazejici bodem P. Touto
rovnob&Zkou je vSak pfimka PZ = PY. Prisedik
piimek P'X, p piejde v prisedik obrazi téchto pfimek,
tj. bod X pfejde v bod Y. V dusledku toho je bod S
stfedem vsetky X Y.

Jalialats

-]

Diskuse. Konstrukce K,, K, maji pravé jedno fesenf,
pritom bod P’ lezi uvniti opadné poloroviny vyfaté
pfimkou p nez bod . Pfimka p obsahuje vnitini bod
usedky P’Q, proto i vnitfni bod kruZnice k', konstrukce
K, méa pravé dvé fefeni. Konstrukece K,, K; maji jediné
feSen{. Celkové ma tedy tiloha pravé dvé feseni.*)

Umély obrat, kterého jsme uzili, lze snad nejlépe
charakterizovat takto: v soumérnosti, ktera prevadi
jeden nezniémy bod v druhy, jsme zobrazili jeden z da-

*) V ptipads, Ze je primka p rovnobéind s primérem PQ,
lze vilohu snadno fesit pomoc( stejnolchlosti,

38



nych bodd, nikoliv viechny dané body. V daldim textu
poznite, Ze pro uZiti zobrazeni je v mnoha piipadech
rypické to, Ze v ném zobrazujeme jen nékteré dané ttva-
ty a hledame pak jejich vztahy k nezobrazenym bo-
dim.

V kapitole III jsme si ukazali ilohy, v nichZ byl stfe-
dem soumérnosti dany bod (piiklady 6, 7, 9, 11), dva
dané body (piiklad 8) nebo hledany bod (piiklad 10).

11. Jsou dény dvé soustfedné kruinice k,, k, & bod S na
mensf z nich. Sestrojte rovnob&inik se stiedem .S, jehoz
vrcholy lezf na danych kruZnicich.

12. Jsou ddny &tyfi kruZnice a bod S. Sestrojte rovnobé&inik
XYUYV se stiedem S, jeho% ka%dy vrchol lez{ na jedné z da-
nych kruznic. ’

18. Sestrojte trojuhelnik A BC, je-li déno:

1. 24, ty, &, 4. tg, Vb, Vg,
2, tar ths Y. 5. tay Vs Vs
3. tg, Vb, V,, 6. tq, B, y.

[Umistéte tdZnici t; = AS astanovte mnoZiny bodu, kterym
ndleZeji nezndmé vrcholy B, C. VyuZijte k tomu vlastnosti
t8%i8t8 nebo vzdélenosti bodu S od stran AB, AC trojuhelniku,
dostanete bud kruZnice, oblouky kruznic, pfimky nebo po-
opiimky. Ddle postupujte podle tlohy 9.]
14. Zobecnéte 1lohu 11 v tom smyslu, %e zvolftec body P, @
libovolné na kruznici k, nikoliv jako body diametrdlné proti-
lehlé.

[Pfi FeSeni vyuZijte vlastnostf obvodového uhlu PZQ;
pamatujte na existenci dvou obloukt dané kruznice s krajnfmi
body P, @].
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KAPITOLA IV

0SOVA SOUMERNOST

Konstrukéni vyuziti osové soumérnosti je mnohostran-
né. Jisté znate tlohy o odrazu a nékteré tlohy o nej-
kratsim spojeni dvou bodi lomenou &arou. Teoretickym
zakladem fesSeni téchto tloh je nasledujici véta.

Svird-li pFimka p s osou o 0sové soumérnosti ostry vhel
a, zobrazuje se v této osové soumérnostt v pfimku p' # p,
kterd protind osu o v témZ bodé jako p a svird s ni thel
shodny s whlem «.

Uvedme si jesté dvé véty o uréenosti osové soumér-
nosti.

Je-li ddna pfimka o, existuje prdvé jedna osovd sou-
mérnost v roviné, kterd md osu o.

Jsou-li ddny dva razné body A, B, existuje prdvé jedna
osovd soumérnost v roviné, kterd zobrazuje A — B, B — A.

Stfedova soumérnost umozinovala ,,vzpfi¢it” mezi
utvary dsedku pllenou danym bodem, osovi soumér-
nost umoziuje sestrojit takovou ,,pfi¢ku’’ mezi utvary,
kterd je kolma na danou pfimku a pritom je ji pil.na.

Piiklad 12. Je ddna pFimka p, dsefka w « do& krudnice
oddélené piimkou p. Sestrojte kosottverec ABCD, jeho#
dhlopricka BD = u le#t na dané primce a kaZdy ze zby-
vajicich vrchold le£t na jedné z danyjch kruZnic.

Rozbor. Predpokladané feSeni je zobrazeno na obr. 22.
Vsechny &tyii vreholy kosoétverce jsou neznamé body,
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Obr. 22

ale B, D sestrojime snadno, budeme-li znit bod S.
K sestrojeni bodu 8 potfebujeme tsetku AC. Osova
soumérnost s osou p zobrazuje 4 —C, ¢ — 4, bod 4
lezi proto na obrazu k; (S, r,) kruZnice k, obsahujici
bod C. Vysledek rozboru:

Body B, D leZi 1. na pFimce p,
2. na kruinici k[S, 5 u) .

Bod S lezi 1. na pfimee p,
2. na primce AC.
Bod A lezi 1. na kruénici k(S,, r,),
2. na obraze ky(S;, 1)) kruinice kyS,,

) v 0s0vE soumérnosti s osou o.

Na zikladé podrobného rozboru muzete snadno do-
kontit feSeni tlohy. V konstrukei sestrojujte postupné
itvary a body uvedené ve shrnuti rozboru, postupujte
od itvart umoziujicich konstrukei bodu A ke kruznici
k slouZici ke konstrukei bodu B, D.

41



Vezméme si nyni praktickou ilohu o odrazu.

Priklad 13 (obr. 23a). Je ddna nepohyblivd zrcadlici
sténa, nepohyblivd clona s otvorem O a otdéivy svételny
2droj Z, ktery vystld dzky svazek paprski. Mdme natoéut
zdroj Z tak, aby svételny paprsek prochdzel po odrazu
od zrcadlict stény otvorem O.

Obr. 23 a

Resent. Svételny paprsek ze zdroje Z a paprsek odra-
zeny lezi v jedné roviné kolmé k zrcadlici sténé. Tato
rovina je jednoznaéné uréena body Z, O, jeji pruseénice
se sténou je oznalena p (obr. 23b). Tim dostdvime
planimetrickou tlohu:

Jsou ddny dva rizné body Z, O leZici uvnitf téze polo-
roviny vytaté pFimkou p. Sestrojte bod X pFimky p tak,
aby pfimky ZX, XO sviraly s pfimkou p shodné ihly.

ReSen{ této dlohy znite. Bod X le%i na pi{mce Z0’,
kde O’ je obrazem bodu O v osové soumérnosti podle
pifmky p. Napiste si podrobné feen{ této 1ilohy.
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P Ulohy o odrazu se vyskytuji i ve sportu. Tam se oviem
nezamyslime dlouze nad reSenim, protoZe hra vyZaduje
rychlé reakce: Teprve po zipase je ¢as na rekapitulaci
hry. Jak byste objektivné rozhodli, zda pfi postavent podle
obr. 24a mohl hrdé A prihrdt spoluhrdiéi B odrazem od
mantinelu? PFi zdpase se o to sice hrdé A pokusil, ale jeho
pfthrdvku zachytil protivnik Z.

4

i
|
XN ! P

g’
Obr. 23 b

Hrié A na tousi nestoji, musime proto poditat s tim,
e tous leZi uvniti jistého kruhu k, o stfedu 4. Hridi B,
Z mohou tous zachytit jen v tom pipadé, Ze jeho draha
prochézi kruhy kg, kz o stiedech B, Z.

Zobrazme kruh kg v soumérnosti podle m (obr. 24b).
Tou§ vystieleny z kruhu k, se odrazi od mantinelu
do kruhu ky pravé tehdy, kdyZ prodlouZeni jeho pi-
vodni drahy prochéazi kruhem kg. Vyjadrete si obdobné
podminku, kdy se tous odrazi do kruhu kz. Danou
otdzku miZeme zodpovédét kladné jen v tom piipads,
existuje-li spoleénd seéna kruhu ki, kg, ktera je sou-
dasné nesetnou kruhiu kz, ky. Provedte si feSeni ilohy
pii raznych postavenich hra¢a 4, B, Z.
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Obdobnou geometrickou problematiku resime i pri
kuleéniku. Necht body A, B na obr. 25 pfedstavuji polohu
dvou kuleénikovych kouli. Mdme zakreslit drahu koule
A, kterd se odrdZf po Fadé od stran s, s, S5 kuleéniku
a nakonec zasdhne kouli B.

Chceme-li postupovat obdobné jako pii FeSeni pfe-
deslych iiloh, musime zobrazit cil — bod B — nejprve
do bodu B’ v soumérnosti podle piimky s,, bod B’ do bo-
du B” v soumérnosti podle s, a koneéné bod B” v sou-
mérnosti podle s, do bodu B’”’. Prvni éast drahy koule 4
pak lezi na polopiimce 4B, v bodé D, se koule odrazi
a sméfuje do bodu B”. P tomto pohybu se odrazi
v bodé D, od strany s, a sméfuje do bodu B’. V bodé
D, se odrazf do bodu B. Reste si samostatnd podobné
dlohy o kuleénikovych koulich. Porovnejte délku lo-
mené 8ary AD,D,D,B s délkou usetky AB'".
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Obr. 25

Osova soumeérnost je vhodna i k fefenf dloh o nej-
krat$im spojeni dvou bodua lomenou é&arou, jejiz vrchol
le?{ na dané piimce. Reseni téchto tloh se opird o na-
sledujici vétu:

Jsou-li A, B, X tfi rizné body, platt AX + XB = AB
prdvé tehdy, kdyZ bod X lest mezi A, B. Vztah AX —
— BX = AB plati pravé tehdy, kdy% B lezi mezi A, X.
Vidy platt AX + BX = AB, AX — BX < AB (pro
AX > BX).

Vétu dokiaZete snadno sami. Vyjadrete si zavislost
mezi soudtem resp. rozdilem tdseéek AX, XB ve viech
piipadech zakreslenych na obr. 26.

Piiklad 14. Jsou ddny dva réizné body A, B nelefici
na dané primce p. Sestrojte bod X piimky p, pro ktery
je souéet AX + BX nejmen$t.
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Obr. 26

Rozbor. Je-li bod X fefenim dilohy, je AX + BX
miniméalni. Podle vyse uvedené véty je vidy AX -
+ BX = AB.

Je-li soudet AX 4+ BX = AB, lezi bod X mezi 4, B.
Je-li soudet AX 4 BX sice minimdlni mozny (pro body
X piimky p), ale presto vétsi nez A B, nemiZe leZet mezi
A, B 7adny bod piimky p, oba body le#i v tom pFipadé
uvnitt téze poloroviny vytaté piimkou p. ReSeni tlohy
provadime pak tim zplsobem, Ze misto bodu B vezme-
me ten bod roviny, ktery ma od kazdého bodu pfimky p
stejnou vzdalenost jako bod B. Timto bodem je bod B’
soumérné sdruZeny s bodem B v osové soumeérnosti
s osou p (obr. 27). Zavér rozboru musime formulovat
pro dva rizné piipady:
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Le#t-li body A, B uvnitf téte poloroviny vytaté primkou
p a je-li AX + XB nejmendi, pak leZi bod X na seéce
AB', kde B’ je obrazem bodu B v soumérnosti podle p.

Lest-li body A, B uwwnitf razngch polorovin vytatych
pftmkou p, je hledany bod X bodem dseCky AB.

Na zékladé tohoto rozboru snadno napiSete pro kazdy
piipad postup konstrukece. Zkouska vysledku konstruk-
ce je pak snadnd, v diskusi dojde k jedinému FeSeni.

Podrobny rozbor minulé tlohy se vaim mozna zdal
pfili§ mnohomluvny, kdyZz davno znite konstrukei
bodu X. Vidéli jste vSak priklad ilohy, v niZz dojdeme
k nutnosti roz§tépit rozbor. Kdybychom si v prikladé
14 nakreslili hned na zaditku rozboru obr. 27 a provedli
rozbor podle néj, dosli bychom ke konstrukei pomoc{
soumérného bodu B’. Takova konstrukce by ndm v pii-
padé, Ze body A, B leii uvnitf opadnych polorovin,
nedala Zadné feSeni. Mohli bychom tim byt svedeni
k ukvapenému zivéru, Ze v tomto pfipadé nem4 iloha
Feseni.

Budte pozorni pfi proviadéni rozboru a nenechte se
ovlivnit obrazkem. Z obvyklych tloh o trojihelnicich
jsou v tomto sméru ,nebezpeiné“ zejména tlohy,
v jejichZz rozboru se pracuje s patou nékteré vysky.

Napt. rozbor tlohy: sestrojit trojihelntk ABC, je-li
ddno B, v, b se &asto provadi na zadkladé obr. 28a.
MuzZe néas to svést k zdvéru, Ze nejprve sestrojime po-
mocny pravotihly trojihelnik CPB s iihlem PBC = §.
ProtoZe nelze sestrojit trojihelnik PBC v piipadé, Ze
ihel g je tupy, mohli bychom prohldsit, Ze v tom pii-
padé tdloha nema4 feSeni. To je viak hruby omyl, protoZe
trojihelnik PBC mi%e obsahovat také tihel n—
(vyplitkovy k tdhlu ). Je-li fihel 8 pravy, trojihelnik
PBC neexistuje. Pri rozboru tlohy uvedené v této
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poznamce musite uvafovat zvld$t o ostrouhlém, pravoih-
lém a tupovhlém trojiuhelniku ABC.
Rozfeste, nejlépe ihned, nasledujici tilohu:

Priklad 15. Je ddna prfimka p a body A, B nelefici
na p, z nichZ B je blize piimky p. Sestrojte bod X piimky
P, pro ktery je rozdil vsefek AX — BX nejvétsi.

Sledujte formulaci rozboru v piikladé 14, zapiste
si podle ni rozbor dlohy.

Pomoci osové soumérnosti v roviné muZeme feSit
i ty tlohy, ve kterych je dan souéet nebo rozdil dhla
nékterého utvaru.

Pfiklad 16. Jsou ddny dseCky b, ¢, d a whel . Sestrojte
lichobéinik ABCD tak, aby bylo BC = b,CD = ¢, DA =
=d, S DAB— S ABC =a—f = «.

Reseni. Podivate-li se na obr. 29, kde jsou vyznadeny
dané tdsetky, vidite, Ze mame din rozdil dhla priléha-
jicich k vseéce AB. Musime si zfejmé v obr. 29 sestrojit
tithel x — B = ¢. Rekli jsme si, Ze byvé vhodné zobrazit
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0sovou soumérnosti jeden vrchol v druhy. PouZijm
osové soumeérnosti O (4 — B, B — A4), v ni prejde
D->D, XBAD - & ABD'. Protoie je a« > f§, leii
D na piimce CD tak, Zze C oddéluje D, D'. Uhel
XCOBD = ¢ =a—8.

Obr. 29

Md-li lichobéznik ABCD Zddané vlastnosti, md troj-
dhelntk BCD' stranu BC = b, BD'=d, << CBD' = .

Trojihelnik BCD' snadno sestrojime, znime ihel
trojihelniku a strany lezici na jeho ramenech. V tomto
sméru uz v rozboru pokradovat nemusime. Ptejme se
spiSe, zda budeme moci sestrojit body A4, D, az budeme
mit sestrojen trojihelnik BCD'. Co vime o vztahu
téchto bodu k trojihelntku BCD'?

Bod D lei 1. na polopiimce D'C,
2. na kruznici k(C,c).
Bod A je obrazem bodu B v soumérnostt O (D' — D).

Konstrukce.
K,: Sestrojime trojuhelnik BCD' s ihlem < BCD' = e,
BC =b,BD' =d.
K,: Sestrojime polopiimku D'C.
K,: Sestrojime kruénici k = (C, ¢).
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i

: Sestrojime D jako spoleéng bod polopfimky D'C
a kruinice k.

5. Sestrojime osu soumérnostt O (D' — D).

: Sestrojime obraz A bodu B v soumérnosti O.

2> Sestrojime lichobéinik ABCD.

b

Z konstrukei K,, K, plyne, Ze je CD = ¢ a bod C lez
mezi D, D’. Pouiitd osovd soumérnost O (D' — D,
B —» A, A — B) zobrazuje tisetku BD’' =d v ftisetku
DA =d a tdhel D'BA v thel < BAD = a, je proto
X D’BA = «. Protoze polopiimka BC lezi uvniti dhlu
ABD, je thel CBD’ = o« — f. V K, jsme viak sestrojili
tdhel < CBD’ = ¢, je tedy a— f = &. Tim jsme doka-
zali, Ze v sestrojeném é&tyfihelniku ABCD je AD = d,
BC =b, CD =¢, a— 8 = &. NemlzZeme vsak tvrdit,
7e &tyfihelnik je lichobéinikem s hlavnf zdkladnou
AB. Sestrojeny ¢tyfihelnik md rovnobéiné strany 4B,
CD, muze vSak byt rovnobéinikem (pfi b = d) nebo
lichobéznikem s 4B > CD nebo lichobéZnikem s AB <
< CD.

Diskuse. Kazdy krok konstrukce je jednoznaény,
proto i Gloha mé jediné feSenf. VySetfovani podminek,
kdy vyjde lichobéinik s AB > CD, nebudeme provadét.

Reseni tlohy bylo dost pracné, prestoZe jsme kon-
strukei trojihelniku BCD’ zapsali jako jeden krok
konstrukce. Tohoto obratu se uziva i v jinych pfipadech,
miZete ho také pouZit pii feseni tloh Matematické
olympiady. Budte si vSak védomi toho, Ze nesmite
dopustit, aby se vim tim skrylo v feSeni néjaké nedo-
patieni. Kazdou takovou diléi tdlohu si musite vyrFesit
samostatné a pripojit k Feden{ celé 1lohy. Zv1dsté neza-
pominejte na diskusi poétu feseni diléf Glohy.
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V popisu konstrukce nenf uveden krok K,. Je vyne-
chan proto, Ze konstrukce K, je nepolohova a je v ni
,,8kryto ‘‘ umisténi utvard.

Uvedme si je§té jednu idlohu o &tyrihelniku, kterou
Ize vyhodné resit pomoci osové soumérnosti. Uz z jejtho
textu byste jisté usuzovali, Ze bude vhodné uzit osové
soumérnosti.

Priklad 17. Jsou ddny idselky, a, b, ¢, d, pit EemZ je
a > d. Sestrojte étyFdhelnik ABCD, jehof strany AB, BC,
CD, DA jsou po fadé shodné s dseCkams a, b, ¢, d, je-li
ddle zndmo, %e dhlopFiéka AC je osou thlu .

Rozbor. Na obr. 30 je zobrazen ¢tyitihelnik ABCD,
ktery ma pozadované vlastnosti. Zobrazme v osové
soumeérnosti s osou AC bod B do bodu B’; tato soumeér-
nost zobrazi zfejmé polopfimku 4B na poloptimku AD.
Protoze je AD < AB, lei bod D mezi body 4, B'.

Md-li Styrihelnik ABCD Z%ddané vlastnosti, existuje
trojuhelnik B'CD, ktery md stranu B'C =b, CD =,
B'D=a—d.

Obr. 30
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Podobné jako v ptikladé 16 nebudeme provadét rozbor
ulohy na sestrojeni trojihelniku B'CD na zikladé
uvedenych jeho vlastnosti. Jde o konstrukei trojuheln{-
ku ze tii stran, o té vite, Ze ma pravé jedno reseni,
vyhovuji-li strany trojihelnika trojihelnikovym ne-
rovnostem.

Bod A le#i 1. na polopfimce opaéné k poloptimce DB’,

2. na kruinici k(D, d).

Bod B je obrazem bodu B’ v osové soumérnosti s osou AC.

Na zakladé podrobného rozboru miiZete snadno po-
psat konstrukei &tyFihelniku. PFi zkousce vysledku
konstrukce ani v diskusi nedojdete k Z2idnym potiZim.

Uloha v ptikladé 17 je ovSem jen &isti obecn&jsi
dlohy, ve které se neptedpoklada platnost néjakého
vztahu mezi dsetkami a, d. PFi rozboru této obecnéjsi
dlohy dochazime opét k nutnosti Stépeni rozboru.
V ptipadg, Ze je a < d, neli$i se dalsi postup mnoho
od reSeni ilohy v prikladé 17. Je-li @ = d, je &tyfihelnik
soumérny podle pfimky AC, je proto deltoidem (obr. 31).
V témi obrazku je zakreslen druhy deltoid, ktery ma ta-
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ké strany a, b, ¢, d. Nékdy existuje nekoneéné mnoho
deltoidli, které jsou feSenim zobecnéné dlohy. Jak
sestrojite néktery z nich?

15. Jo ddna p¥imka p, kruZnicc k, bod T a smér 8. Sestrojte
rovnoramenny trojuhelnfk ABC s téZidtém T, jehoZ zédkladna
AB néle?{ sméru s, vrchol A leZf na pffmce p, vrchol B na
kruZnici k.

[Sestrojte nejprve osu soumérnosti trojihelniku.]

16. Pozmérite text dlohy v prikladé 10 tak, aby poZadovala
sestrojenf tedny kruZnice bez pomoci Thaletovy véty. Tuto
tlohu lze fesit pomoci mnoZiny bodd soumérné sdruZenych
se stfedem kruZnice podle te&en. Provedte si takové Feseni
tlohy a zamyslete se nad jejf souvisloti se zndmymi konstruk-
cemi teden elipsy pomocf fidfcf kruZnice.

17. Jsou dény dvdé kruZnice k,, %k, a jejich spoletnd vnitfni
tedna t. Sestrojte bod X pi{mky ¢ tak, aby pfimka ¢ byla
osou dvojice vrcholovych Ghlu sevienych druhymi teénami
z bodu X ke kruZnicim ky, k,.

18. Je dén ostry tthel MNP a jeho vnitinf bod A. Sestrojte
ten trojuhelnik ABC s vrcholy B, C na ramenech dhlu, ktery
mé nejmensi obvod.

19. P¥i stejném zaddni jako ve cvideni 18 sestrojte drdhu bodu
A ptedstavujicfho kouli, kterd se po odrazu od ramen uhlu
vrét{ na své misto.

20. Postavte kuleénfkové koule na udhlopiéku stolu tak,
aby jejich vzdjemnd vzddlenost byla rovna vzddlenosti
kazdé z nich od rohu stolu. Stanovte drdhu jedné koule tak,
aby se odrazila postupné od tif{ stran stolu a zaséhla druhou
kouli. Md uloha reSenl pfi libovolnd predepsaném pofadi
stran, od kterych se mé koule postupné odrazit? Lze najit
jeji dréhu v piipads, Ze pozadujeme étyFndsobny odraz?
[Kombinujte sklddénf soumdrnostf, jejichz osy obsahujf
strany obdélnfka. Pro existenci poZadované dréhy je rozhodu-
jicf, abychom body odrazu dostali uvnitf pislusnych stran.]

21. Sestrojte trojihelnik A BC, jsou-li ddny velikosti jeho stran
a, ¢ a thlu a — B.
[Uloha je zjednodusenim feSené tulohy z piikladu 16.]
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KAPITOLA V

POSUNUTI

Diive neZ si uvedeme zakladni véty o posunuti v roviné,
zmilime se struéné o pojmu souhlasné rovnobéinych
polopfimek.

Jsou-li AM, BN dvé polopfimky leZict na rovnobéskdch
a leZi-li obé v této poloroviné s hraniéni primkou AB,
nazyvdme je souhlasné rovnobéiné. Dvé polopFimky leZict
na téfe primce povafujeme za souhlasné rovnobéiné, je-li
jedna z nich Edsti druhé.

Polopiimky 4M, BN na obr. 32a, b zfejmé jsou
souhlasné rovnobéiné. Pro nas je dilezité, abychom
si uvédomili, Ze pfi obvyklém znadeni vrchold lichobéz-
nfkd a rovnobéinikt pismeny ABCD doséhneme vidy
toho, Ze je polopiimka AB souhlasné rovnobézni s po-
lopfimkou DC. Navzdjem opaéné polopiimky nejsou
souhlasné rovnobéiné, ani polopiimky AB, BA nejsou
souhlasné rovnobézZné.

A B M N
Obr. 32a, b
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Je-li ddna polopiimka AB a bod X, existuje prdvé jedna
poloprimka X Y souhlasné rovnobéind s AB.

Pomoci souhlasné rovnobéinych polopfimek miZeme
plesné vyjadiit predpis, kterym pfifazujeme kaZdému
bodu roviny obraz v nékterém posunuti.*)

Jsou-li ddny dva rizné body A, A’, pFifazujeme v po-
sunuti T(A — A') bodu X bod X' tak, %e sestrojime po-
loprimku XN souhlasné rovnobéinou s AA’ a na nt sestro-
jime bod X' tak, aby bylo 44" = X X' (obr. 33).

X X N
A A
BT g
Y‘-.YI

Obr. 33

Jsou-li AM, BN dvé riizné souhlasné rovnob&iné polo-
pfimky, existuje prdvé jedno posunutt v roving, které
zobrazt poloprimku AM na polopfimku BN.

Vyznadime-li v obrazku 33 piifazeni ¢arkovanych
bodiu nedirkovanym pomocf Sipek, feknete si jists,
Ze jsme zakreslili um{isténi jednoho vektoru.

Ke kazdému posunuti T (A — A') existuje inverzni
zobrazeni T-1 (A’ — A), které je vidy riaznéod T.

Nakreslete si podle obriazku 33 takovy obrazek,
na kterém bude pomoci vektorit vyznaéeno pfifazenf

boda v T-1.

*) Posunutf znaé¢ime obvykle pfsmenem T, protoZe se nazyvé
téZ translace. Pfsmenem P oznadujeme zpravidla podobné
zobrazeni.
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B
A¢B 1 B A B
B - |
A/ X Y Y X

p

Obr. 34 a, b, c

Je-li ddna tsetka 4B, miZeme ji oznadit jako vektor
(orientovat) dvéma riznymi zpisoby (obr. 34a), bud
pfiddme Sipku k bodu B, nebo k bodu 4. Vime jiZ, Ze
existuje posunuti T(4 — B) a druhé, k nému inverzni,
T-1 (B —A).Tato dvojice posunuti vystupuje pii reéeni
dloh nerozluéné spolu. V tlohach se &asto setkdme
s dvojici shodnych a rovnobéinych tsedek (obr. 34b, c).

Jsou-li dany dvé rovnobéiné a shodné vseéky AB, XY,
existuji pravé dvé posunuti zobrazujici souasné jeden
krajni bod kaZdé z danyjch vsebek v druhy. Jsou to posunuti
T.(4 - B), T, (B — A).

Na obr. 34b zobrazuje T, (4 — B, X — ), kdeito
na obr. 34c zobrazuje T, (4 - B, ¥ — X).

Podobné jako u stiedové a osové soumérnosti zaéné-
me i zde s dlohami na ,,vzpiieni’ Gsetky mezi danymi
dvéma utvary. Vzhledem k vlastnostem posunuti to
vSak budou piéky rovnobéiné a shodné s danou tsed-
kou.

Priklad 18. Jsou ddny dvé kruznice k,, k, a dvojice
riznyjch bodd A, B. Sestrojte viseéku X Y rovnobénou s AB
tak, aby bod X lefel na k,, bod Y na ky,a aby XY = AB.

Rozbor. Na obr. 35 je zobrazena dvojice tsetek 4B,
XY. Body X, Y jsou neznamé, vime viak, Ze bod X
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=~
\ . !
\ /
\ / \\\ kZ ’/I
Xv Y —-—~ -
A )
Obr. 35

piejde v Y jednou z translaci T, (4 — B), T, (B — 4).
Nevime, ktery bod X kruinice k, pfejde v hledany
bod Y kruZnice k,, miZeme proto opét ,,zkouset’ vétsi
potet bodu kruznice k,. Pozorujeme, Ze obrazy bodi
kruznice k, (hroty Sipek) vytvareji kruznici. ProtoZe
v posunuti je obrazem kazdé kruznice kruzZnice shodna
s pivodni, dochdzime k tomuto vysledku:
Bod Y lezi 1. na kruznici ky(S,, 75),
2. na kruznict ki (S;, r,), kterd je obrazem
kruZnice k, (S, r,) v posunuti T, (A — B)
nebo T, (B — A).

Konstrukce.

K,: Sestrojime kruZnici k', (S;, r,), kterd je obrazem
krugnice k, v posunuti T, (A — B).

K,: Sestrojime spoleéng bod Y krufnic ki, k.
K,: Sestrojime bod X jako obraz bodu Y v T! (B — A).
K,: Sestrojime viseCku X Y.

Pripojte sami je$té obdobny popis konstrukce v pri-
padé, Ze pouZijeme posunuti T, (B — A4).

Zkousku vyjsledku konstrukce provedte sami, je velmi
jednoduchd.
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Diskuse. Vechny konstrukce kromé K, jsou jedno-
znadné. Podet TFeSeni ilohy zavisi jediné na poétu spo-
lednych bodu kruznice k, s obrazy kruznice k, v posu-
nutich T,, T,. Uloha mé proto nékdy i nekoneéné mnoho
feSeni. Nejvy3si konedny podet feSeni je roven &tyfem,
dale muZe mit Gloha tii, dvé, jedno nebo zidné feleni.

Vidite, Ze TeSeni tloh pomoci posunuti je je$té ni-
ro&néjsi na formulaci textu nez reseni iloh v kapito-
lach IIT a IV. Komplikace zpisobuje existence dvou
posunuti, kterd mohou dlohu fesit. Pfipomerite si znovu
obsah poznamky za pifkladem 6. Snadno pak vyfeSite
dalsi dlohu.

Piiklad 19. Je ddna dvojice piimek a, b a vseéka MN.
Sestrojte &tverec XYZU o strané XY = MN a rovnobéné
8§ MN, je-li dina podminka, aby bod X lefel na pFimce

abod Y nab.

Reseni tlohy predpoklada sestrojen tisetky X ¥ s uve-
denymi vlastnostmi. Kolik pak existuje étverci, které
maji stranu XY?

Piiklad 20. Je ddna krufnice k s vyznalengm primérem
PQ o nesebna p krufnice k s vyznalenou iseCkou AB.
Sestrojte bod Z kruénice k, ktery md tu vlastnost, fe pfimky
PZ, QZ protinajt p v bodech X, Y tak, 2e je XY = AB.

Rozbor. Je-li bod Z na obr. 36 feSenim ilohy, je visetka
XY = AB. ProtoZe je pfimka XY rovnobéina s AB,
méme moZnost pievést bod X v bod Y jednim z posunut{
T,(4 - B), T,(B— A). Zobrazme v tomto posunuti
bod P v bod P’. Na obr. 36 jde o posunuti T, (B — 4,
X - Y, P — P'). Pfimka PX je rovnobéina s pfimkou
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P'X’ = P'Y; protoze je PX kolma na QY, je také P'Y
kolmd na QY.

Dochazime tedy k zavéru:

Bod Y je obrazem bodu X v T, (B — 4),

let 1. na pFimcee p,
2. na Thaletové kruZnict o praméru P'Q.

Stejné tak by ovSem mohl byt bod Y obrazem bodu X
v posunuti T, (4 — B). Nakreslete si pro tento p¥ipad
obrazek.

Ostatni dasti refeni této tlohy si mizZete zpracovat
sami, voditkem vam miZe byt feSeni pifkladu 11.
Dostanete nejvyse &ty¥fi riizna feseni (obr. 37).

Dosud v8echny ilohy této kapitoly byly polohové
a vcelku jednoduché, nasli jsme okamzité mnoZinu
bodii, které nilez{ nezndmy bod. Cast&jsi je pripad, kdy
po ztotoZnéni dvou nezndmych bodid posunutim dojde-
me k iloze o jednom neznamému bodu, kterou musime
Fedit nékterym dalsim zpuasobem.
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P P /P
Obr. 37

Priklad 21. Na pFiéném profilu terénu jsou ddny body
P, Q a primka p, na nié lefi dno vgkopu pro Zelezniéni
trat. Narysujte profil vijkopu, jestlife $ifka jeho dna je AB
a stény vijkopu majt ty% spdd.

Redeni. Na obr. 38 je narysovano fedenf tilohy. Pousi-
jeme osvéddeného zpilisobu a sestrojime obraz P’ bodu P
v T, (4 - B, X — Y). Snadno si dokdzete, Ze je pfimka
PX rovnobézni s piimkou P'Y. Je také ziejmé, Ze bod
Y je tim bodem piimky p, ve kterém by se paprsek
vyslany z P’ odrazil od p do bodu @. Tim jsme tlohu

Q
P__P

A B X Y P
Obr. 38
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prevedli na difve fesenou tlohu o odrazu (piiklad 13).
Reseni dokondete sami, nezapomerite véak na posunuti
T, (B — A). Prislusnd lomena ¢&ira PXYQ se protina,
nema proto vyznam pro praktickou ilohu, ze které jsme
vysli. Mame pfiklad, kdy prakticka tloha mé méné fe-
Seni nez z ni vyvozena tloha matematickd. Podobné
piiklady znate z FeSeni kvadratickych rovnic.

Jisté jste jiZ fesili Fadu tdloh na sestrojeni trojiihelniku
ABC, jsou-li dany velikosti tf{ z jeho prvku a, b, c,
o, B, v, ta, ta, tc, V4, VB, vo.*) Trojtihelnik ABC lze sestro-
jit zvla§té snadno, je-li dina nékterd z trojic a, b, ¢,
a, b, 7; a, br V45 Q, b, tA; a, vg, tA; a, e V455 @, 4 tA; a, o,
tA; a, o, V4, @, Vp, tA; a, Vg, tC:. @, vp, V¢5 &, Vg, Vc- Jsou-li
viak didny nékteré jiné trojice prvkiu, dostdvime tlohy
mriochem obtiZnéjsi. Sezndmili jste se patrné i s umélymi
obraty, pomoci kterych se sestrojuje trojihelnik, je-li
dano vy, vg, vo nebo &y, g, L.

Pri reeni nasledujici ilohy pouzijeme posunuti a stie-
dové soumérnosti jinym zpisobem nei dosud. Pokud
tento zpuisob neznite, bude vam piipadat umély.
Pozdéji se viak presvédéite, Ze je to velmi uZiteény
zptisob feSeni dloh o trojihelniku.

Priklad 22. Sestrojte trojuhelnik ABC, jsou-li ddny
tseCky shodné po Ffad¥ s proky to, va, ve trojithelniku.

Regeni (obr. 39). Zobrazme bod C jednak v T (4 — B)
jednak ve stfedové soumérnosti S o stiedu B. Obrazy
oznaéme po fadé pismeny D, E. DokazZte si sami:

*) V uvaze, kterd ndsleduje, bude vyhodné znadit téZnico
a vysky indexy vrcholi, ne stran trojihelnikiu. (Vrcholy
budeme mit v obrizcich oznateny, ale strany ne.)
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Ma-li trojihelntk ABC pofadované vlastnosti, md troj-
thelnik CDE stranu DE = 2t;, vysku vp = v,, vjshku

Vg = 2’0(}.

c D

Obr. 39 E

Zname tedy v trojihelniku CDE stranu DE a vysky
vychdzejici z jejich koncovych bodu. Z téchto podminek
Ize trojihelnik CDE sestrojit. Bude vSak mozno setrojit
body A4, B, budeme-li znat trojihelnik CDE? Ziejmé
ano, protoze bod B je stfedem soumérnosti S (C — E)
a bod A4 je obrazem bodu B v posunuti T;! (D —C).
Jisté snadno dokonéite reseni celé tlohy. Dejte pozor
pti diskusi na to, Ze konstrukce trojihelniku CDE
muZe mit dvé rizna reSeni. KaZzdé z nich je vychodis-
kem k jedné konstrukei trojihelniku 4BC.

Uvedenou ulohu lze fedit i jinym zptsobem, napf.
pomoci podobnosti trojihelniki. NaSe refeni spoéivalo
v tom, Ze jsme nasli pomocny trojthelnik CDE, jehoz
prvky zaviseji jednoduchymi vztahy na danych prveich
trojuhelniku A BC. Pokusme se nyni aplikovat tento zpa-
sob feden{ i na jiné piipady.

Sestrojme si znovu trojihelnik ABC a body D, E
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(obr. 40), vyznaéme vSak viechny mozné trojihelniky,
které maji za vrcholy tfi z bodu A4, B,C, D, E. Je jich
devét, v kazdém si stanovime ty jeho strany, dhly téz-

7

c

E
Obr. 40

nice a vysky, které lze vyjadrit jednoduchou zavislosti
na prveich trojihelnika ABC. Pisme vysledky do tabul-
ky (viz str. 64).

Naudme se nyni pracovat s hotovou tabulkou. Zvolte
si libovolnou trojici prvka trojihelnika ABC, napf.
ve, B, tp. Hledejte, na kterém fadku (od tfetitho poéinaje)
jsou tyto prvky napsany soudasné. Najdete fadek pii-
sludejici trojihelniku ABE. Na néértku trojihelniku
ABE uvidite, %e znate jeho stranu AE, < ABE =
=n-f a vySsku vg = v;. Trojihelnik ABE muzZete
snadno sestrojit, umistite-li dhel ABE. Konstrukce
hledaného trojihelniku je pak snadni. Dalsi pokyny
a poznamky k praci s tabulkou najdete ve cvienich.

Podivejme se blize na pojem étyfihelniku. Vite ze své
zkusenosti, %e trojihelnik ABC povaZujeme za sestroje-
ny, vyzna¢ime-li jeho obvod, tj. uzavienou lomenou
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abrol 1 strany tihly t&znice vysky
ABC a, b, c a, B,y L4, s, tc, | Va4, V8, V¢
CBD b,c,a B,y « tg, lc, t4, | vB, Vg, V4
BDE 2, a,b | m-y, -, %G, 5= | - va, vB
CDE | 2, 2a,c | B, -, - -, b, - -y 4, e
ACE | 2a, 2t5, b S Yy - ¢, - - V4, -, Svg
ADE | 26252t - - - |26,203a| - --
ABE | a,2%g,c¢ |-, m-8,-| - 5b,- | va - 00
ABD | b, 2t4,¢ | -, - - | - 58 - | vss - 00
ACD ¢, 24,0 | -, -0, -| -, -;-a, - Ve, -, VB

¢aru ABCA, ktera neni éasti pfimky. Tento navyk
nas viak muZe v pfipadé &tyiihelniku dovést do nede-
kanych situaci. Lomenda ¢ira ABCDA, ktera nenf &astf
piimky, muZe mit i jiné tvary, nez je ten, ktery ma
obvod konvexniho é&étyithelnfku. Na obr. 41 jsou zni-
zornény mozné pripady.

Pri feSeni tdloh poZadujicich sestrojeni étyfihelniku
sestrojujeme vlastné lomenou éiru ABCDA na zakladé
velikosti jejich tsetek, hlid sevienych jejimi tsedkami
apod. NemiZeme se proto divit, Ze nam vyjdou i po-

divné ¢tyiihelniky jako na obr. 41b, ¢, d, e, f.

64




A
D
B D
A
B8
A=C 0
B C
A B8
Obr. 4] a—f

Priklad 23. Jsou ddny vseéky a, ¢, e, f a idhel . Sestrojte
EtyFihelntk ABCD, v némZ je AB = a, CD = ¢, AC = e,
BD = f a dhel ¢ je shodny s tim dhlem pitmek AC, BD,
jehof ramena prochdzeji body A, B.

Rozbor. Piedpokladame, Ze dloha ma reseni, ozna¢me
pruseéik jeho uhlopiitek pismenem U (obr. 42). Je
ziejmé, Ze tGhlu ¢ nemiZeme vyuiit, jestliZe nezname
bod U. Napada tu myslenka, zda by nebylo mozno ihel
premistit tak, aby na jeho ramenech lezely dané 1selky
(v ptikladé 16 jsme toho 1spéSné vyuzili). Zobrazme
v posunuti T (D —C) bod B v bod B’, tim prejde dhlo-
piiéka BD v tsetku CB’ rovnobéinou s DB, je proto
X ACB’ = &. Dokazali jsme:
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Obr. 42

Md-li &yrihelntk ABCD pofadované vlastnosti, md
trojuhelnik AB'C stranu AC = e,CB’ = f, << ACB = ¢.

Na zikladé téchto vlastnosti trojihelnik AB’C snad-
no sestrojime. Zabyvejme se vSak vztahem bodu D, B
k trojihelniku AB'C. Dokazte si sami, Ze plati:

Ma-li trojihelnik AB'C uvedené vlastnosti,

leZi bod B 1. na kruznici k, (B’, c),

2. na kruznici Ic2 (4, a).

Bod D je obrazem bodu C v posunutz T-1 (B' — B).

Cely sviaj postup stavime na piedpokladu, Ze vznikne
trojihelnik 4 B’C. Vznikne opravdu vidy? Zamyslete se
nad tim, v pfikladé 17 jste vidéli, Ze to miZe byt rozho-
dujici pro dalsi postup.

Konstrukce.
K,: Sestrojime trojihelnik AB'C, ktery md < ACB’' = ¢,
AC =¢,CB' =
K,: Sestro_;ime krusnics k, (B, ¢).
K,: Sestrojime krunici k (4, a).
K,: Sestrojime spoleény bod B kruznic k,, k,.
Ky: Sestrojtme obraz D bodu C v posunuti T-! (B’ — B).
K Sestrojtme lomenou Edru ABCDA.



Zkoudka. Z konstrukei K,, K, plyne, Ze je AB = a,
z konstrukce K, vyplyva AC = e. Obdobné snadno
overlte, Ze je BB =¢, CD =BB =c¢ca BD =B(C =
= f. Uhel BCD = ¢, ]eho rameno CB’ prejde v posunuti
T-! v polopiimku DB. Je proto thel ¢ shodny s tim 1ih-
lem piimek AC, BD, jehoZ ramena prochézeji body 4, B.
Ovérili jsme, Ze sestrojeny utvar se étyfmi vyznaénymi
body 4, B, C, D méa viechny vlastnosti, které iloha
poZzaduje. NemiiZzeme vSak dokizat, Ze tento tGtvar je
konvexnim é&tyfihelnikem. Popsanou konstrukei jsme
sestrojili uzavienou lomenou éaru ABCDA, kterda mé
vlastnosti Zadané v textu ilohy.

Diskuse. Poéet uzavienych lomenych éar ABCDA
zavisi pouze na podétu spolednych bodl kruzZnic k,, k.
Zajima-li nds, kdy je tato ¢ira obvodem konvexniho
¢tyfihelnfka, musime najit mnoZinu vSech bodd B,
pro néZ plati, Ze useCky BD, AC maji spoleény vnitini
bod. Dokazte si, Ze takovou mnoZinou boda B je vnitiek
rovnobéinika ACB'E (obr. 43). Na obr. 43 vidite, Ze
mohou existovat také dva konvexn{ étyfihelniky A BCD,
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které jsou feSenim tlohy. Provedte si sami podrobnou
diskusi.

22, Sestrojte pti¢ku dvou rovnobézek a, b, kterd je k obéma
kolm4 a jo z daného bodu M vidét pod danym tGhlem a.
[Sestrojte nejdrive libovolnou pii¢ku a mnoZinu bodu,
z nich% je vidét pod danym uhlem a.]
28. Jsou ddny dvé nesoustifednd kruZnice k;, k, a smér s.
Sestrojte pfimku sméru s, na které vytinaji dané kruznice
shodné tétivy.
[Premfstete vhodné stfed jedné tétivy do stfedu druhé
tétivy.]

24. Zobecnéte tlohu v pfikladé 20 v tom smyslu, Ze body P, @
budou libovolné dva body kruZnice. VyuZijte vlastnosti
obvodového dhlu.

25. Sestrojte trojuhelnik 4 BC, je-li ddno:

1.4, a, v, 4. tp, ¢, a,
2. tA, b, a, 5. tBr Vs €
3. td, tn, tos 6. tc, V4, ﬂ

[Najdéte vidy v tabulce trojuhelnik, jehoz prvky obsa-
huji dané prvky trojihelniku ABC. Zjistéte, které strany,
dhly nebo vysky pomocného trojuhelniku znéte a jak jej
pomoci nich setrojite. Zapiste si, jak potom sestrojite vrcholy
hledaného trojuhelniku ABC.]

26. Vsimnéte si, Ze v tabulce jsou vyjddfeny vysky viech
trojihelniki pomoei vysek vychoziho trojuhelniku ABC,
kdeito téznice jsou nékdy vyjddieny pomoc{ stran a obricensd.
To znamend, e pomoci trojuhelnikiu zapsanych na tet{fm
az devatém fddku muZeme vyhodns Fesit ty ulohy, ve kterych
jsou dény téznice s dalsimi prvky. KaZdou z nich lze fesit
1 dalsfmi zplisoby, pokuste se vyfFesit jinym zpusobem ilohy
ze cviden{ 25.

27. Sestrojte rovnobdinik ABCD, zndte-li velikosti jeho stran
a velikost toho uhlu udhlopfidek, jehoZ ramene prochdzeji
vrcholy A4, B.

28, Sestrojte &tyfuhelnfk ABCD, je-li zndma odchylke e
piimek AB, CD a déle délky v3ech stran AB, BC, CD, DA
étyrahelnfku.

[Uzijte posunuti T(D — C) a sestrojte thel, ktery mé ve-
likost € a vrchol v bodé A4.]
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KAPITOLA VI

OTOCENI

V piedchazejicich kapitolach jste se sezndmili s podrob-
nymi feSenimi tloh pomoci zobrazeni a nékteré z nich
jste si sami rozfefili. V této kapitole nebudeme proto
rozvadét uvahy o reseni Uloh; ukaZeme si tfi typické
tlohy, které fesime pomoci otodeni.

Definice otoéen{ (rotace) vyzaduje znalost pojmu orien-
tovaného 4hlu. V této publikaci nemtzeme opakovat
vlastnosti orientovanych thli, budeme je proto pova-
Zovat za zndmé. Pripomerime si jen, Ze (neorientovany)
ihel AVB je moino ,,orientovat’‘ dvéma riznymi zpu-
soby. MuaZeme povaZovat za poditeéni rameno polo-

PN
piimku VA a dostaneme tak orientovany dhel AV B, ne-
bo povaZujeme za podéitedni rameno polopfimku VB

a dostaneme orientovany thel BV A.

Otodeni v roviné je jednoznaéné uréeno, je-li dan bod 8
a orientovany ithel &. Otodenf se stfedem S a tdhlem
otodeni ® budeme znadit R(S, ®).

Je-li ddn (neorientovany) tdhel AVB, existuji dvé
otolent se stfedem V, kterd zobrazuji jedno rameno 4hlu

N PR

v druhé rameno. Jsou to otolent R (V, AVB), R,(V, BV A).

Je vam jisté zfejmé, Ze uvedené dvé rotace R,, R, jsou
zobrazen{ navzadjem inverzni. Zvlastnim piipadem rota-
ce je stfedovd soumérnost, ktera je, jak vime, totoznd
se zobrazenim k ni inverznim.
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Ptiklad 24. Jsou ddny dvé pfimky p, q, bod T a rovnora-
menny trojuhelnik KLM. Sestrojte trojihelnik TUV po-
dobnyj trojihelniku KLM tak, aby vrchol U leZel na pfimce
d a vrchol V na q.

Rozbor. Na obr. 44 je zakreslen trojihelnik TUV a da-
né utvary. Mame opét dva neznimé body U, V, jeden
v druhy muZeme zobrazit rotaci kolem sttedu 7'. Uhel

N
této rotace je bud shodny s orientovanym tihlem LK.M

nebo s orientovanym thlem MKL.

Nezndmyj bod V leét 1. na piimce g,
2. na obrazu p' pFimky p v otolent

N S
R(T, LKM) nebo RyT, MKL).

Konstrukce.

P
K,: Sestrojime obraz ptimky p v otobent R(T, LKM).
K,: Sestrojime spoletny bod V piimek p', q.
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K,: Sestrojime obraz U bodu V v otoéent R7Y(T, fK\L) =R,.
K ,: Sestrojtme trojihelntk TUV .

Zapiste sami konstrukei pomoci R, (T, llfI?L) a pro-
vedte zkouSku vysledkid konstrukce. V diskusi dojdete
k zivéru, Ze muZe existovat také nekonednd mnoho
fesenf. PHi jaké vzajemné poloze pfimek p, ¢ nastane
takovy pifpad? Narysujte si jej.

Priklad 25. Je ddn &verec ABCD a seka MN. Se-
strojte &tverec XYUV, jehof kaidy vrchol lefl ma jedné
strané &tverce ABCD a strana XY = MN.

D v c

Obr. 45

Regent je jednoduché, dokazete-li, Ze stied &tverce
XYUZ je totoiny se stfedem &tverce ABCD. Sestroji-
me-li libovolny &étverec XYUZ se stitedem S (obr. 45)
shodny se étvercem X Y UZ, existuje rotace se stredem 8§,
kters zobrazi X - X, Y. Y, U — U, Z — Z. Uloha
je pozoruhodnd tim, Ze nezndme thel otoéeni, pouze
jeho stied. Musime proto uvaZovat, kde le#f obrazy
bodu X ve viech otofenich se stfedem S. Snadno si
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dokazete, Ze timto wtvarem je kruznice k(S, SX).
Konstrukce a ostatni &dsti TeSenf tlohy vychazejf
z tohoto zavéru rozboru:

Nezndmyj bod X leZi
1. na dseéce AB,
2. na kruénict k(S, SX).

Polomér kruzZnice k£ muZeme sestrojit i bez pomoci

bodu X, protoZe je ziejmé SX — % MN.)2.V diskusi

dojdete k nejvyse dvéma riznym reSenim.

Priklad 26. Je ddna krusnice k(S, r) a dva réizné body P,
Q. Sestrojte dvé rovnobdiky p, q prochdzejici body P, @ tak,
aby protinaly krunici k v bodech X, Y omezujicich étvrtinu
kruznice.

Eeseni. I v tomto piipadé se ndm osvédéi metoda uZité
pii feSeni tdloh v piikladech 11 a 20; zobrazime bod X
v bod Y (obr. 46).

Vhodnym zobrazenim je ziejmé otolenf kolem bodu §
o pravy iihel v kladném nebo zaporném smyslu. Pfimka
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p rovnobézna s pfimkou ¢ prejde timto otoéenim v pi{m-
ku p’ kolmou ke g. Dochazime k zavéru, ze
bod Y leZi 1. na dané kruinic: k,
2. na Thaletové krusnici o praméru P'Q.

Konstrukce.

K,: Sestrojime obraz P’ bodu P v rotaci R,(S, & = 90°).
K,: Sestrojime krugnict o priméru P’ Q.

K,: Sestrojime spoleény bod Y krufnic k, k,.

K ,: Sestrojime bod X jako obraz bodu Y v otofent R;.
K;: Sestrojtme pMmky p = PX, q = QY.

Popiste konstrukeci v pripadé, Ze pouZijete rotace
R:(S, & = — 90°). Provedte si podrobnou zkougku
vysledkd konstrukce a diskusi. Kdy bude mit tloha
nekone¢né mnoho fedeni? Jaky je nejvétsi moZny ko-
netny podet Feeni? Narysujte si jednotlivé pripady.

Touto tdlohou konéi nase spoleéna cesta, béhem nfZ
jsme pozndvali, jak nam mohou shodné zobrazenf pomo-
ci pfi fedeni konstrukénich iloh. Pokud jste jen broZzuru
prolistovali, projdéte si ji jesté jednou a zamérte se na
sledovani logického postupu fefeni a jeho formulovén{.
Poznatky a zkuSenosti ziskané v tomto sméru muiZete
uplatnit pii stylizaci feSenf soutdZnich tiloh Matematické

olympiady.

29, Je ddna kruZnice k a bod A. Sestrojte tétivu XY kruz-
nice k, kterd mé danou délku a prochdz{ bodem A.

[Narysujte si libovolnou tétivu dané délky a pouzijte vhod-
ného ototenf.]

80. Jsou ddny dvé soustfedné kruznice k,, k, a bod A leZicl
na k,. Sestrojte rovnostranny trojuhelnfk ABC, jehoZz vrchol
Blezf na k, a vrchol C na k,.

[Znéte stfed i Ghel otodeni prevdddjiciho hod B v bod C.]
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81. Jsou ddny dvé razné kruinice k;, k, se spoleénym bodem
‘]‘-1) . Ses;ctrojte &tverec ABCD, jeho% vrchol B leZ{ na k, a vrchol
na k,.

82. Je dédna kruZnice k, bod B a tselka MN. Sestrojte t&tivu
XY = MN kruZnice k tak, aby byla vidét z bodu B pod
dhlem 60°.

[Postupujte obdobné jako ve cvidenf 22.]

Obtizn&j¥f dlohy

83. Zobecnéte ulohu v pfikladé 26 v tom smyslu, aby hledané
body X, Y omezovaly oblouk kruZnice pFisludejicf stfedovému
dhlu a.

84. Dokaite, Ze sloZenim stfedové soumérnosti § a posunuti T
vznikne stfedovd soumérnost s jinym stfedem.

[Zobrazte nékolik bodd X roviny ve zobrazeni ST (X — X’)
a sestrojte stfedy tusefek XX’. Pouiivejte vlastnosti stiedn{
piieky trojahelnika.]

85. Dokazte, Ze sloZenfm lichého podtu stfedovych soumérnost{
vznikne stfedovéd soumsdrnost, kdezto sloZzenim sudého poédtu
stfedovych soumérnosti vznikne posunuti nebo identita.
[Pouzijte véty formulované ve cvideni 34 a zndmé véty, Ze
sloZzenfm dvou posunuti vznikne posunutf nebo identita.]

86. Narysujte si &tverec S, S, S; §,. Zduvodnéte pomoci
vty vyslovené ve cviteni 35, Ze kazdd lomend déra XYZUV,
jejiz uset¢ky XY, YZ, ZU, UV majf po tads stfedy S,, Sa, Sy,
S,, je uzaviend, tj. bod X = V.

[Zobrazte bod X ve zobrazeni, které vznikne sloZenim
soumsérnosti §,, §,, S5, S, se stiedy S,, S,, S, S,. Porovnejte
zobrazen{ §,5,, $45,.]

87. V rovind je ddno pé&t libovolnych bodu S,, S,, S, S, Ss.
Sestrojte uzavienou lomenou &iru ABCDEA, kterd mé tu
vlastnost, %e dané body jsou po fad® stfedy usetek 4B, BC,
CD, DE, EA lomené &4ry.

[Pfi rozboru tlohy sestrojte obraz bodu 4 a libovolného
bodu X v zobrazen{ S§,5,5,5.5;, které dostanete slozenim
stfedovych soumsdrnosti podle stfedu S,, S,, S, S¢ Si.]

38. Jo déna ptimka p s bodem M, kruZnice k a tihel a. Sestroj-
te kruZnici, kterd se dotykd v bodé M pimky p a proting
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danou kruznici tak, Ze tedny téchto kruZme ve spoleéném
bodé sviraji dhel o velikosti a.

[V rozboru zvolte osu soumérnosti tak, abyste zobrazili
priuseéik obou kruZnic do bodu M. Obraz kruZnice k v této
soumérnosti oznadte k’. Zamyslete se nad tim, zda jo moZno
sestrojit kruZnici &’ dffve neZ znédte osu soumdrnosti.]

89. Jsou dény tii piimky prochdzejicf bodem O a ddle je
dén bod A4 £ 0. Sestrojte trojuhelnfk ABC, pro ktery na-
stane jedne z moZnost{:

1. jeho vysky leZi na danych pfimkéch,

2. jeho téznice lezf na danych piimkéch,

3. osy jeho vnitfnich nebo vndjsich dhli lez{ na danych

piimkdch.

[Prvni ptipad je snadny, v daldich uZijte vhodné soumérnos-

ti.]

40, Sestrojte ¢tyfuhelnik ABCD, jsou-li dény velikosti tsedek
AC, AD, BC a velikosti thla ADB, DBC.

[Jedno z moZnych feSeni zafind konstruke{ jistého troj-
uhelnfku, jeho% vnitfn{ thel je shodny s rozdilem danych
thli. Jako &dst FfeSeni se objevuje tuloha obdobné tloze
v pfiklads 18. MuZete v3ak najit jiné feseni.]

41. Jsou dény pifmky a, b prochdzejici po fadé danymi body
A, B. Déle je ddn smér s. Sestrojte pfimku daného sméru tak,
aby protinala pfimku ¢ v bodé X, pfimku b v bodé Y a aby
platilo AX = BY.

[Usetku AX miitete zobrazit na uisedku BY vhodnym oto-
&enim. Zjistéte velikost nékterého uhlu s vrcholem X nebo
Y, jehoZ ramena prochdzeji danymi body nebo stfedem otoden(
prevédddjictho piimku a v pfimku b.]

75






		webmaster@dml.cz
	2016-06-29T18:03:42+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




