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Kapitola 7.

SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC
A NEROVNIC O DYOU NEZNAMYCH

Ve skole jste feSili soustavy dvou linedrnich rovnmic
o dvou neznamych, pti¢em? grafické znazornéni rovnic
vam usnadnilo jejich FeSenf. VaSe védomosti v tomto
oboru checeme nyni osvéZit a trochu rozsitit, a to zejména
tim, Ze budeme uvaZovat téZ soustavy linedrnich rovnic
i nerovnic o dvou neznamych. Nerovnicim o dvou nezné-
mych odpovidaji pfi geometrickém znazornéni polorovi-
ny, jak jsteseotom pouéili jiz v kap. 2, kterou si pfed stu-
diem této kapitoly znovu pieététe. Pro omezeny rozsah
této knfizky vas na pfikladech sezndmfme hlavné s témi
novymi poznatky, které budete potfebovat ke studiu
dalsfho ¢linku. Pro dsporu mfsta nejsou v této kniZce
otistény takové obrazky, které si sami snadno narysujete
podle znéni textu.

Jedna linedrni rovnice o dvou neznamych, nap¥. 3z 4
+ 2y — 15 = 0, ma nekoneény podet fefeni. Kazdému
z nich odpovida bod [z, y] pfimky, kterd je grafickym
znazornénim p¥islusné rovnice. V piipadé nami zvoleném
je to piimka r = PQ v obr. 2. Body P =[5; 0], @ =

= lO; 175] najdete snadno jako praseéniky dané pfimky
se soufadnicovymi osami.

Rysujete-li obraz pfimky na &tverec¢kovaném papite,
pak nékdy velmi snadno postiehnete, ze pfimka prochazi
nékolika m#iZovymi body roviny, tj. takovymi body,
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jejich% obd soufadnice jsou &fsla celd. Soufadnice téchto
bodt pak predstavuji feSeni dané rovnice v oboru celych
¢isel. Tak napt. u p¥imky r snadno najdete m¥fZové body

~
Q

b

Obr. 2

[—1; 9], [1; 6], [3; 3], [5; 0], [7; —3] atd. Viimnete-li si
dobfte zdpisu téchto po sobé jdoucich m¥iZovych bodi na
pi¥imce, pak snadno objevite, Ze pfi pfechodu od jednoho
bodu k druhému za nim nasledujicimu se prvn{i soufad-
nice zvétsf o 2, druhd se zmensi o 3. Zvolime-li néktery
bod z této mnoZiny za zdkladni, pak miaZeme vSechna
celodiselnd FeSeni dané rovnice zapsat jednoduchym
zpisobem. Zvolime-li napf. bod [1; 6] za zakladni, pak
pro viechny mi#{Zové body roviny na piimce r plati:
x=1+42t, y =6—3¢t kde ¢ je libovolné celé &fslo.
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Snadno lze dokizat, Ze na ka?dé p¥imce soufadnicové
roviny le%f bud nekoneéné mnoho m¥{Zovych bodi, nebo
jen jeden, nebo #4dny. Resenf rovnic v oboru celych &isel,
patii k velmi starym oborim aritmetiky. Jejich feSenim
se zabyval mimo jiné téz fecky matematik Diofantos (%il
koncem 3. stol. n. 1.). Proto se nékdy téZ uZiva nazvu
diofantické rovnice. Pozndmky tohoto odstavce nesméfo-
valy k tomu, abyste se naudili fesit diofantické rovnice,
nybrZ jen k tomu, abyste néco védéli o existenci téchto
problémii, které patii do &fselné teorie.

Je-li dana soustava dvou linearnfch rovnic o dvou ne-
znidmych

a2 +by+c¢ =0, ax+by+ec,=0, (7.1)

v nich% koeficienty pfi obou nezndmych nejsou soudasnd
rovné nule, pak p¥i feSeni této soustavy mohou nastat
tyto piipady:

a)Jea, : b, : ¢, = a, : by :cyaplati a, = ray, b, = b,
¢y = r¢y, kde r je redlné ¢islo rézné od nuly. Po dosazeni
do druhé rovnice soustavy (7.1) a po vytknutf r dostane-
me r(a,x + b,y + ¢,) = 0, coZ ukazuje, Ze tato rovnice je
ekvivalentnfi s prvni rovnici soustavy. Soustava rovnic,
ktera je v tomto piipadé znazornéna dvéma splyvajieimi
piimkami, mé nekoneény podet feseni.

b)Je a, : b, = a, : b, aviak a, : ¢, # a, : c,, TeSp. téZ
by : ¢, # by : ¢y, pak jde o tzv. sporné rovnice, které ne-
maji spoletné Feseni. Dvé rovnice soustavy (7.1) jsou
v- tomto piipadé znizornény riznymi rovnobdinymi
piimkami, které nemaji 2adny spoleény bod.

c) Nenastane-li Zddny z pfedchazejicich vyjimeénych
pfipadd, soustava rovnic (7.1) md pak jediné feSeni.
V tomto pFipadé jsou rovnice znazornény dvéma rizno-
béZnymi pfimkami a soufadnice z, y jejich priseéiku
udavajf feSeni dané soustavy.
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Je-li ddna soustava # linedrnich rovnic o dvou nezné-
mych
ax+by+e=0 1=1223,...,n, (7.2)

kde pro viechna ¢ plati a} + b} # 0, pak mi jediné fe-
Seni jen tehdy, kdyZz vSechny p¥{mky odpovidajici jed-
notlivym rovnicim soustavy (7.2) prochazeji jednim bo-
dem. Neexistuje-li bod, jimz viechny pf{mky prochaze-
ji, nemé soustava (7.2) Zadné fefeni. Nekonedny po-
éet feeni by méla soustava (7.2) v tom p¥ipadé, kdyby
viechny piimky odpovidajici jednotlivym rovnicim sply-
nuly v jedinou. V tom pfipadé by viechny rovnice by-
ly nenulovymi ndsobky jedné z nich.

Jestlize v dané Soustavé rovnic je néktera rovnice ne-
nulovym nésobkem jiné rovnice soustavy, mizeme jednu
z téchto navzajem ekvivalentnich rovnic ze soustavy
vypustit, ¢im% si vySetfovani soustavy rovnic zjednodu-
§fme. O tom, jak lze podetni cestou vysSetfit Fesitelnost
soustavy rovnic a vzajemné vztahy mezi jednotlivymi
rovnicemi, vas poudi nasledujici ptiklady.

P¥iklad 1. VySetfeme fesitelnost soustavy linearnich
rovnic
r—3y—4=0,

2« +y—8=0,
2z + 5y — 16 =0,
—2x+y—2=0,

Oznadme p,, P,, Ps, Py PHmky, jez odpovidaji danym
rovnicim v pofadi, v némz jsou v tloze uvedeny, a hle-
dejme prisetiky viech dvojic pFimek. Abychom méli pre-
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hled o postupu vypoétu a nezapomnéli vypodist prisesik
nékteré dvojice pfimek, zapisme ziskané vysledky do ta-
bulky (7.3). Soufadnice prusediku pfimek p,p, jsou
uvedeny v tabulce tam, kde se protina fadek oznadeny
zédhlavim p, se sloupcem se zahlavim p, a obdobné pro
viechny ostatnf dvojice pfimek. Tabulka je ,,étvercova®,
nebot ma stejny podet fadek i sloupci. Ze ziejmych da-
vodi je soumérna podle dhlopficky jdouei z levého hor-
ntho rohu do pravého dolniho a mista na thloptidee
zustanou nezaplnéna.

| P P P
nl o+ |wo [ a]|ez-2
P, |4 0] * (3; 2] [% 5_] (7.3)
wllmnl | oo o [9]
s o] | [l |

Prohlédneme-li si tabulku (7.3), zjistime, Ze vSechny
prisediky raznych dvojic ptimek jsou ruzné, takie dand
soustava nemd Fefeni. Viechny &éty#i pfimky odpovida-
jici danym rovnicim se protinaji po dvou v Sesti bodech.

K tomu, abychom zjistili, Ze dana soustava nems Te-
8eni, stadilo oviem zjistit, e pouze dva body v tabulce
(7.3) jsou ruzné. UZitednost tabulky (7.3) pozndme jeSté
pozdéji pii jiné prileZitosti. Kdybychom vsak chtéli
dokazat, Ze soustava ma FesSeni, museli bychom zjistit,
Ze viecky body v tabulce (7.3) splyvaji.
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Pfiklad 2. VySetfeme feSitelnost soustavy linearnich
rovnic
r—3y—4=0,

—2z+4+y+8=0,
6r + Ty —24 =0,
—2x+y—2=0.

Oznadme ¢, ¢, ¢y ¢ PHimky odpovidajici rovnicim
dané soustavy a sestavme p¥{slusnou tabulku pro pri-
setiky dvojic pfimek.

4 | 92 | 9 94
0 * [4; 0] [4; 0] [—2; —2]
q, * [4; 0] I (7.4)
1
& ©| ]
qa *

V tabulce (7.4) jsou zapsiny priseéiky jednotlivych
dvojic pfimek jiZz jen v horni &asti ¢tvercové tabulky,
a to nad jeji 1hlop¥itkou vyznadenou hvézdidkami.
(Kdybychom oznaéeni v zdhlavi jednotlivych fidek pfe-
sunuli doprava a% na misto p¥sludnych hvézdidek, dostali
bychom snad jesté prehlednéjsi ,,trOJuhelmkovou“ ta-
bulku.) Ze zipisii v tabulce je zi"ejmé, Ze prusetiky pii-
mek q.9,, 193, 9:9s splyvaji, coZ znameni, Ze prlmky
91 92 9o prochizeji bodem [4; 0]; pfimky ¢, a ¢, ]sou
navzajem rovnobéiné, coi bylo na pfisluiném misté
tabulky vyznaéeno znadkou uZivanou v geometrii pro
rovnobéZnost. Z hlediska algebraického to znamena, Ze
soustava rovnic utvotens z prvnich t¥i rovnic dané sou-
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stavy ma TeSen{ a Ze détvrta rovnice je ve sporu s druhou
rovnic{ dané soustavy.

Pfiklad 3. Vysetfeme soustavu piimek, které jsou d4-
ny rovnicemi
y=0,
=0,

x+2y— 2=0,
r+ 4y—20 =0,
2t +y—12 =0,

a vyhledejme viechny body, v nichZ se protinaji aspon
dvé pHmky této soustavy.

Oznaéme r,, r,, 75, 74, 75 pHimky v tom potadi, jak jsou
dény rovnicemi. Ze zkusSenosti z predchazejici tabulky
vime, Ze do prvni fadky tabulky mame zapsat pruseéiky
ptimek r,7,, 7,75, 7,7, 775, do druhé Fadky priseéiky
pHmek 7,7y, 7,7y, 7475, do tfeti Fadky prisediky pFimek
rary, g5 & do &tvrté Fadky priasedik pfimek r,r;. JestliZe
tento vypocet provedeme a zapiSeme prisediky v uvede-
ném pofadi, dostaneme celkem 10 raznych boddy,
v nichZ se protinaji piimky dané soustavy, a to: [0; 0],

[2—32; —%], [4; 4].

I kdyz tabulkové metody nebudeme jiZz mnoho pou#i-
vat, vyvodime jejim uZitim vzorec pro nejvyssi moZny
podet viech bodu, v nichZ se protinaji pfimky dané sou-
stavy. Ctvercové tabulka n-fadova obsahuje celkem n?
poli, z nichZ je tfeba vyplnit jen n? — % poli, aviak jen
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polovina z nich sta¥{ pro zépis nejvysstho mozného podtu
bodd. Jo jich tedy % (n? — n) &l % nin — 1),

Co se tyka soustav linedrnich nerovnic o dvou
neznamych, je dobfe mit stéle na paméti, Ze nerovnicim

ax +by+¢=0, —ax—dby—c=0 (7.5)

vyhovuji soufadnice bodi ve dvou navzajem opatnych
polorovinidch s hrani¢nf pf{mkou o rovnici ax + by +
+ ¢ = 0. Sjednocenim mnoZin boda téchto dvou poloro-
vin je mnoZina viech bodi celé roviny, jejich prinikem
hraniénf p¥imka. V 2. kapitole jsme se té% nauéili pra-
vidlu, podle néhoz lze rychle rozhodnout, kterou poloro-
vinu dané nerovnice popisuje. Dalsf uvahy o geometric-
kych dtvarech popsanych dvéma nebo nékolika nerov-
nicemi ukd¥eme na piikladech, v nichZ misto pismen a,
b, ¢ v nerovnicich tvaru (7.5) budou zvolena uréita éisla.
Pritom budeme pamatovat na to, Ze mnoZina vsech
bodd, které vyhovuji asporni jedné nerovnici dané sou-
stavy, je sjednocenfm mno#in, z nichZ kaZda je popsdna
jednou nerovnici. MnoZinu vSech bodi, které vyhovuji
soulasné viem nerovnicim dané soustavy, najdeme,
kdy% vyhleddme prinik, tj. spole¢né body mnozin, které
jsou popsidny jednotlivymi nerovnicemi. Vyhledavani
priniku nékolika polorovin budeme &astéji pottebovat,
a proto je budeme vice procvidovat.

PFiklad 4. Vysetfeme, které poloroviny jsou popsiny
nerovnicemi
1.z + 2 =0,

2.2+ 2 —6 =0,
38, —x—2y + 15 20,
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4. —3x—2y +15 =0,

a popisme sjednocenf a priniky nékterych téchto polo-
rovin.

Hrani¢n{ ptimky téchto polorovin oznaéfme p,, p,, Pa
7 v tom pofadi, v jakém byly uvedeny poloroviny jimi
vytaté. Tyto pfimky jsou zobrazeny na obr. 2. Po ozna-
¢enf hrani¢nich p¥imek polorovin miZeme dané polorovi-
ny podle dmluvy v kapitole 2 zapsat strudné takto: 1.

8(Po); 2. 3(p1); 3. e(pe); 4. e(r). V prvnich dvou piipadech
]de o polorovmy nad primkou Do, TSp. Py, nebot koe-
ficient pfi y je kladny, ve druhych dvou pfipadech o polo-
roviny pod p¥imkou p,, resp. r, nebot koeficient pfi y je
v poslednich dvou nerovnicich zaporny.

Sjednocenim §(po) & a(py) je 3(py), jejich prinikem je
g(p,). Sjednocenim polorovin §(p,) a e(p,) je mnozZina
viech bodu celé roviny, jejich prunikem mnozZina bodd,
které tvoi{ pis ohranideny rovnobézkami p,, p,; stejné
sjednocenf i prinik maji mnozZiny bodé ti#{ polorovin
a(Po), (p1), 0(Pe)-

Prinikem g(p,) a o(r) je ¢ast roviny tvoifei ostry thel
ORQ. Jejich sjednocenim je mnoZina pravé téch bodu
roviny, které v ni zdstanou po vynéti vnitinich bodu
priniku polorovin opaénych k polorovinam g(p,) a o(r),
tj. tedy priniku polorovin g(p,), @(r). Pokud nejste
jeSté vycvideni v urlovani sjednoceni a pruniku dvou
polorovin, miZete pouZit této pomicky: Vysrafujte
polorovinu 3(p,) Srafy rovnobéZnymi s hraniéni pfimkou
Po & polorovinu g(r) Srafy rovnob&inymi s hraniéni
piimkou r. Do sjednoceni mnoZin vSech bodd obou
polorovin pat¥i pak pravé vSechny body z téch &asti
roviny, které jsou Srafovany jakkoli, do prianiku body
té dasti roviny, ktera ma Srafy obojiho sméru.
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P¥iklad 5. Vyhledejme mno#inu viech bodi v rovins,
jejichZ soufadnice vyhovujf soudasné nerovnicim:
y=0,
z =0,
x4+ 2—2 =0,
x 4y — 20 <0,
2 +y—12 0.

Hrani¢nimi pfimkami polorovin popsanych témito
nerovnicemi jsou p¥imky, které jsme v pfikladu 3 tohoto
#lanku oznadili pismeny r,, ry, 5, 74, 75. Jde tedy o to na-
jit prinik polorovin g(ry), 6(rs), @(rs), e(rs), e(rs). Snad
jste si povsimli, Ze v poslednich dvou nerovnicich to-
hoto pfikladu jsou znadky =, a Ze je tedy nutné znésobit

Obr. 3

tyto nerovnice &islem —1 nebo jinym zadpornym é&fslem,
aby vdechny nerovnice mély souhlasnou znatku =;
v tom piipadd je pak koeficient pii y zdporny, a podle
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pravidla v kapitole 2 je hned.zFejmé, %e posledni dvé
nerovnice popisujf poloroviny pod pfimkami r,, r;. Do
mnoziny vSech bodi, které vyhovuji prvnim dvéma ne-
rovnicim této idlohy, pati{ pravé ty body soufadnicové
roviny, které vyplnuji pravy tdhel s vrcholem v podatku
0; jeho rameny jsou kladné &isti os =z, y, a je to tedy
neomezend &¢ast roviny (sledujte obr. 3). Prinikem to-
hoto pravého 1hlu s tfeti polorovinou g(r;) je opét ne-
omezena ¢ast roviny v kvadrantu I, kterd je ohraniéena
poloptimkami P4, @B a tisetkou P@Q. Do mnoZiny viech
bodu, které vyhovujf jen poslednim dvéma nerovnicfm,
patif privé viechny body neomezené éisti roviny, kte-
rou tvoii tupy ihel ACB. Prinikem vsech péti polorovin
je pak pétidhelnik PACBQ.

Rozmyslime si obecné, jaké rovinné dtvary vznikaji
jako prunik dvou polorovin v zavislosti na jejich vza-
jemné poloze. Jsou-li hraniéni p¥{mky polorovin totozné,
je prunikem polorovina nebo piimka; jsou-li hraniéni
piimky rovnobéiné, ale rtzné, je prinikem polorovina,
nekoneény pas nebo prazdnd mnozZina. Koneéné jsou-li
hraniénf piimky riznobézné, je prinikem uhel.

Podobné pro tfi poloroviny mohou vzniknout stejné
dtvary jako v piipadé dvou polorovin (rozmyslete si
kdy) a jesté titvary dalsi. Jsou-li napf. hraniénf pfmky
navzajem riznobéiné, miZe byt prinikem omezeny
atvar (trojuhelnik, bod nebo prizdna mnoZina) nebo
neomezeny itvar ohrani¢eny dvéma polopfimkami a jed-
nou vsedkou. Sami si jiZz dovedete promyslit a naértnout
razné piiklady priniku nékolika danych polorovin. Ty
body, které jsou krajnimi body dseéek nebo polopiimek
ohranidujicich geometricky utvar vznikly pranikem
nékolika polorovin, budeme v dalfim textu nazyvat
vrcholy tohoto titvaru, af jde o utvar omezeny nebo
neomezeny.
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V zavéru kap. 4 jste se seznamili s pojmem konvex-
ni geometricky utvar a s poznatkem, Ze prinik konvex-
nich ttvari je téZ konvexni titvar. PonévadZ polorovina
je utvar konvexni, jsou viechny titvary vzniklé prini-
kem nékolika polorovin konvexnf. Pfitom vrcholy
téchto titvari maji zvlastni postavenf mezi ostatnimi
body ttvart, které jsou prinikem nékolika polorovin,
a to tim, %e kterykoli z nich mtZete z utvaru vyjmout,
ptitem# ttvar zistane konvexni. Vynétfm wvnitiniho
bodu hraniéni isedky nebo polopiimky se konvexita
ttvaru porusf. Zistala by viak zachovina, kdybychom
z ttvaru vynali véechny body nékteré hrani¥ni dsetky
nebo polopfimky.

Nakonec rozhodneme jesté otdzku, zda lze vrcholy
konvexnfho utvaru, ktery je pranikem nékolika poloro-
vin popsanych nerovnicemi, uréit podetnf cestou. Uvaz-
me, Ze vrcholem takového konvexniho dtvaru muZe byt
jen takovy bod, v némz se protinaji asponi dvé hraniéni
piimky danych polorovin. Ty dovedeme uréit tak, jak
jsme to ukézali v piikladech 1, 2, 3 tohoto é&lanku.
Obecné pfi n danych polorovindch existuje nejvyse

-;—n(n— 1) takovych bodd, které prichézeji v tvahu

jako hledané vrcholy. Musime z nich vybrat viak jen ty,
které lezf ve viech polorovinach, tj. vyhovuji viem da-
nym nerovnostem. Body, které jsou prisediky hranié-
nich p¥mek polorovin z pfikladu 5, byly nalezeny jiZ
v pfikladu 3. Prvnim z nich je bod [0; 0], ktery vyhovuje
viem danym nerovnostem s vyjimkou tfeti; neni tedy
hledanym vrcholem. Bod [2; 0] vyhovuje viem danym
nerovnostem, a patf{ tedy k hledanym vrcholim. Tako-
vou podetni cestou uréime mezi 10 body nalezenymi
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v piikladu 3 vsechny vrcholy konvexnfho pétitihelniku
PACBQ bez pomocnych néérti.

Cvileni

7.1 DokazZte, 2e na kazdé z danych piimek

s)z |2 +y =0, bz—z)3+1=0
lezi prdavd jeden miiZovy bod roviny.

7.2 Jsou ddny &tyfi linedrni rovnice o dvou neznémych:
bx +3y—8 =0, 2z — 4y — 11 = 0,
4z + 18y + 17 = 0, z + lly + 14 = 0.
Sestavte tabulku feSeni vS8ech dvojic rovnic vybranych z da-

nych &tyf rovnic a z vysledku vyvodte zdvér o vlastnostech
dené soustavy rovnic i pfimek jim odpovidajicich.

7.8 Z danych péti rovnic vyberte co nejvétsi potet takovych
rovnic, které tvori feSitelnou soustavu:
z +2y— 4=0, z—y— 1=0,
do — y + 11 =0, 2¢ —y—19 =0,
z +6y—13 =0.

7.4 Na grafu dané pfimky vyhledejte ndkolik mfiZovych
bodi roviny a urdete pak potetni vyrazy, které parametricky
udédvajf celoéiselnéd feSeni dané rovnice:

a)br—3y —2=0, b)4z + 3y —8 = 0.
7.6 Jeou-li [z,, y,], [z4, ¥,] dva mfiZové body ne pffmce p,

pak [z, y] je rovndz mifZovy bod roviny na p¥imce p, jestlize
pro ndj platf

=z + (2,—z) ¢, y=u + @ —unlt
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kde ¢ je libovolné celé dislo. Jsou-li [, y,], [2,, ¥,] dva sou-
sednf mf{¥ové body roviny na pfimce p, pak uvedené vzorce
zahrnujf viechny mfiZové body roviny ne p¥imce p. DokaZte.

7.8 Podetnd urdete vreholy geometrického utvaru, jehoZ body
[z, y] vyhovujf nerovnicim:

y—2=0, z+y—T7=50,
—3z +2y—¢ =<0, z—4y—2 0.

Po vypoltu provedte kontrolu s u%itim ndértu.

7.7 Reite pfedchézejici dlohu s tou obm&nou, %e prvnf ne-
rovnici nahradite nerovnief y — 2 = 0.

7.8 Které geometrické utvary v rovind jsou popsdény ne-
rovnicemi: a) |z] < 5,b) ly| < 3,¢) |z] > 5,d) |y| > 3,e) |x] <
<8 lyl>3NHzl=bly 23,23 <|z|<5,1 <yl <?2?

7.9 Nadrtndte obrazy geometrickych tdtvary, jejich? body
[z, ¥] vyhovuji nerovnicim: a) [z —3| <2, b) |y + 2| <1,
o)lr—3 <2 ly+2<lLd|z+y <2z—y|l <2

7.10 Je-li [z,, y,] dany bod v rovind a ¢ libovolné kladné
&islo, pak mno#ina viech bodu, které vyhovuji podmince

a) |z — x| <& |y —yi| <& se nazyvé Etvercové (kvadra-
tické) okolt bodu [z,, y,],

b) l/(z —z)* + (¥ — y1)? < ¢, 8o nazyvd kruhové (oyklické)
okolt bodu [z, y,]-

Zduvodndte tyto ndzvy mnoZin.
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