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2. kapitola

STROMY NEBOLI GRAFICKE
ZNAZORNENI PRUBEHU A VYSLEDKU
NAHODNEHO POKUSU

2.1, JAK KODOVAT VYSLEDKY
NEEKOLIKAETAPOVEHO POKUSU

Teorii pravdépodobnosti si spojujeme s vytahovdnim
koulf a hézenim kostek. Ale tentokrat budeme vytaho-
vat kostky!

Pfiklad 2.1. V krabiéce U jsou tii stejnd velké hracf
kostky: dervend [z |, zelend [z] a bfld [s]. Vytahujme
po jedné kostce tak dlouho, aZ bude krabitka prézdna.
Z postupné vytaZenych kostek stavme prfizemi, 1. a
II. patro véZe jako ze stavebnice. Bude nas zajimat jen
barva vytaZenych kostek, tefek na jejich sténdch si
vifmat nebudeme.

Kostky miZeme vytahovat jednu po druhé, jak se ndm
budou libit. Takovy vybér viak nebude ndhodny, o tom,
kterd kostka bude dal§im patrem véZe, nebude roz-
hodovat nahoda, ale nés§ zrak a vkus. Pfenechme proto
vybér kostek ndhodé. Zamichejme pedlivé obsah krabié-
ky a se zavienyma odima vytahujme po jedné kostce.
To je troji tah jedné kostky bez vraceni. Nahodny pokus
probihd ve t¥ech etapich.

Vé%, kterd béhem nidhodného pokusu vznikd, umoz-
fiuje pfesnou rekonstrukei jeho prib&hu. VéZ je zaké-
dovana historie vyprazdnéni krabitky U nahodnym
vybérem. Vézf jsme zakédovali prabéh i konedny vysle-
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dek ndhodného pokusu. Vime-li, jak v&% vznikala, a vi-
dime-li ji, miZeme snadno fici, jak ndhodny pokus
probihal.

Kolik riznych vé%i mi%e vzniknout? Kolik je vech
mozZnych vysledki naSeho ndhodného pokusu? Co je
prostor vysledkii?

Krabitka U je pro matematika mnoZina {[¢], [¢], [z]}.
V mno%iné nehraje pofadfi prvki Zddnou roli. Konednou
mnoZinu lze usporidat, tj. stanovit, ktery z jejich prvki
budeme povaZovat za prvni, ktery za druhy atd., a ktery

«—— |l patro véje (kostka tadena jako tfeti)

<«— | patro véZe (koslka taZena jako druha)

«— pilzemi véZe (koslka taZend jako prvni)

Obr. 2.1.

nakonec za poslednf. KdyZ jsme stavéli véZ, stanovili
jsme urdité pofadi kostek. Kostka z piizemi je prvni,
kostka z I. patra je druhé, kostka z II. patra je tfeti.
Véz je tiiélennd posloupnost, jejimiZ éleny jsou barevné
kostky. Cleny této posloupnosti jsou navzdjem rézné.
Véz je posloupnost tif riznych kostek (obr. 2.1).

Posloupnost, kterou véZ predstavuje, je permutace
mnoziny U. Vysledek i pribéh ndhodného vybéru tedy
kédujeme permutacemi mnoZiny U. Viech vysledki
(véZf) je tolik, kolik je permutaci t¥iprvkové mnoziny U.

Pribéh ndhodného vybéru, tj. postupné etapy stavby
véZe, se daji prehledné zndzornit pomocf jednoduchého
grafu (obr. 2.2).

Kostky muZeme jednoduse oznadit poddtednimi pis-
meny ndzvi jejich barev. Vé% je posloupnost, zapfieme
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vysledek 2. tahu

-
«— vysledek 1. tahu

n u n «— vysledek 3. tahu
1
u n n «€— vysledek 2. tahu
n n n u n «€— vysledek 1. lahu

Obr. 2.2. Jak miZe postupné vyristat véZ neboli jak muZe
probfhat néhodné vyprazditiovdn{ krabi¢ky U

ji tedy tak, jak se v matematice posloupnosti obvykle
zapisuji, tj. jeden &len za druhym, a ne, jak tomu bylo
u véZe, jeden nad druhym.

2]
Véx zapifeme ted struéné, jako posloupnost

pfizemi I. patro Il patro
Graf z obr. 2.2 se tak zjednodusf. Je na obr. 2.3,
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/ i’\ .
b & F4 ~<— vyyslodek 1. tahu
/\ /\ zé/\zé & Vysledky 1, 2 tahy

b& bz ¥ &

Loy

b&z bz& ¥z zb zb& zBp < Wsledky 1, 2.ad lahu
Obr. 2.3.

2.2, STROMY

Grafy z obr. 2.2 a 2.3 se nazyvaji stromy.*) Stromem
jsme znézornili pribsh a vysledky uréitého ndhodného
pokusu. Prévé tyto stromy pro nids budou v dal§im vy-
kladu obzvlast dileZité. Domluvme se na terminologii.
Bod o, od ného? za&fndme strom kreslit, nazveme kofen.
Vysledky daldich etap jsou wuzly. Orientované tse&ky
spojujfci dva za sebou nésledujici uzly jsou hrany. Po-
slednim uzlim budeme fikat koncové uzly. Posloupnost

=] «——— — kofen
N l «——— hrana 1. elapy
é -—————— uzel

/ <«————— nhrana 2 etapy

b «——o-— uzel
«———-——— hrana . etapy

¢bz

koncovy uzel

Obr. 2.4.

*) Pozn. recenzenta: Tormin strom se v teorii grafi uivé
v dir§{m smyslu neZ v této knize. Zde by bylo pfesndjsf uZivat
nézvu kofenovy strom nebo strom logickych moZnostf.
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hran spojujici kofen s koncovym uzlem je véfev. Bude-
me také fikat, Ze koncovy uzel, ktery zakonéuje danou
vétev, na ni vis{ (jako ovoce na stromé). Na obr. 2.4
je 8ast stromu z obr. 2.3, a to jedna vétev, na niZ visf
koncovy uzel ébz.

Co je koncovy uzel? To je prece konelny vysledek
(jistym zpuisobem zakddovany) trojiho ndhodného vy-
béru kostky z krabi¢ky U bez vraceni. Tento vysledek
visi (jako plod) na vétvi naSeho stromu. Na vétvich
stromu z obr. 2.2 visf vSechny mozné vysledky vyprazd-
novani krabidky U ndhodnym vybérem zakdédované
pomocf vézi. Na tomto stromé visf viechny moZné véze,
vSechny mozZné permutace mnoZiny U. Kolik jich je?
Spoétéme to pomoci stromu.

Piizem{ vé%e mohlo vzniknout t¥emi zptsoby. Z ko-
fene vychazeji tfi hrany. To je 1. etapa. Kostka se do
krabidky nevraitila, vidyt se stala plzemim véZe.
2. etapa, 2. tah se provadi ze dvou kostek, které zbyly
v U. Na ka#dé uz postavené prizemi je mozno I. patro
plistavét pouze dvéma zpisoby. Z konce ka¥dé hrany
1. etapy vychdzeji dvé hrany 2. etapy. V krabiéce U u%
zbyla jen jedna kostka. Na kaZdé uZ postavené piizemf
8 1. patrem je moZno dostavét II. patro jen jednim zpit-
sobem. VSech moZnosti je tedy 3.2.1, tedy 3!. Vsimné-
me si, Ze je to podet viech vétvi stromu.

Pomoci stromu jsme dostali vzorec pro podet viech
permutaci tf{prvkové mnoZiny, ktery zndme z kombi-
natoriky. Kdyby krabiéka obsahovala n kostek riiznych
barev, byl by podet riaznych n-podlaZnich vézi (podet
permutaci mnoZiny, téZ potet viech moZnych vysledki
vyprazdiiovani krabi¢ky naéhodnym vybérem) roven n!.

Na stromé jsme snadno zjistili podet viech vysledku
uréitého ndhodného pokusu. Je jich tolik, kolik je na
stromé koncovych uzli, tedy i kolik mé strom vétvi.
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Ze stromu také snadno ziskdme prostor vysledki.
Staé{ jen ,,otrhat” jeho koncové uzly—vysledky. Mno-
Zina vytvorend témito ,,otrhanymi vysledky je prostor
vysledki 2. KdyZ otrhdme vysledky ze stromu na obr.
2.3, dostaneme

2 = {béz, bz, &bz, &b, 2b8, z6b) .

Priklad 2.2. V krabi¢ce U je n riznych predméta. Dale
mame 7 odislovanych zasuvek z,, z,, ..., 2,. Vybereme
néhodné jeden predmét (jeden prvek mnoziny U) a dé-
me ho do zésuvky z,. Ze zbylych n-1 prvka opét jeden
nahodné vybereme. Ten ddme do z,. Tak pokradujeme
dal, aZz bude krabitka U prizdna. Do ka#dé zisuvky
déme pravé jeden predmét. V kazdych dvou riznych
zdsuvkdch budou ruzné piedméty. Tak se n predméti
z krabitky U (n prvkd mnoZiny U) rozmist{ do n z4-
suvek, Kazdé takové rozmisténi je také permutace
mnoZiny U. Vysledky (a pribéh) nahodného rozmisto-
vani budeme kédovat permutacemi mnoZiny U. Kazda
takova permutace zachycuje priib&h a vysledek rozmis-
tovani. Prostor vysledkidi tohoto rozmisfovani mé tedy
n! prvkua.

Uloha 2.1. Nakreslete strom n&hodného rozmistovéni
pron = 4.

Uloha 2.2. V krabidce jsou &ty¥i kordlky: erveny —
&, zeleny — z, bily — b a modry — m. Vybfrejme ndhod-
né po jednom korilku bez vracenf, az bude krabitka
prézdna. Koralky navlékejme na nit tak, jak je po-
stupné vybfrdme. Dilem ndhody (nahoda totiZ rozhoduje
o pofadi korélki) vznikne tdrka koralkd. Stdrka je
podobné jako vé% zakédovany vysledek ndhodného vy-
béru. Podivdme-li se na &iirku, snadno zrekapituluje-
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me priibéh vybéru. Kolik je moZnych vysledkd vyprazd-
novan{ krabi¢ky ?
Pozor: Stirky béem a mzéb jsou rizné!

Uloha 2.3. V krabitce U jsou &ty¥i kostky: bild b, zele-
na z, dervend ¢ a modra m. Ttikrat ndhodné vybirdme
po jedné bez vraceni a z vybranych kostek postupné
stavime véZ. Kolik je ted moZnych vysledkil tohoto na-
hodného vybéru? Nakreslete strom. Jak se v kombina-
torice nazyvaji posloupnosti, které kéduji vysledky?

Uloha 2.4. V krabidce je 5 predmétd, ale zdsuvky jsou
jen 3. Z krabidky postupné vybereme bez vraceni 3 pred-
méty a dime je do zasuvek stejné jako v piikladé 2.2.
Kolik je moZnosti pro vysledek takového néhodného
rozmisténi? Jak jste zakédovali vysledky?

Ted budeme ndhodné vybirat kostky z krabi¢ky, ale
s vracenim. Po vytaZeni kostky si poznamename, ktera
to byla (nakreslime si ji), a pak ji pfed dalsim tahem
vratime do krabitky. Ted se ndm tézko budou stavét
véZe z vytaZenych kostek. Tak si ty véZe nakreslime.

Piiklad 2.8. V krabidce U jsou opét 8ty¥i kostky: b, &, 2,
m. Tahnéme trikrat s vracenim. Véz, kterou dostaneme,
si nakreslime. Ted muZe vzniknous napt. vé% é&. Po-
sloupnosti (véZe), jimiZz kédujeme pribéh a vysledky
nahodného vybirdni, nemusi mit rizné é&leny. Jak se
v kombinatorice nazyvaji posloupnosti tohoto typu?
Kolik jich je? A jak vypadd strom? V ka?dé etapé je
stejny podet moZnosti. Z kazdého uzlu (jakoZ i z kofe-
ne) vychazeji v kazdé etapé 4 hrany. Mdme tfi etapy,
tedy celkem 4.4.4 neboli 42 hrany. Tolik vysledkt obsa-
huje 2. Urdete prostor vysledkii (pfedem si nakreslete
strom).
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Piiklad 2.4. Dvakrit hodime s-kostkou*) a vimame si,
kterd sténa bude nahofe. To je dvouetapovy nahodny
pokus. Strom na obr. 2.5 zndzorfiuje jeho pribéh.

Q

E’ ~— - —= vysladek 1. slapy

]
SN N
I L

(7] (1 Loz

[Obr. 2.5. Strom dvojfho hodu s-kostkou

L

Vysledky pokusu kédujeme pomoci domina. Prostor
vysledki je mnoZina

{C ) e s )

Domluvime se, Ze vysledky hodu s-kostkou i obydej-
nou kostkou budeme nadéle oznadovat podtem tedek,
které budou po hodu na horni sténé. Podle této tmluvy
budeme vysledky dvojiho hodu kédovat dvojicemi &isel.
Pfi tomto zpiisobu kédovani bude naposledy uvedeny
prostor vysledkd mnoZina {00, 01, 10, 11}.

Uloha 2.5. T¥ikrit hodime minci. Znazornste pokus
stromem a sestavte prostor vysledku.

Piiklad 2.5. Na zastavce tramvaje ¢ekaji dvé pani, které
se neznaji. Nezndme je ani my, a tak si je pojmenujeme
pani X a pani Y. Ptijela souprava sestavena ze tii vozi.
Oéfslujeme je 1, 2, 3. Pani nastoupily a vybraly si vaz

*) s-kostka byla popsdna na str. 11
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nahodné. Kdyby se znaly, nesjpiSe by nastoupily do
stejného vozu. Pozorujeme, do kterého vozu kterd pani
nastoupi; je to ndhodny pokus. Jaké jsou moZnosti?
Kolik jich je? Jak je zakédujeme?

Na tyto otdzky ndm pomtiZe najit odpovéd strom.
Rozdélme si pozorovini na dvé etapy. V prvni etapé
zjistime, ktery z voza si vybere panf{ X. Ve druhé etapé
zjistime, do kterého vozu nastoupi pani Y. Na obr. 2.6
je strom, ktery pribéh nastupovani velmi nazorné po-
pisuje. Nakreslime si soupravu:

/,/ A‘ \\
!

66
1

Dvé etapy jsou postupné ,,obsazovan
a pani Y.

T
on [0 1T

SN N N
o LR 6 B M R T

Obr. 2.6. Jak panf X a Y mohly obsadit tramvaj

soupravy panf X

Kédovani vysledkt nastupu miZeme znaé¢né zjedno-
dusit. Kazdé pani ptifadme &islo vozu, do kterého na-
stoupila. Napred pani X, pak pani ¥. Dvojice 32 tedy
znamena, Ze pani X nastoupila do tietiho vozu a pani ¥
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si vybrala druhy viz. Tato dvojice je vysledek [ | ¥ x].
Vysledek [ 1x¥| | bude odpovidat dvojici 22. PHi tomto
zpisobu kédovini se strom velice zjednodusf; je na
obr. 2.7.

¢islo vozu, do ktereho
/// nastoupila pani X

1 2 3

//
cisto vozu, do klerého
/l\ /l\ /l / nastoupila pani X,
a ¢islo vozu, do kierého
11 12 13 21 22 23 31 .32 33 nastoupila pani Y
Obr. 2.7,

P¥i tomto jednoduchém zpasobu kédovdni je prostor
vysledkii 2 mnoZina dvojic. Je to kartézsky soudin
{i,2, 3 x{1,2,3}

Setkali jsme se zde (a nebylo to poprvé) s jistym né-
hodnym rozmisténim prvki (panf) do zédsuvek (vozi).
V praxi se dasto vyskytuji jevy, které se uréujf a inter-
pretuji jako rozmanitd rozmisfovani jistych prvka do
jistych prihrddek, které si pfedstavujeme jako zdsuvky.

Piiklad 2.6. (Cekéni na prvni dspéch.) V nékterych
hréch, kterych se idastni ndhoda (jsou to tzv. ndhodné
hry), nesmi hra& postavit svou figurku na start, dokud
mu nepadne §estka. Opakuje hod kostkou tak dlouho,
a% mu poprvé padne Sestka. Pro hréde, ktery héz{ a dekd
na pravo postavit svou figurku na start, je hdzenf kost-
kou vlastné totéZ jako hézen{ s-kostkou. Hledisko, podle
kterého rozlifuje stény, je, zda jde o tu vyjimednou mezi
gesti nebo ne. Vyjimedna sténa je sténa s tetkou na
s-kostce. Ostatnich pét jsou ty prdzdné. Padne-li hradi
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vyjimedns sténa, je to pro néj tspéch. Nabizf se, aby-
chom tohle hézen{ nazvali ¢ekdnfm na prvni tspéch.
Na obr. 2.8 je tento néhodny pokus zndzornén stromem.
Uspéch je oznaden fslem 1, netispéch &fslem O.

AN

0 1 «€—— vysledek 1. stapy thodu)

AN

00 01 «— vysledek 1. a 2. elapy (hodu)
000 001 = vysledek 1, 2. a 3. elapy

¢ \
™ =N - to je vysledek: uspéch -se poprvé doslavil

pfi tfelim hodu

Obr. 2.8. Cekéni na prvni uspéch

Zakédované vysledky ¢ekdni na prvni uspéch visi na
vétvich stromu. Vétvi je nekone¥nd mnoho. Prostor vy-
sledki je zde nekonednd mnoZina.

Priklad 2.7. Manzelé si napldnovali t¥i déti. Zjidfovédn{
pohlavi postupné se rodicich dé&ti je ndhodny pokus.
Predpokladejme, Ze nase rodina plén provede (podobné
jako jsme predpoklidali, Ze stielec zasdhne terd). Jak
miiZe provedeni plénu probéhnout? Nakresleme si strom
(obr. 2.9).

Prostor vysledkid {299, 223, 239, 243, 329 324, 332
333} je mnoZina.

Pritbéh pldnu mé osm moZnosti.
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A pohlavi nejslarsihe
ditéle
%

e

/ \ / \ /e
/ \ / \ / /

209 997" 8o 9d8' dog Jod 8% Y-

pohlaw 1., 2.
ad dutéle

Obr. 2.9. Chlapci a dévdata mezi tfemi potomky

Uloha 2.6. V urné (krabici) jsou tii nerozli§iteIné bilé
koule b, 2 dervené & a 1 zelend z. Sestavte strom i prostor
vysledki pro troji tah jedné koule z krabice

a) bez vraceni,

b) s vracenim.

Uloha 2.7. Dopravni hlidks kontroluje projizdéjici vozy.
Pfitom postupné kontroluje brzdy (mohou byt dobré
nebo §patné), pneumatiky (zjisfuji podet Spatnych)
a stav svétel (svétla mohou fungovat dobfe, §patnd nebo
viibec ne). Testovan{ vozu je nahodny pokus. Zndzorné-
te ho pomoc{ stromu a sestavte prostor vysledkt testo-
van{.

Mezi ndhodnymi pokusy, se kterymi jsme se setkali,
byly pokusy s konednym prostorem vysledku. Prede-
v&fm jimi se budeme dale zabyvat. Musime viak mit na
paméti, Ze kolem nas je mnoho (a to zajimavych) jevi,
které jsou ndhodné pokusy s nekone¢né mnoha moiny-
mi vysledky.
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