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4. kapitola

CETNOST JEVU
PRAVDEPODOBNOST JEVU

4.1. 0 JISTE PRAVIDELNOSTI, KTERA SE PROJEVUJE
PRI HAZENI MINCI

Sedldk mél dva syny, Petra a Pavla, a jesté 100 ovei.
Mezi ovcemi byly nékteré pékné, jiné horsi. Otec se
rozhodl, Ze ovce rozdéli syniim. Vznikl tak problém, jak
to udélat, aby déleni bylo objektivni a Zadny syn ho ne-
obvinil z nespravedlnosti. Otec se rozhodl, Ze & bude
kterd ovce, neurdf on, ale ndhoda. , Hodim mineci,
a padne-li lev, dostane ovci Pavel. KdyZ padne panna,
vezme si ovci Petr,” fekl synim.

Nez byly ovce rozdéleny, bylo tifeba stokrit hodit
minci. Dopadlo to takto:

Iplllplpll pllppplipp Uplplplpl lplplilipl plillppllp
ppllppplpp lpplplppll ppplilppll Uplppplpp lpppppplep

Po prvnich deseti hodech se Petrovi zdélo, Zze mu ktivdi,
ale ve druhé desitce dostal vic ovef. Cim vic bylo hodd,
tim ménd se li§ily podty Petrovych a Pavlovych ovei.
Jaky byl konedny vysledek délenf? _
Petr dostal ovei 51 a Pavel 49. Je piekvapivé, Ze déle-
ni, pfi ném? se uplatiiovala ndhoda (vidyt néhoda roz-
hodovala o déleni), dopadlo tak spravedlivé. Zptisob
délenf ovci, ktery otec navrhl, je opravdu velmi objektiv-
nf. Té2ko muZeme minci obvinit z nadrzovdni. Mince
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ddvala Petrovi a Pavlovi stejnou sanci, kdyZ se rozho-
dovalo, éi bude ovce.

Pravdépodobnost, ktera se pfi mnohonisobném ho-
du mincf*) projevuje, spodivé v tom, Ze posty hozenych
lvi a panen se vyrovndvaji, presnéji feéeno, stabilizu-
i ok
: Z %a,bulky vysledkii otcovych hodit vyplyva nésledu-
jici zavér: Hézime-li minci mnohokrdt za sebou, pak
priblizné stejné dasto pada lev i panna. Oba vysledky
jsou stejné moZné. Oba maji stejnou Sanci.

Tento zivér jsme mohli odekdvat. KdyZ je mince
soumdrné, neni 2ddny duvod k tomu, aby padala naho-
ru jednou stranou &astdji nez druhou, aby jeden vysle-
dek mél vétdi Sanci neZ druhy. Kdybychom hdazeli
s-kostkou, byly by také dva moiné vysledky. Ale
s-kostka md pétkrat vic stén bez tetky nez s tedkou.
Vysledek [-| md pétkrat mendiSanci neZ vysledek [ .
Pri hazeni s-kostkou padne pétkréat dastéji [ | neZ [ |.
MuZete si to ovéfit pokusem. Jen je tfeba hazet mnoho-
krat. (Misto s-kostky miiZete pouZit oby&ejnou kostku.)

4.2. STEJNE SANCE. MENS{ SANCE.
VETSI §ANCE

Piiklad 4.1. (Hra lev-panna.) Je to jednoduchi nahod-
né hra. Udastnf se ji hra¢i X a Y. Na obr. 4.1 vidite
jednoduché hristé. Padne-li p¥i hodu minef p, vyhravé
X a mi¢ padne do branky Y. Padne-li I, vyhrava ¥
a mi¢ padne do branky X.

Je dilezité, kdo hézi minci? Ovsemze ne! A je dile-
*) UvaZujeme stejnorodou minci pravidelného tvaru.

*¥) Pozn. recenzenta: Presndji Feleno: stabilizuje se pomér
poc¢tu lva k poétu panen.
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Zde sloji figurka
mié

branka X —> n@ «<-—branka Y

D

Ty
Obr. 4.1.

ukazatel

Zité, kdy se minci hdzelo? Bylo-li to minutu, hodinu,
rok nebo jesté déle pied vstielenim mide do pifslusné
branky? To jisté nemé vyznam. KdyZ je tomu tak, ne-
museji hrd¢i X a Y vibec minci hézet. Provedl to za
né Pavliv a Petriv otec. Hrad¢i mohou klidné vyuZit
seznam sedldkovych vysledki (vysledkd stondsobného
hodu minci). Rikejme mu sedldkova tabulka.

Ted uZ se nemusi hdzet minci. Stadf jen z tabulky &ist
postupné vysledky a piislu§nym zpisobem kopat do
miée a davat body. Tabulka stadf aZ ke stondsobnému
opakovan{ hry. Kolikrat vyhraje X ? Kolikrat vyhraje ¥ ?
Budeme to zaznamendvat tak, Ze po kaZidém hodu
(tj. po predteni kazdého pismene ze sedlakovy tabulky)
udélame &irku do tabulky

vyhréal X tolikrat
vyhrédl X

vyhral ¥ tolikrdt
vyhrdl Y

Podivame-li se na vyplnénou tabulku, zjistime, Ze
oba hri¢i majf v této hie stejné Sance. Vyplyva to
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z toho, Ze pfi mnohonisobném hodu mmci pada lev
i panna pribliné stejné &asto.

Uvedend hra lev-panna je piiklad velmi ]ednoduché
nahodné hry, tj. hry, v ni¥ o vysledku rozhoduje vylué-
né ndhoda a ne schopnosti, dovednosti nebo umén{
hraéda, jako napt. pfi hie v Sachy.

Piiklad 4.2. Obmétime piedchézejici hru. Zménime pra-
vidla. Ted bude tfeba mincf hodit dvakrat. Padne-li
alesponi jednou lev, bude mié putovat do branky Y
(bod zfskd X). Padne-li pfi obou hodech panna, vyhraje
Y a mi& se vstieli do branky X. Vysledky dvojitého
hodu minei zakédujeme dvojicemi. Hézet minci viibec
nemusime. Stadf jen &ist ze sedldkovy tabulky po dvou
pismenech. Klidné miiZeme ¢&ist od konce. Sedldkova
tabulka stadf k padesitindsobnému opakovéni hry.
Jaké ted budou S8ance hradu? To se dé zjistit, pfesnéji
fedeno, odhadnout.

Prostor vysledki dvojfho hodu mincf je mnoZina
Q = {ll, lp, pl, pp} (nakreslete strom). Pro vyhru hra-
¢e X jsou pifznivé vysledky I, ip a pl. Pro vyhru hra-
de Y je pfiznivy jen vysledek pp. Pro jev A — vyhraje
hra¢ X — jsou piznivé tii vysledky: U, lp, pl. Jev A4 je
mnoZina {ll, lp, pl}. Pro jev B — vyhraje hrdé ¥ — je
piiznivy jen vysledek pp, takZe B = {pp}.

Vsechny étyri vysledky z 2 jsou stejné mozné. Kazdy
ze &tyF vysledkti mé stejnou Sanci. Trikrét vie téchto
stejné moZnych vysledki je pfiznivych pro vyhru X
(jev A). Tato kritks dvaha nés vede k tomu, abychom
hradi X piiznali t¥ikrdt véts{ S8anci neZ hridi Y.

Potvrdf to praxe, tj. pokus? U% ted miZeme hru pa-
desatkrat opakovat. Nezaberendm to mnoho &asu, vidyt
hdzet mincf nemusime. Poznamenejme si opét vysledky
téchto padesiti her do tabulky
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vyhrédl X 37 | tolikrét
vyhrél X

vyhrdl ¥ 13 | tolikrét
vyhrél ¥

Tabulka umoZfiuje odhadnout Sanci hraéd v nasf
nové hie. A odhad, jak vidime, zcela potvrzuje nas pred-
poklédany pomér Sancf.

Uloha 4.1. Zavedeme ted je&ts jiné pravidlo kopénf mide
na hfisti z obr. 4.1. Padnou-li p#i dvojim hodu minef
sam{ lvi nebo samé panny, vyhraje X. Padne-li jednou
lev a jednou panna (nezaleZf na tom, v jakém pofadf),
vyhraje Y. Jaké ted majf hradiSance? Ovéite svijodhad
tak, %e opét budete hru padesitkrat opakovat (s pouZitim
sedlékovy tabulky).

Uloha 4.2. Budeme si hrat s kostkou, kterd mé stény
dvou typi (s tetkou a bez tedky). Padne-li sténa s tetkou,
vyhraje X, padne-li prizdné sténa (bez tetky), vyhraje
Y. Kolikrét mensi 8anci bude mit hri¢ X ne% hraé ¥,
jde-li 0 ndm zndmou s-kostku? Kolik stén s tedkou musi
mit kostka, aby byly Sance obou hra&t stejné? Kolik
stén s te¢kou musi mft kostka, aby hra¢ X mél dvakréit
mené{ Sanci nez hrad Y ¢

4.3. POMERNA GETNOST JEVU.
PRAVDEPODOBNOST JEVU

SnaZili jsme se odhadnout 8anci, Ze nastanou urdité jevy
(vyhraje X, prohraje X apod.). Zkusme ted tyto Sance
ohodnotit, vyjadrit je ¢iselné. Dostaneme tak informaci
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o budoucnosti, miZeme toho vyuzit k jakémusi ,,pred-
poviddni budoucnosti. Z ¢eho budeme p#i hodnoceni
Sance vychazet? Asi spife z toho, co se uZ stalo, tedy
z minulosti. Vyjdeme z toho, co bylo, a zkusime usoudit,
co bude.

Pro nékteré jevy sanci ohodnotfme snadno, pro jiné
to zatim tak snadné nebude.

U% jsme o vysledcich nékterych nadhodnych pokust
Hkali, %e jsou stejné moZné. Tak tomu bylo, kdyz jsme
héazeli minci, obyéejnou hracf kostkou, kdyZ jsme praco-
vali s pifstrojem pro tah koulf oéfslovanych riznymi
¢isly. Mince padala stejné ¢asto jednou i druhou stranou
nahoru. Potvrdil to pokus. KdyZ jsme stokrat hodili
minef, poéty vl a panen se zpodiatku velice liily, ale
s rostoucim podtem hodd jsme zjistili pfekvapivou ten-
denci k jejich vyrovndvani.

S vypravénim o sedldkovi souviseji tyto jevy:

A: Ovei dostane Pavel.

B: Oveci dostane Petr.

Jsou to jevy spojené s nahodnym vybérem jedné ovce,
¢ili s jednim hodem minci. Pro kaZdy z téchto jevi je
ptiznivy jeden vysledek. KdyZ mluvime o $anci, Ze na-
stane jev 4, mluvime zéroveri o 8anci vysledku /. Sance
jevu B je zdrovei Sanci vysledku p.

Na otdzku, jak asto nastal jev 4, jak éasto dostal ovei
Pavel, by dal odpovéd pomér poétu pripadi, kdy nastal
jev A (tomuto podtu Fikime &etnost jevu A), k podtu

viech pfidélovani jedné ovce. Tento pomér je 100

Pro jev B je to pomér . Pomér, o kterém praveé

100
mluvime, je tzv. pomérnd letnost jevu. Pii stu hodech
jsou pomérné d&etnosti obou nafich jevii 4, B velmi
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blizké ke zlomku % . Pomérné &etnosti jsou si skoro

rovny. Sance jevu 4 a B jsme u predtim poklddali za
stejné. Hovorové bychom rfekli, %e jevy 4 a B, nebo —
na tom nezaleZi{ — vysledky hodu minci ! a p, jsou stejné
pravdépodobné.

Sance jevii 4 a B jsou v poméru 1 : 1. Sance ka¥dé-

1 S|
—m,élll?.

Pravé tomuto zlomku je blizka pomérn4 éetnost jevu 4.

ho z nich je tedy vyjadfena zlomkem

Cislo % budeme chapat jako pravdépodobnost jevu 4

a zapisovat takto:

1 N 1
5 nebo struéné P(4) = 5

. Podobné u jevu B piseme P(ovei

P (ovci dostane Pavel) =

nebo také P()) = %
dostane Petr) = %

také P(p) = % .

, nebo struéné P(B) = —;— , hebo

Jak najdeme &islo, které chapeme jako pravdépodob-

nost jevu? Toto &islo vzce souvisi s vysledky pokusi
(s minulostf). Zptsob jeho urdovanf uz znime.
% Necht jev A4 souvisi s jistym nahodnym pokusem,
ktery mtizeme za stejnych podminek mnohokrat opako-
vat. Opakujme ho n-krit. Spodteme, kolikrit byl vy-
sledek pfiznivy jevu 4 (kolikrdt nastal jev 4). Toto &fslo
oznaéme c,(A4). Zajimavéjsi by vSak byl pomér této
detnosti k &islu n, tj. zlomek

ca(4)
T
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Zlomek vyjadfuje, pfi jaké &asti opakovanych pokusi
nastal jev 4. Tento zlomek, tento pomér je pravé po-
mérné detnost jevu 4.

Definice 4.1. Zlomek
f(d) =

tetnost jevu 4 pFi n-na.sobném opakovan{ pokusu
podet viech opakovédni pokusu

se nazyva, pomérnd Cetnost jevu A.

cn(A)

V piikladu se sedldkem jsme méli

61
Jino(4) = 100 » fioo(B) = = T00

Obdas, aby byl zépis srozumitelngjsf, napiseme do za-
vorek mfsto pismen A nebo B slovn{ popis pi¥istu§ného
jevu, napf.

49
100

Je-li pro jev A piiznivy jen jeden vysledek w, bude-
me struéné mluvit o pomérné &detnosti toho vysledku
a zapisovat ji f.(w). Posledni rovnost budeme zapiso-

vat také fip(l) =

fiolovei dostal Pavel) =

100

Uloha 4.3. Zde jsou vysledky mnohokrat opakovaného

hodu hracf kostkou:

56426 61555 26233 54142 46321 62645 12263 34111
33216 54443 31232 53412
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Urdete pomérnou &etnost kaZdého ze Sesti vysledki.
Necht 4, B, C, D jsou jevy popsané slovy v pfikladu 3.1.
Najdéte fe(4), fou(B), feo(C) & fao(D). Potvrzuji tyto po-
mérné Setnosti nase oekdvani, nafe hodnoceni Sance,
¥e jevy nastanou? Provedte podobné vypodty pro vy-
sledky vaseho pokusu napi. také Sedesatindsobného
hodu hraci kostkou.

S rostoucim 7 ma pomérnd &etnost f,(4) (4 je opét
jev z pifikladu o sedlakovi) podivuhodnou tendenci ke
stabilizaci, k oscilovan{ kolem urditého &isla. V pikladé

se sedldkem oscilovaly f,(4) a f,(B) kolem ¢fsla % .

Toto ¢&islo budeme chipat jako idedlni pomérnou &et-
nost. Je to vhodny kandiddt na ¥iselnou miru Sance, Ze
nastane dany jev. Idedlni pomérné fetnosti jevu bude-
me ¥kat pravdépodobnost jevu.

Stabilizace pomérnych &etnosti f.(I) a f.(p) je dobfe
vidét z nésledujici tabulky

n=10 n =20 n = 50 n = 100
P 3. 9 20 51
) 7 11 30 49
f.(p) 3 9 20 b1
n = - = el
10 20 60 100
£ 7 11 30 49
n - falnl had I
10 20 50 100

Pii hazeni mincf je 2 = {I, p}. Tabulka nis vede, aby-
chom stanovili P(l) = —;— , P(p) = —-;—
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Piiklad 4.3. Ve skutedném svét®, ktery nds obklopuje,
se setkdvame s mnoha pifklady stabilizace pomérnych
detnosti. Uz zname piiklad (vzaty ze Zivota) nahodné-
ho pokusu, ktery provadéji rodide oéekavajici potomka.
Opakovin{ tohoto pokusu je zjidtovani pohlavi u naro-
zenych déti (nemusejf to byt déti tychz rodi&d, proto-
%e proces utvareni pohlavi probiha vidy stejné). Sta-
tistické rodenky nam poskytuji zajimavé ddaje — jak
podty provedenych zjisténi (disla =), tak &isla c.(9)
a ¢,(3). Sestavme z téchto idaju tabulku podobné jako
pti hazenf minci. Udaje uvadéji potet chlapet a dévéat
narozenych v Polsku v letech 1928, 1929 a 1930.*)

1928 1928—1929 | 1928—1930
n = 990993 |n = 1985094 |n = 3007 905
Q 477 339 956 675 1451 414
3 513 654 1028 419 1 556 491
Fn(?) 0,482 0,482 0,483
f2(3) 0,518 0,518 0,517

Pohlavi narozeného ditéte bylo tedy zjisténo celkem
3 007 905krat. To je velmi mnoho. Pfi uvaZovaném
nédhodném pokusu je Q2 = {@, 3}. Tabulka umoZiiuje
stanovit nasledujici odhad hodnoty ideélnich &etnosti
¢ili pravdépodobnosti:

P(®) =048, P(3)=0,52.

1 1
- P(3) = EX nebudeme

daleko od pravdy. Nynf nim pokus pfipomina hod minci.

Rekneme-li tedy, %e P(Q) =

*) Pozn. recenzenta: Obdobné daje novdjitho data pro (SSR
lze nalézt v ka¥doroéndé vyddvané Statistické rodence CSSR.
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Mnohonésobné opakovéni jinych zji§fovani, jako napt.
pottu dmrti v roce, podtu telefonnich hovori vedenych
v daném dasovém iseku pies danou ustfednu, poétu
zdpalek v automaticky plnénych krabi¢kidch (ndhoda
rozhoduje, kolik se tam dostane zipalek), zjistovini ve-
likosti jnteligenénfho kvocientu a #isla bot ndhodné vy-
branych dospélych lidi, poskytuje zajimavé tdaje. Je
z nicth patrna stabilizace pomérnych &etnosti vysledkd.
Z velkého chaosu vystupuje pfekvapiva tendence k jis-
tym zdkonitostem. Ty pak slouzf k prognézdm, k pfed-
povidanf, co se stane.

Mnohonésobné opakovani daného nahodného pokusu
umoziiuje odhadnout hodnotu pravdépodobnosti jevu.
Tato hodnota je mfrou Sance, Ze jev nastane, a umoziiuje
v jistém smyslu pfedpovédét budoucnost. Byla uréena
na zikladé minulosti, odhadli jsme ji podle toho, co se
délo drive, v minulosti, béhem pokusu.

Viimnéme si, Ze tabulka z pifkladu 4.2 umoZfiuje od-
hadnout pravdépodobnosti nékterych jevi souvisejicich
s dvojim hodem mincf.

P (alesponi jednou padne lev) == % ,
. 13
P (padnou dv& panny) ==

Jednoduch4 tvaha (vychazejici z toho, co vime o svéts,
ktery nés obklopuje, vedla k zivéru, Ze Sance uvaZo-

vanych jevi jsou v poméru 3 : 1. Zlomek—%—l- , dili

—3—, je tedy idedlni pomérnd detnost jevu, Ze alespofi
2] y P ] P

jednou padne lev.
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P (alesporti jednou padne lev) =

P (padnou dvé panny) =

rlk|i- m|w

Ptiklad 4.4. Pfi hazen{ krychlovou kostkou je 2 = {1, 2,
3, 4, 5, 6}. Je-li kostka pravidelnd, méla by se kaZdé
sténa objevovat nahofe stejndé &asto. Je tedy P(1) =
=P2) =... =P(6) = —(1;— K tomu z41éru jsme ne-
dodli na zédkladé pokusu, ale na zdklade nafich zkuse-
nosti. Kdyby se nékomu chtélo mnohokrvat hazet kost-
kou, pokus by nés zdvér uréité potvrdil. Pro s-kostku je

2= (1, P =5, P(Z) =5

Uloha 4.4. Porovnejte Sance, %e nastanou jevy 4 a B,
pro nasledujici dvojice jevii:

A: 1. gervence bude v Praze snéZit.

B: 1. dervence bude v Praze priet.

A: Pri piiitim tahu sportky uhodnu &fslo 5.

B: Pti pfiitim tahu sportky uhodnu aspori jedno &fslo.

A: Pristi stfedu potkdm na ulici spoluZdka.

B: Pristfi stfedu potkdm na ulici Karla Gotta.

Uloha 4.5. Hazime kostkou, jejiZ sit je na obr. 4.2, a po
dopadu zjistime, kterd sténa je nahofe. Urdete prostor
vysledkt. Urdete pravdépodobnost kaidého vysledku.
Na zékladd deho jste ji urdili?

Obr. 4.2.
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Uloha 4.6. Pti dvojim hodu minef je 2 = {iI, Ip, pl, pp}.
Dopliite:
Pll) = P(pp)
Pp) = P(pl)

Uloha 4.7. Dejme tomu, %e jsme mnohokrat hodili pra-
videlnym dvacetisténem s odfislovanymi sténami (viz
str. 9). Po dopadu jsme zjistovali &islo horni stény a
vysledek pokusu jsme kédovali timto &fslem. Na po-
sledni strance této kniZky jsou pod nadpisem Tabulka
ndhodnych ¢&fsel uvedeny vysledky hodid. Uvazujte

prvaich 300 vysledkt (prvnich Sest radkd). Vypodtéte
FooO) FuoL): fac(2), - funlD). Potvezuii tyto vysledky,
%o kaZdd d&islice (kaid)'r vysledek) ma tutéZ Sanci, Ze
ka%dé dfslice je stejnd pravdépodobné? Dopliite

Jfaoo (padla sudé &fslice) =
S (padla liché &fslice) =
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