O nahodé a pravdépodobnosti

8. kapitola. Nahodné prochazky a pravdépodobnostni
pocitadlo

In: Adam Plocki (author); Eva Machac¢kové (translator); Vlastimil
Machacek (illustrator): O ndhodé a pravdépodobnosti. (Czech).
Praha: Mlada fronta, 1982. pp. 102-117.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/404037
Terms of use:

© Adam Flocki, 1982

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of
any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for

electronic delivery and stamped with digital
V signature within the project DML-CZ: The Czech Digital

Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/404037
http://dml.cz

8. kapitola

NAHODNE PROCHAZKY
A PRAVDEPODOBNOSTNI POCITADLO

8.1. NAHODNE PROCHAZKY

Pii hfe na vlka a dvé louky figurka (vlk) putovala po
dané siti. O sméru jeji cesty rozhodovala nahoda. Tako-
vym cestam budeme fikat ndhodné prochdzky. Pohyb
mite po hristi pfi ndhodné kopané byla také nahodnd
prochazka. Nédhodna prochdzka je i cesta figurky pfi
zavodech na Sachovnici. Namoini bitvu jsme také zna-
zornili jako ndhodnou prochazku figurky po urdité siti.

S podobnymi nahodnymi prochiazkami se setkavame
nejen u her. Let vosy po pokoji také pripomind nahod-
nou prochazku. Castice hmoty se pohybuji chaoticky.
Pohyby tastic kapalin nebo plynu jsou také nahodné
prochdzky. Nahodné prochazky &astic hmoty jsou
znamy pod nazvem Brownuv pohyb.

Nahodné prochazky jsou zvlastnim pfipadem néhod-
ného pokusu. Vénujme jim trochu pozornosti. Vyjdeme
od velmi jednoduché nahodné hry.

Piiklad 8.1. (Koza, vlk a zeli.) Na obr. 8.1 je jednoduché
sit, po které se pohybuje koza. Zastupuje ji figurka.
Koza vychazf z bodu o. Cile jsou body v a z. V bodé v
¢eka vlk, v bodé z je zelné pole. Aby figurka-koza mohla
udélat prvni krok, musime hodit s-kostkou. Padne-li
prazdné sténa, jde figurka (koza) do bodu a, padne-li
sténa s te¢kou, jde do bodu z. Dostane-li se do bodu z,
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putovani konéi vyhrou. Dostane-li se do bodu a, héz{-
me jeSté jednou, tentokrit vSak mincf. Ukazatele na
obrézku znéazorfiuji, jak se mé v zdvislosti na vysledeich
hodu tahnout. Dostane-li se figurka do bodu v, zname-
na to prohru.

Nf=

av

Obr. 8.1. Obr. 8.2.

Piidiny neuspéchu jsou ziejmé — koza se setkala
s vlkem. Tuto jednoduchou hru si muZe zahrit hrdg
sdm. Zajima ndas, kudy koza putuje a ke kterému cfli
se dostane. Hledime-li takto na prochdzku, napadne
nas, abychom vysledky a prabéh nasi hry (naseho na-
hodného pokusu) kédovali pomoci cest, které figurka
projde od startu do cile. V siti jsou jen tii cesty. Dvé
z nich maji po dvou tsecich. Ke kaZzdému idseku v siti
ptipiSme pravdépodobnost, Ze jim figurka projde. Jsou
to pravdépodobnosti jednotlivych vysledkd pfi hodu
s-kostkou nebo minef a miZzeme je snadno urdit.
Znézornéme nasdi hru (jde o ndhodny pokus) stromem
(obr. 8.2). KaZdé cesté v siti odpovida pravé jedna
vétev stromu. Vétev kéduje cestu. Usekiim cesty odpo-
vidaji hrany stromu. Ke ka?dé hrané stromu pfipidme
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pravdépodobnost jevu, Ze po ni projde koza. Podobné
piipiSme pravdépodobnosti k tsekim cest v siti. Prostor
vysledki bude Q2 = {av, az, z}. UvaZzujme nékolik jevd
souvisejicich s nasf hrou:

Z: Koza se dostane k zeli.
V: Koza se dostane k vlkovi.

Zakédujme je: Z = {az,z}, V = {av}. Ptejme se dile
na pravdépodobnosti P(Z) a P(V). Ptame-li se na P(V),
ptame se na pravdépodobnost, Ze pokus probéhne tak,
jak na stromé znazorfuje vétev, na které visi vysledek
av. P(V) je pravdépodobnost vysledku av.

Abychom obé pravdépodobnosti odhadli, mohli by-
chom hru n-krat opakovat (n by muselo byt dost velké
pfirozené ¢islo). To znamena, Ze bychom museli kozu
n-krat vypustit ze startu s pfikazem, aby se pohybovala
podle uvedenych pravidel. Kdybychom nechtéli kozu
tak tyrat, mohli bychom na start postavit ne jednu,
ale celé stido n koz. Pro kaZdou z nich bychom pak
museli zvlast hazet s-kostkou a pak minci, posunovat je
po siti a pak spoéitat, kolik se jich dostalo do » a kolik
do z.

Jak se figurky-kozy rozmisti? Mame-li pfedpovédét,
jaky podet koz se prvnim krokem dostane do a a jaky

do z, odhadneme, Ze % koz pijde do a a % do 2.

O rozmisténi koz sice rozhoduje ndhoda, ale rozdfl mezi
nasf pravdépodobnosti a skuteénosti bude s nejvétsi
pravdépodobnosti maly. KdyZ situaci idealizujeme
(zjednodusime — ve fyzice i v matematice se &asto

zjednodusuje), fekneme, %Ze —é—n figurek pujde do z
5 . . .
a —n do a. Zjednoduseni vyiaduje, aby n bylo déli-
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telné Sesti (aby dosly celé kozy). U cile z je tedy po
prvnim kroku % n koz a v bodé a jich je 5 ™
Predpovéd dalsiho rozmisténi koz, které se dostaly

. | .
do a, fikd, 7e polovina, tj. — 2 3 n, pujde do v a dru-
P 13 6 puj

. 1 . Pl
-hé polovina, tj. také 5 2 —g— n, pujde do z. Po ideali-
zaci, zjednoduseni situace, jsme piedpovédéli, Ze k ci-
1

li z se dostalo celkem —(15— n + -5 —2— n koz a k cili v se

1 5
talo —— . — .
dosao2 6nkoz

Pomér

podet koz, které se dostaly k cili 2
podet viech koz, které putovaly

je idealnf pomérna detnost jevu Z — koza se dostane
k zeli, a tedy
1 1 5
Tt E"
P (koza se dostane k zelf) = - =
1 1 5
= T + 7 . F.
Podobné
1 5 "
.= )
P(koza se dostane k vlkovi) = 2 6 _1 5,
n 2 6

Ziejmé, aby k cilim dosly ,,celé‘ kozy, musi byt podet
koz postaveny na start délitelny 2.6 = 12.

105



8.2. PRAVIDLO NASOBENI
A PRAVIDLO SCITANI

Pro jev V je piiznivy jen jeden vysledek. Pravdépodob-
nost jevu V je pravdépodobnost, Ze figurka pijde uréi-
tou cestou, cestou av. Tato cesta se sklidda ze dvou
usekti. Pravdépodobnost, 7e tudy figurka piajde, je

.1 b3 . . Y :
souéin - g coz je soudin pravdépodobnosti pro oba

useky.

Sit bychom mohli prodlouzit, takZe cesty by se mohly
skladat z vice neZ dvou tsekt. Snadno usoudime (po-
dobné jako v naSem jednoduchém pripadé), Ze pravdé-
podobnost, Ze figurka pijde danou cestou sité, pak bude
soudin pravdépodobnosti, Ze pijde jednotlivymi useky
dané cesty. To je podstata tzv. pravidla nasobeni.

PRAVIDLO NASOBENI (pro ndhodné prochdzky):
Pravdépodobnost, Ze prochiazka povede danou cestou
sité od startu k cili, je rovna soudinu pravdépodobnostf,
Ze povede jednotlivymi jejimi useky.

KaZdému tuseku cesty odpovidd hrana stromu. Kazdé
cesté odpovida vétev, a tedy i vysledek, ktery na ni visi.
Pravidlo ndsobeni muZeme tedy prenést i na stromy.
Stromy jsou také sité. Prubéh pokusu si miZeme pred-
stavit jako ndhodnou prochazku figurky po vétvi stro-
mu od kofene do jednoho z koncovych bodi. Dostdva-
me tak dileZité pravidlo pro pravdépodobnost vice-
etapovych nahodnych pokust znazornénych pomocf
stromu.

PRAVIDLO NASOBENT (pro stromy): Pravdépodob-
nost vysledku, ktery visi na dané vétvi stromu, je
rovna souéinu pravdépodobnostf, které odpovidaji
viem hrandm dané vétve, '
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Méme-li tedy viceetapovy pokus znazornén stromem
a zndme-li pravdépodobnosti viech vysledkia jednotli-
vych etap (coZ jsou pravdépodobnosti odpovidajici
jednotlivym etapam), muZeme uréit pravdépodobnost
daného vysledku.

Pfiklad 8.2. Usoudili jsme, Ze P(l) = P(p) = % V pii-
kladu 5.4 jsme pomoci simulace uréili pravdépodobnost
uréitych jevi souvisejicich s rodinou, ktera planuje
tfi déti. Pripomeiime si, Ze z na8ich dvah plynulo, Ze

P(narodi se sama déviata) = % .

Na obr. 8.3 je strom, k jehoZ hranidm jsou piipsdny
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pravdépodobnosti. Pro jev B} — narodi se samé dévéa-
ta — je priznivy jen vysledek 299. Pomoci pravidla
soudinu pro stromy dostaneme

P(narodi se samé dévéata) = P(2Q9) =
1 1 1 1
22 "2 T8

Tuto hodnotu jsme dostali na zakladé uréitého vzorce,
pravidla. V pfikladu 5.4 jsme pravdépodobnost odhadli

1 7 vy s x
pomoci pokusu. Hodnoty 5 250 %€ li§f jen nepatrné.

Kdybychom byli pokus simulovali jesté vickrat, hod-
noty by se s nejvétsi pravdépodobnosti shodovaly jesté
1épe.

Uloha 8.1. Vratme se opét k panim X a ¥, které na-
stupuji do tramvajové soupravy se tremi vozy. Kazdy
viiz mé tutéZ Sanci, Ze si ho dand pani vybere (vylouéi-
me moznost, Ze v prvnim voze je hezky fidi¢, predpo-
kladdme, Ze viechny vozy jsou stejné obsazeny, atd.).
Vozy jsou t#i a tak kazdému ddme pravdépodobnost —;’— .
Pomoci pravidla ndsobeni pro stromy uréete pravdépo-
dobnosti vSech vysledkti nastupovani. Oznaéme P(obé
pani nastoupi do druhého vozu) jako P(22). Porovnejte
hodnotu P(22), kterou jste zjistili, s hodnotou, ke které
jsme dosli v ptikladu 5.6.

Uloha 8.2. V krabice jsou &tyti hmatem nerozliSitelné
kostky, dvé éervené a dvé zelené. Ttikrat nahodné vy-
bereme po jedné kostce bez vraceni a z vytazenych
kostek budeme stavét véZe. Urdete pravdépodobnost
vzniku pro kaZdou z moZnych véii.
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Uloha 8.3. Na farmé je 90 ¢/, slepic vhodnych pro chov.
Z kazdych 100 slepic vhodnych pro chov jich 50 vyni-
k4 vysokou nosnosti. Jaka je pravdépodobnost, Ze né-
hodné vybrand slepice z farmy bude vynikat vysokou
nosnost{ ?

Uloha 8.4. Snadno urd¢ime pravdépodobnost libovolného
vysledku néhodnych her, kterymi jsme se zabyvali.
Urdete pravd&podobnost nékolika vysledki ndmorni
bitvy a hry na vlka a dvé louky. UZijte pravidlo né-
sobeni pro sité (prochazky).

Vratme se k pfikladu 8.1. Pro jev Z — koza se dostane
k zelf — jsou pifznivé dva vysledky (2, az) a plati

1 1 5
P(Z) = + T35 Tento soudet ma dva séitance.

Prvnf je pravdépodobnost, Ze figurka pijde cestou =z.
Druhy séitanec, soudin - % , je podle pravidla na-
sobeni pravdépodobnost, Ze pijde cestou az.

PRAVIDLO SCITANT (pro prochizky): Vede-li k da-
nému cfli vice cest, je pravdépodobnost dosaZenf dané-
ho cfle rovna souétu pravdépodobnostf prichodu kazdou
z téchto cest.

Vratme se ke stromu. Pro dosaZeni cile z (pro jev Z)
jsou piiznivé dva vysledky na stromé.

PRAVIDLO SCITANT (pro stromy): Je-li pro dany jev
piiznivych vice vysledkt na stromé, je pravdépodob-
nost daného jevu rovna souétu pravdépodobnosti téchto
vysledki.

Pfiklad 8.3. Pomoci pravidla séitdni (a ndsobeni) urdete
pravdépodobnost jevu B} — ze ti{ narozenych déti bude
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privé jeden chlapec. Jev B? je zndzornén na obr. 8.3.
Jsou pro né&j priznivé tii vysledky. Podle pravidla na-
sobeni pro stromy je

1 1 1

1
3—_l——l_
1

+

N)In—d
vo| —

2 2
1 1 3
+ -2_ . _2_ . _2_ = _8_. .
Porovnejte tuto hodnotu s hodnotou z prikladu 5.4.

Uloha 8.5. Pomoci uvedenych pravidel uréete
a) P(nejstarsi dité bude chlapec),
b) P(nejmladsi dité bude dévee),
c) P(B}) a P(BY).

Uloha 8.6. Pomoci pravidla nédsobeni a pravidla s&tdn{
uréete

a) P(kaZda pani nastoupi do jiného vozu),

b) P(obé pani nastoupi do téhoZ vozu),

c¢) P(ani jedna panf nenastoupi do vozu &. 3).

Opét se jedna o jevy souvisejici s panimi X a Y dekaji-
cimi na tramvaj. Srovnejte vysledky s hodnotami z pri-
kladu 5.6.

Uloha 8.7. Pii chemickém postiiku ovocnych stromi
hyne 70 9, housenek. To znamena, Ze

P(housenka zahyne po prvnim postfiku) = 0,7.
Housenky, které pieZiji, se stanou odolnéjsi proti pro-
stfedku a pfi druhém postiiku jich hyne jen 20 %, Jaké
je pravdépdobnost, Ze housenka nepteZije dva postiiky ?

O jaky nahodny pokus se zde jedna? Provedeme po-
stfik a pozorujeme, zahyne-li dand housenka nebo ne.
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Nezahynula-li, posttik opakujeme. Nakreslete strom
(ne ten, ktery stffkdme). Pomoci . pravidla nédsobeni
a stitdni pro stromy (ty, které nestifkime) urdete

P(housenka zahyne po prvnim nebo po druhém postiiku).

8.3. PRAVDEPODOBNOSTNI POCITADLO

V pifpadé s kozou, vlkem a zelfm jsme na start postavili
n figurek s tim, Ze &islo » bylo hodné velké. P#i premisto-
véni figurek jsme situaci urditym zpusobem zjednodusili.
Je pfece jasné, Ze n figurek se v siti na obr. 8.1 nemusf
po prvnim kroku rozmistit v poméru 5 : 1, jak jsme to
udélali. Pfi pfemisfovani figurek jsme situaci idealizo-
vali, jak se v matematice dasto déld. Figurky jsme roz-
délili podle idedlnich pomérnych &etnosti.

Zjednodusme situaci jesté dal. Pro¢ prohdnét »n koz?
Pri zjednoduseni, které jsme provedli v nasem pifpadé,
stadi vzit jen 12 figurek. 10 jich pujde do «, 2 do 2.
Kazda figurka zastupuje dvanactinu celého stada » koz.
Jak jsme dosli k ¢&islu 127

Aby stddo mohlo udélat prvni krok, musi na startu
byt alesponi 6 figurek. Pét jich prejde do a a jedna do 2.
Figurka, kterd se dostala do z, prochiazku skonéila.
Figurky v a se museji rozdélit na polovinu — polovina
jich ptjde do v a polovina do z. Je jich vSak 5 a rozdé-
len{ se nedéd provést. ,,Automat‘‘ se ndm néjak zasekl.

Postavme do vychozi pozice dalsich 6 figurek a zopa-
kujme jejich rozmisténi. Do a se tak dostane posila
sloZend z péti novych figurek (koz). V a bude pak 10 fi-
gurek a v z 2 figurky. Figurky v a se rozdélf na polovinu
(po péti) do v a do z. Vsech 12 figurek se dostalo od
startu do cfle (ukonéily prochazku). K cili z se dostalo
2 + 5, tj. 7 z dvandcti figurek:
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P(figurka — koza se dostane k cili z) = —;2—-
K cili v se dostalo 5 z dvanacti figurek:
P(koza se dostane k cili v) = I3

Dodli jsme ke stejnym hodnotdm jako v ptikladu 8.1.
Dostdvame tak dal§i jednoduchy postup pro uréeni
pravdépodobnosti, Ze se figurka pri ndhodné prochizce
dostane k danému cili. Kdyz se viechny figurky dostaly

k cflim, uréime tuto pravdépodobnost podle nésleduji-
ctho pravidla:

P(figurka se dostane k cili ) =

podet figurek, které dosly do x
podet figurek, které dosly do cila

Figurky se z ka#dé pozice rozmistuji v poméru pifslus-
nych pravdépodobnosti.

Pravdépodobnostni potitadlo*) se sklida ze sité a né-
kolika figurek nebo knoflikii, které se po ném pohybuji
uvedenym zpisobem. Necht z dané pozice vychazejf
tsedky d,, d,, ..., di a necht p,, p,, ..., p; jsou piisludné
pravdépodobnosti, Ze figurka pujde témito useky.
Uvedme pravdépodobnosti na spoledného jmenovatele.
Predpokladdme ptitom, Ze viechny uvaZované pravdé-
podobnosti jsou zlomky (racionalni é&isla). Spoleény

jmenovatel oznaéme m. Predpokladejme, Ze p; = %
proj =1,2, ...,k Aby se z této pozice mohly figurky
rozmistit dal, musi byt podet figurek v této pozici na-

sobkem d&fsla m. Je-li jich tam #m (kde ¢ je pfirozené

*) Ve starsf literatufe se muZete setkat s ndzvem FEnglav
abakus.
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¢islo), pajde tn, figurek po useku d,, ¢n, figurek po dseku
d, atd. Po tseku d; ptjde ¢n; figurek.

Poditadlo umoznuje uréit velmi jednoduse pravdépo-
dobnosti jeva souvisejicich s ndhodnymi prochazkami
po koneéném i nekoneéném pottu cest. UkiZeme si to
na jednoduchych pifkladech.

Ptiklad 8.4. Pii honidce na Sachovnici umfime uréit
pravdépodobnost raznych jevi. Ted je uréime pomocf
pravdépodobnostnfho poéitadla. Nakresleme si sit (obr.

8.4) a dejme tomu, Ze o sméru, kterym se bude figurka
pohybovat, bude rozhodovat vysledek hodu minecf. Urde-
me pravdépodobnost dosazZeni kazdého cile, tj.

P(figurka se dostane k cili 5})
prok=0,1, 2, 3.
Ke kaZdému tseku sitd pfipiSeme é&islo 1 .Je to

2
pravdépodobnost, %e tudy figurka pujde, hazime-li
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mincf. Jde-li o tiidenn{ zdvod (k cfli se dojde tremi
kroky), snadno usoudime, Ze bude stadit, postavime-li
na start 8 knoflikti nebo figurek. Z nich se jeden dosta-
ne do b3, tii do b}, t¥i do b} a jeden do b}. Dostdvime

P(figurka se dostane k cfli 63) =
P(figurka se dostane k cili %) =

P(figurka se dostane k cfli b3) =

?

P(figurka se dostane k cfli b3) =

Uloha 8.8. Hazejme ted s-kostkou. Sténu s tetkou ché-
pejme jako I, sténu bez tedky jako p. Na kostce je tedy
pét stén p. Ukazatele u sité na obr. 8.4 zistanou beze
zmény, jen pravdépodobnosti se zméni. Urdete

P(figurka se dostane k cili 52)
pro k =0, 1, 2, 3 pomoci po&itadla.

Uloha 8.9. UvaZujme dtytdenni zavod s pouzitim mince.
Uréete pomoci pravdépodobnostniho poéitadla

P(figurka se dostane k cili b})

pro £k =0,1,2,3,4. Ke ka’dému bodu sité pfipiste
podet cest, kterymi se do n&ho lze dostat. Srovnejte tato
¢isla s pravdépodobnostmi, které jste nasli. Co zjistite ?

Piiklad 8.5. Dva hrd¢i X a Y maji po dvou korunich.
Hézejf minci (nezalezi na tom, kdo hazf). Padne-li lev,
prohraje korunu hra¢ X, padne-li panna, vyhraje hra¢ X
korunu na hrééi Y. Hraji, dokud jeden z nich neprohraje
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vSechny penize. Zabyvejme se hridem X. Zmény jeho
finanéni situace si zndzornfme pomoci figurky a sité
na obr. 8.5.

«<—— sem se dostane figurka po 1. hodu
«<—— sem se figurka dostane po 2. hodu
«—— po lfech hodech

«<—— po &lyfech hoaec.H

«—— po péli hodech

Obr. 8.5.

Ze sité snadno vyéteme, kolik korun bude mit po kolika
hodech a kolika zpiisoby hra¢ X. Podle pravidla néso-
beni a séftdni miZeme vypoditat

P(hra¢ X vyhraje po n-tém hodu viechny penize),

P(hrd¢ X prohraje po n-tém hodu v8echny penize).
Nebudeme mit obtiZe ani s uréenim pravdépodobnosti

P(hra¢ X vyhraje viechny penize),

P(hra¢ X prohraje vSechny penize).
Vsimnéte si, Ze sit na obr. 8.5 nipadné pfipomina sit,
kterou jsme znazornili ndhodnou kopanou. Kdybychom
odstranili nerozhodné vysledky a piipustili, aby se hralo
nekoneéné dlouho, byly by obé sité tiplné stejné.

Po druhém hodu minei se figurka dostane bud k cili p,
(hra& X vSechno prohraje), nebo k cili v, (hra¢ X viechno
vyhraje), nebo do pozice 0,. Posledni mozZnost je vlastné
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totéZ jako navrat do vychozi pozice, na start. Oba hradi
maji totiz opét po dvou korundch. Nasi hru tedy mii-
Zeme znazornit jako nahodnou prochizku po trochu
jednodussi siti (obr. 8.86).

Obr. 8.6.

Pozice p odpovidd tomu, Ze hraé¢ X vdechno prohraje,
pozice v tomu, Ze vSechno prohraje hrdé Y a vyhraje
hraé X.

Stadf, kdyz ze startu vypustime &tyti figurky. Po dvou
krocich se jedna dostane do p, jedna do v a dvé se vrati
na start.

P(hrd¢ X vSechno vyhraje) = P(figurka se dostane do

1
2 b
P(hrda¢ X vsechno prohraje) = P(figurka se dostane

v) =

1
dop):-?.

Uloha 8.10. Uréete pravdépodobnost, %e hraé X vSechno
vyhraje a %e vSechno prohraje, hazime-li s-kostkou
(prdzdnd sténa znamend, e X prohraje korunu, sténa
s te¢kou znamend, Ze korunu vyhraje).

Uloha 8.11. Vratme se ke koze, viku a zel, jen sit trochu
pozméiime. Usek mezi pozicemi @, z nasmérujme zpét
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Obr. 8.7.

ke startu. Novou sit vidite na obr. 8.7. Hra se tak pod-
statné zmeénf. Ted existuje nekoneéné mnoho réznych
cest. Pravidla putovéni zistala nezménéna. Nejdrive
haizime s-kostkou, potom minci. Uréete pomoci pravdeé-
podobnostniho poditadla

P(koza se dostane k vlkovi),
P(koza se dostane k zeli).
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