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9. kapitola

KLASICKA A GEOMETRICKA
PRAVDEPODOBNOST.
METODA MONTE CARLO

9.1. KLASICKY PROSTOR

Kdykoliv jsme se setkali s néjakym ndhodnym poku-
sem, postupovali jsme vidy stejné. Nejprve jsme se za-
mysleli nad mnozinou vech moZnych vysledkt pokusu
a sestavili jsme prostor vysledk £2. Ob&as jsme si pfi-
tom pomaéhali stromem. Pak jsme uvaZovali rizné jevy,
které s pokusem souvisejf. Popisovali jsme je slovy
a koédovali jsme je podmnoZinami prostoru vysledku.
MnozZinu vSech jevii souvisejicich s nasim nahodnym
pokusem jsme oznadili §. Pro kaidy jev z této mnozi-
ny jsme se snazili urdit &islo, kterému se rikd pravdé-
podobnost jevu. Sestrojili jsme tak funkei P definovanou
na mnoz#iné §. Vznikla tak trojice (2, S, P), kterd popi-
sovala dany nahodny pokus. Pro vytvaieni této trojice
mél strom velky vyznam.

Pokud £ byla koneénd mnozina (timto pfipadem se
predeviim zabyvime), stadilo funkci P definovat zada-
nim jejich hodnot pro vdechny vysledky (pfesnéji —
pro jednoprvkové mnoZiny z S).

Mezi mnoha ndm zndmymi nahodnymi pokusy jsou
takové, pro néz jsou vSechny vysledky stejné mozné.
Stejné moZné, stejné pravdépodobné byly oba vysledky
hodu mincf. V tom pripadé je

Q={,p, S=01 Lo}
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Stanovime-li P(l) = —;— , P(p) = —;— , definujeme pravdé-
podobnost P. Funkce P pfifazuje viem vysledkiim stejné
hodnoty.

Prostor vysledkd hodu minecf nebo prostor vysledkd
hodu kostkou (&. 1) je tzv. prostor stejné moZnych vy-
sledki, jinymi slovy, stejné pravdépodobnych vysledki.

Vratme se opét k rodidim, ktef{ by chtéli mit t¥i déti.
Jak si vzpominate, souvisel s tim zajimavy ndhodny
pokus. Jeho pribéh a mnoZinu vysledkt jsme znazornili
stromem na obr. 2.9. Pomoc{ tohoto stromu a pravidla
nasobeni snadno ukéZeme, Ze pravdépodobnost kaZdé-

ho z osmi vysledku (to jsou viechny) je <

Z ndhodnych pokust, které zname, snadno vyberete
takové, které maji viechny vysledky stejné pravdé-
podobné, i takové, které tuto vlastnost nemaji.

Definice 9.1. Je-li prostor 2 kone&ny a hodnoty pravds-
podobnosti viech vysledkd £ jsou stejné, Fekneme, Ze je
to prostor stejné pravdépodobnych vysledkw &ili struéné
klasicky prostor.

Posledni nézev mé pivod v podatcich teorie prav-
dépodobnosti, kdy se zkoumaly jen pokusy se stejné
pravdépodobnymi vysledky. Byly to hlavné hody
mincf, vytahovin{ karet a podobné ndhodné pokusy
souvisejici s hazardnfmi hrami.

Je-li prostor 2 klasicky a obsahuje-li » prvkia, mé

kaZdy vysledek pravdépodobnost —117 .

Uloha 9.1. Urdity ndhodny pokus ma klasicky t¥{prvko-
vy prostor vysledki. Dal¥f ndhodny pokus spodiva
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v jeho dvojim opakovani za stejnych podminek. UkaZte
pomoci stromu, Ze ma také klasicky prostor vysledki.

Z vlohy 9.1 plyne, Ze prostor vysledki dvojiho hodu
kostkou (viz obr. 3.2) je klasicky. Véech vysledki je 36,

a kazdy ma tedy pravdépodobnost 36 -

9.2. VETA 0 KLASICKEM PROSTORU

Uvazujme nahodny pokus s prostorem vysledkil
2 = {w,, w,, ..., w,}. Predpokladejme, e je to klasicky
prostor, tzn.

1

P(w,) = P(w,) = ... = P(w,) = o

Dale uvazujme jev A, ktery je k-prvkovou podmnoZi-

nou prostoru 2, kde k£ = 2. Dejme tomu, Ze 4 = {w;,
wj,, ..., ;,}. Jak vime,

P(4) = P(w;) + P(w;,) + ... + P(w;,) .
Viechny séftance na pravé strané jsou rovny % a je

jich pravé k, takze
PA) =k, L = F

n n
Co je v tomto vzorci n a co k? Cislo n je podet viech —
stejné pravdépodobnych — vysledkd, je to podet prvki
mnoziny 2. Cislo k je podet vysledkil piiznivych pro
jev A. Abychom uréili P(4) v pfipadé, kdy je prostor
vysledkt klasicky, nepotfebujeme védét, které vysled-
ky jsou pro jev A priznivé. Staéi zndt, kolik jich je.
Odvodili jsme vétu 9.1.
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Vita 9.1. (Véta o klasickém prostoru.) Je-li pro jev A
priznivijch k z n stejné pravdépodobnijch vysledkir, je

Pd) = =

Véta o klasickém prostoru tvrdi, Ze je-li prostor vy-
sledkti klasicky, k uréeni P(4) staéi znat jen polet
prvki prostoru vysledkiéi a podet prvkd mnoZiny 4.

Ted by prospélo, kdybyste si zopakovali vzorce pro
podet prvku riznych mnozin, které jste probirali v kom-
binatorice.

Piiklad 9.1. V piizemi pstipatrového domu nastupuji do
vytahu t¥i navzdjem cizi lidé. Budeme sledovat, kdo
v kterém patie vystoupi. Odislujme patra i osoby. Az
vytah vyjede nahoru, dostaneme konkrétni vysledek
naseho nahodného pokusu. MiZzeme ho zakdédovat trojici
¢isel z mnoZiny {1, 2, 3, 4, 5}, coZ jsou ¢&isla pater. Trojici
roziifrujeme takto:

i

r— - r - nY

osoba &. 1 osoba &. 2 osoba ¢. 3
vystoupila vystoupila vysloupila
ve 2. patie ve 3. patfe ve 2. palie

Prostor £ je mnoZina vsech trojic prvkd mnoZiny
{1, 2, 3, 4, 5}. Kolik je jich? To snadno spoéteme po-
moci stromu. Pokus md t¥i etapy. Prvni etapa je volba
patra, ve kterém vystoupi osoba &. 1. Je pét moZnosti,
kterym odpovidd pét hran stromu. Druhé etapa je
volba patra, v némZ vystoupi druhd osoba. Opét je
pét moznosti. Z kaZdého uzlu stromu bude vychdzet
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dalsich pét hran. Podobn& to bude pro tieti etapu.
Celkem dostaneme 5.5.5 ¢ili 5° vétvi. Tolik bude i vy-
sledkid. Je to podet tiiprvkovych variaci s opakovinim
z péti prvki. KaZdé patro ma stejnou Sanci, Ze si je
zvoli kterakoliv osoba. Viechny moZné zpisoby, ktery-
mi mohou osoby vystoupit z vytahu, poklidime za
stejné pravdépodobné, kazidému zplsobu pfizndme
stejnou pravdépodobnost. Prostor 2 je klasicky.

UvaZujme nékolik jevia souvisejicich s nasim poku-
sem:

A: Vsichni vystoupf ve 3. patre.

B: Ka¥dy vystoupi v jiném patte.

C: Osoba &. 2 vystoupi ve 3. patfe.
K urteni P(B) potfebujeme znit podet vysledki piizni-
vych pro jev B. Jsou to pravé ty vysledky, které jsou
zakédovany trojicemi s riznymi slozkami (kazdy v ji-
ném patre). Napi. 123 € B, ale 232 ¢ B. Jsou to variace
bez opakovani a je jich 5.4.3. MnoZina (jev) B ma
5.4.3 prvkd, prostor 2 ma 5% prvki. Podle véty o kla-
sickém prostoru je

5.4.3 4.3 12
PB =% =% ~ %

Uloha 9.2. Urdete P(4) a P(C).

Uloha 9.3. Urdete P(4), P(B) a P(C) pomoci simulace
sta opakovani cesty vytahem. Porovnejte vysledky.

Priklad 9.2. Uréime pravdépodobnost pro nastup pani
X a Y do tramvajové soupravy se tfemi vozy. Prostor
vysledki je klasicky a ma 3? &ili 9 prvkd. UvaZujme
jevy z prikladu 5.6. Je
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A = {11, 22, 33} a tedy P(4) =% =_;_ ,
6

B = {12, 18, 21, 23, 31, 32} a tedy P(B) = =%,

C = {22} a tedy P(C) = —Sl) .

Uloha 9.4. a) Urdete pravdépodobnosti

P(pani X nastoupi do vozu ¢&. 1),

P(ani jedna pani nenastoupi do tfetiho vozu).
b) Na stanici pfisla jeité jedna cizf pani Z. Urdete prav-
dépodobnosti

P(v8echny pani nastoupi do téhoZ vozu),

P(kazd4 panf nastoupi do jiného vozu),

P(pani X a Y nastoupi do druhého vozu),

P(ani jedna pani nenastoupi do tfetiho vozu).

Uloha 9.5. Reditel napsal tii dopisy. V tiloze 5.12 jsme
se dovédéli, co s nimi sekretdfka provedla. Uréete prav-
dépodobnost jevi uvedenych ve zminéné iloze (tam
jsme je odhadli opakovanim velkého mnoZstvi pokus).
Porovnejte vysledky.

Uloha 9.6. Dvakrat hodime hraci kostkou a body, které
padly, seéteme. Ozna&me A, jev, Ze dostaneme soudet k.’
Urtete pravdépodobnost P(4;) pro vSechna moZna k.
Pro které k je P(Ai) nejvétsi?

Névod: Vysledky kédujte dvojicemi bodi, které jste
ziskali pfi 1. a 2. hodu. Dostanete prvni z nasledujicich
dvou tabulek. Druhd vznikne z prvni nahrazenim ka%dé
dvojice soudtem.
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potet bodu ziskanych 1. hodem

ng 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
%'§1111213l41516 1|2 3 4 5 6 7
RS | 2]21 22 23 24 25 26 213 4 5 6 7 8
%§3313233343536 3|4 5 6 7 8 9
B-g 4|41 42 43 44 45 46 4]l 5 6 7 8 910
% E| 5|51 52 53 54 55 56 516 7 8 91011
*é 6|61 62 63 64 65 66 6|7 8 9 1011 12

V dloze 9.6 jsme prostor vysledka 2 zobrazili do
mnoziny ¢&isel (kazdému vysledku z 2 jsme prifadili
pfislusny poéet bodi). Takovymto funkecim se budeme
zanedlouho vénovat.

Uloha 9.7. Urdete pravdépodobnost, Ze vyhrajete I. po-
fadi

a) ve sportce,

b) v sazce.

Uloha 9.8. V sérii n vyrobki je jich m vadnych. Vyrob-
ky pfisly do prodejny. Nakup r vyrobki je nahodny
vybér r prvki z urny, kterd obsahuje uvazovanou sérii.
Uréete pravdépodobnost, Ze mezi r zakoupenymi vyrob-
ky bude k vadnych (vada se projevi az pFi uZivéni,
v prodejné ne).

Uloha 9.9. V krabici je 100 droubt a 10 z nich je vad-
nych. Z krabice vytahneme poslepu 10 Sroubl. Urdete
pravdépodobnost, Ze vSechny vytaZené Srouby budou
dobré.
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9.3. GEOMETRICKA PRAVDEPODOBNOST

V tomto odstavci se budeme zabyvat nékterymi neko-
nednymi prostory.

Pifklad 9.3. Na obvod terde rulety je navinut interval
{0,1). Ka¥dému bodu obvodu terée odpovidd pravé
jedno’ redlné &fslo z tohoto intervalu. Pozorujeme-li,
v kterém bodé se zastavi roztoend Sipka rulety, dosta-
neme ¢&islo. Bude to &islo ndhodné vybrané ruletou
a budeme jim kédovat vysledek tohoto nahodného po-
kusu. Je-li ruleta dobra, ma kazdy vysledek stejnou
fanci, stejné jako tomu bylo u rulety & 4. Rozdil je
v tom, Ze ted je vysledkt nekoneéné mnoho, 2 = (0,1).
UvaZujme nésledujici dva jevy souvisejici s nasfm po-

kusem:
A: ruleta vybere &islo vétsi nez -;— .

B: ruleta vybere &islo —;, .

Témto jevim odpovidaji podmnoZiny 4 = [% , 1],

B = {%} prostoru vysledkti. Poméru poétu vysledki

pifznivych pro jev A4 k podtu viech vysledkid bude ted
odpovidat pomér délky mnoZiny A4 k délce celého prosto-
ru. Nase dvahy o klasickém prostoru miZeme zobecnit
nasledujicim zptsobem: Je-li prostor vysledki tsetka
a viechny vysledky jsou stejné mozné, je

délka mnoziny A

(1) P(4) = délka prostoru £2
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Je-li prostor vysledki usetka, jevy budou takové jeji

podmnoziny, které maji délku. MnoZina jevi S bude

mnozZina podmnozZin prostoru £2, které maji délku.
Dostavame odtud

1
2 b

v-4|NJ|'—'

P(d) =

P(B) =0,

i kdyZ B + #. K ¢emu ndm muze jev B poslouzit? Kde
jsme hledali pfiklad takového jevu?

Pfiklad 9.4. Dva rytiii X a Y se maji utkat v souboji.
Utkan{ ma probéhnout v éasovém rozmezf, které oznaéi-
me jako interval ( 0,1). KaZdy rytif si pomoci rulety
(z minulého pifkladu) vybere dobu, kdy se objevi na
urditém misté. Podle dohody nebude jeden na druhého
tekat déle nez &tvrt hodiny. Nahoda muZe tedy zpi-
sobit, Ze se neutkajf, souboj pak bude zrusen. K tomu
dojde, bude-li 8asovy rozdil mezi jejich pifchody na

misto souboje vétsi nez T

Vybér doby prichodu na misto souboje je nahodny
pokus. Pismenem z ozna¢me dobu, kterou si vybral
rytif X, a pismenem y dobu rytife Y. Prostor vysledku
je mnoZina viech dvojic (z,y) takovych, Ze x € (0,1)
a y € (0,1). Kazdé dvojici éisel odpovidd bod roviny.
Prostor vysledku bude tedy podmnozina roviny, a to
¢tverec (obr. 9.1).

Ruleta zaruduje, Ze kady vysledek (kaZdy bod) je
stejné moZny. Prostor vysledki je opét nekoneény a vy-
sledky jsou — podobné jako u klasického prostoru —
stejné moZné. UvaZzujme dva jevy souvisejici s nasfm
soubojem.
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Obr. 9.1. Doba p#ichodu na souboj

A: k souboji dojde,

B: oba rytifi si vyberou tutéz dobu.
Pro jev A jsou pifznivé pravé ty dvojice (z, y), pro néz
e —y| < % . Pro jev B dvojice, v nichZ # = y. Jevu

A odpovida vySrafovany Sestiihelnik, jevu B tse8ka OP
(viz obr. 9.1).

Prostor vysledkd svym charakterem opét pfipomina
klasicky prostor. Pravdépodobnost jevu bude pomér
obsahu jevu k obsahu celého prostoru vysledku.

Je-li prostor vysledkt podmnoZinou roviny, mé-li
obsah a jsou-li viechny vysledky stejné moiné, je

(2) P(4) =

V tomto pripadé budou jevy takové podmnoziny
prostoru 2, které maji obsah. Viechny takovéto pod-
mnoziny vytvoi{ mnozinu jevi S.

Pravdépodobnost definovana vzorci (1) a (2) se nazy-
va geometrickd pravdépodobnost.

obsah mnoZiny A
obsah prostoru 2 °
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Uloha 9.10. Uréete P(4) a P(B) pro jevy A, B z piikla-
du 9.4.

Piiklad 9.5. Pti st¥elbé do terée je prostor vysledki terd.
Je to podmnozina roviny, kterd ma obsah (teré je kruh).
Vysledky vsak v tomto pfipadé nejsou stejné mozné.
Sledujeme-li, jak jsou zdsahy rozloZeny, vidime, Ze
tastéji jsou zasahovany body pobliZ stiedu (vidyt na
stfed mifime). V pfipadé tohoto nekoneéného prostoru
vysledki nelze tedy pravdépodobnost definovat vzor-
cem (2).

Uloha 9.11. Mezi misty 4 a B vzdilenymi 10 km bylo
pferudeno telefonni spojeni. Uréete pravdépodobnost,
Ze misto poruchy je od mista 4 vzdaleno méné nez
500 m.

Uloha 9.12. Pomocf rulety s navinutym intervalem ( 0,1)
vybirame dvé &fsla b, c¢. Urdete pravdépodobnost, Ze

rovnice z2 4+ 2 ]/Ex + ¢ = 0 bude mit feSenf v oboru
redlnych é&isel.

. 9.4. URCOVANI GEOMETRICKYCH
PRAVDEPODOBNOSTI A METODA MONTE CARLO

Na milimetrovém papiru vyznaéme &tverec o strané
10 cm a povaZujme ho za jednotkovy &tverec. Bude zna-
zorniovat prostor vysledkd pro ndhodny vybér dvou
tisel z intervalu (0,1) pomoci rulety. Vybér miZeme si-
mulovat pomoci tabulek nahodnych é&isel. Dvojici ¢&islic
z tabulky budeme chépat jako prvni a druhou é¢fslici
za desetinnou édrkou vybraného é&isla. Napr. dvojici 32
odpovida &islo 0,32: Nahodné é&fslice budeme ¢&fst po
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Obr. 9.2. tverec s néhodnymi body

Stytech. Napt. &tvefici 3206 odpovidé vysledek z prosto-
ru Q — dvojice &sel (0,32; 0,08).

Vezméme nadi tabulku a ¥téme &tvetice éfslic od za-
datku. Prisluéné body zakreslujme do dtverce . Za-
kreslfme-li 200 bodid, bude &tverec poset néhodnymi
body. Jejich celkem rovnomérné rozloZenf potvrzuje
stejné Sance viech bodu (ted jde o body s raciondlnfmi
soaradnicemi). Pro pravdépodobnost P(4) dostdvdme
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(3 P(4) =
. potet zakreslenych bodi, které pa,dly do mnoziny A
= podet viech zakreslenych bodi

Do mnoziny odpovidajicf jevu A z pifkladu 9.4 padlo

87 bodu. Simulaci jsme dostali hodnotu P(4) == 28—(;70 =

= 0,435. V 1loze 9.10 jsme dostali P(4) = 1—2 == 0,4375.
Vidime, %e vysledky se li§f jen nepatrné.

Na obr. 9.2 je ve étverci kromé ndhodnych bodd za-
kresleno né&kolik ttvard. Jsou to trojihelntk 7' =
= AOAB, srdce S a kruh K. Pfedstavme si hru, p#
které se ruletou vybird dvojice &isel z intervalu (0,1).
Padne-li pfisludny bod do srdce 8, vyhravéte s korun.
Jevu, Ze vyhrajete s korun, odpovidd mnoZina 8. Po-
kldddme-li obsah prostoru vysledkd za jednotkovy, je
podle vzorce (2) P(S) = obsah ttvaru S. Na druhé stra-
né pomoci simulace dostdvdme

podet ndhodnych bodd, které padly do 8
celkovy podet nahodnych boda

P(S) =
Vidime, %e tak mtZeme urdovat obsah rovinnych Gtva-
ru obsaZenych v Q:

(4) obsah dtvaru F =

poéet nahodnych bodd, které padly do F
celkovy poéet ndhodnych bodi

A to je podstata mefody Monte O’arlo
Obsah trojihelnfku 7' je roven — . Podle (3) dosta-

neme, %e obsah trojihelnfku 7' je pi"ibliiné . Do
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trojihelnfku 7' totiz padlo 95 bodi. Vidime, %e obé
hodnoty se jen malo lisf.

Obseh kruhu K o poloméru %je roven —i— 7. Metoda
Monte Carlo urduje, %fe obsah kruhu K je ptiblizné

162 , 1 . .
200 — 0,81. Odtud dostdvame = 0,81 neboli

7= 4.0,81 = 3,24, Urédili jsme tak pt#ibliznou hodnotu
¢isla w. Kdybychom méli ndhodnych bodu vice, uréili
bychom ji jeté presndji.

Pro ttvar S dostaneme, Ze jeho obsah je pfibliZné

31
roven 200 0,155.

Na prithlednou f6lii miZeme kreslit rozmanité Gtvary
obsa¥ené v naSem &tverci. PliloZime-li félii na obrazek
se zakreslenymi ndhodnymi body a poditdme piislus-
né body, urdfme pfibliZné obsah obrazctt metodou Monte
Carlo.
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