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2. kapitola

HEADACI STRATEGIE

Borisov nédvod na hladanie stratégie bude potrebné
preverit v praxi. Skisime to s celou sériou novych hier
NIM.

1

2.1. Séria hier NIM I (a,b;k). Doteraz sme vidy da-
vali pravidld jedinej hry. Teraz opfiSeme pravidla pre
celd sériu hier. Dané s dve kopy kametiov: na prvej je
a kameriov, na druhej b kameniov. Hrdé na {ahu si méZe
vybraf jednu z troch moZnosti: zoberie

1. z prvej kopy lubovoIny podet kametiov,

2. z druhej kopy Iubovolny poéet kameriov,

3. z oboch kép zoberie po p kamerioch, pritom p < k.

Priklad partie 11I(5,6;1). (5,6) % (5,3) 5 (4,2) &
— (1,2) & (1,1) 4 (0,0), zvitazila Anitka, lebo ona vzala
posledny kamen.

Priklad partie II1(7,11;4). (7,11) & 4,8) B (4,6) 4
—> (4,4) B (0,0), zvitazil Boris.

Priklad partie 1II(27,16;3). (27,16) % (16,16) &
—5(16,18)4 (10,13)-2 (10,12) 4, (9,11).%, (6,8) 4 (6,7)-Z,
- (6,6) 4 (4,4) 5 (4,3) 4 (2,1) B (1,1) £ (0,0), zvita-
zila Ani¥ka.

2.2. Tabulks — pomoenik. Pustime sa do hladenia
stratégii hier NIM III. Pre zadiatok si zoberieme iba
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jednu z nich, napriklad hru III(5,6;1), ktort sme videli
u? v prvej z troch partii.

Podla Borisovho ndvodu bude potrebné najprv vy-
pisat mnoZinu vietkych moZnych pozicii hry. To sa dé
urobif pomocou prehladnej tabulky (pozri obrazok 1).
Z nej okamzite vidief, %e pozicii je presne 6 x 7 = 42,

06| 1,6 | 2,6 | 3,6 | 4,6 | 5,6
0,6 | 1,6 | 2,56 | 3,6 | 4,6 | 5,6
04 | 1,4 | 24| 34| 44| 54
03| 1,3 23|33 43| 53
02| 1,2 22|82 42| 52
01| 1,1 21|31 41| 51
0,0 [ 1,0 | 2,0 30| 4,0 5,0

- Obr. 1

Tabulku moZno pouzif aj na hladanie stratégie alebo na
zdznam partie. Pritom netreba vSetky policka tabulky
vypisovaf, stadi napisat éisla po okraji tak, ako je uve-
dené na obrazku 2, na ktorom je Sipkami zaznamenany
priebeh partie z prvého prikladu odseku 2.1. Sipky si
troch druhov: 1. sprava nalavo, 2. zhora nadol a 3. 8ikmo
dolava nadol, podla toho, &i berieme 1. z prvej kopy,
2. z druhej kopy, 3. z oboch kép.

Kazd4 sfpka zaéina v poli, ktoré prislicha pozicii, z kto-
rého prislusny tah zaéinal, a konéf v poli, kde fah konéil.
Pritom fahy Anky sii znatené plnou sipkou, fahy Borisa
bodkovanou.

Uloha 2.1. Tabulkovym spbésobom zapiite partiu hry
III(5,6;1): (5,6) 5 (4,5) 5 (2,5) 5 (24) 5 (2,2) 5
—(1,2) & (1,00 4 (0,0).

’
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Uloha 2.2. Na obrizku 3 je tabulkovym spésobom
zaznamenand partia hry ITI(5,6;1). Zapiste tito partiu
obydajne, ako sd pfsané napriklad partie z odseku 2.1.

2.3. Statégia hry III(5,6;1). Spbsob, ktorym budeme
bladat kritické pozicie, méZeme nazvat ,ra%*, lebo

druha
kopa
6 . - - . 6

5 o . . . . S =

L R 4 .

3 . . . . . 3

Obr. 2 Obr. 3

pdjdeme od konca. Cely postup je prehfadne zachyteny
na tabulkédch obrazku 4. Politka kritickych pozicif bude-
me oznadovaf kolieskom O , poli¢ka nekritickych pozicif
kriZikom x a neprebddané politka oznaéime bodkou @ .

Predovietkym vieme, %e politko (0,0) je kritické, lebo
v podmienkach NIM je pravidlo ,kto berie posledny
kamen, vyhrdva‘. Teda kaZdé poliko, z ktorého sa do
kritického politka (0,0) méZeme dostat jedinym fahom,
je nekritické. To si vietky politka dolného riadku,
krajného lavého stlpca a pole (1,1), spolu 12 poli.
Situdcia je zndzornend na obrazku 4a. Vsimnime si teraz
pole (2,1). Akymkolvek fahom sa z tohto pola dostaneme
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iba na pole oznadené x, teda na pole nekritické. Preto
pole (2,1) je kritické. Podobne i pole (1,2). Na tieto dve
polia teda nakreslime O a znadku x dokreslime do kaz-
dého pola, z ktorého sa jedinym fahom dostaneme do
(2,1) & (1,2). Takych poli je 15. Vznikld situdcia je
zobrazené na obrazku 4b. Neprebddanych ostalo uZ iba
12 poli. Z nich Iavé dolné — (3,3) — je zrejme kriticks,
pretoZe z neho sa dé tahat vyludne na nekritické polia.

[ ] Moo o o o X X x . A XX A o . X Xxxxnx
L] A e o o o o M oNX . X M XN .. XM XK OX
'y X e s o o e XX x . XX XX K. X X XN XO
3 X e o o o = L 3 B | . X X X0 X X X ¥ X OZxXX
2 M. e e ® O X XXX X o X XXX AOxx XX
1 L 30 Y X xXxOoxx X XXONXK X X OX XK
0 OoX xxXxx O X M X XX O X x x XX O X N XXX

012345 012345 012345 012345

Obr. 4a Obr. 4b Obr. 4c Obr. 44

Nakreslime teda do pola (3,3) znadku O, a do dalifch
Siestich pol, z ktorych sa do (3,3) moZno dostat jedinym
fahom, napfSeme znadku x . Zfskame situdciu z obriazku
4c. Koneéne vidime, Ze polia (5,4) a (4,5) st obe kritické
a ostdvajlce tri polia potom nekritické. Tak sme zfskali
vyslednd tabulku 4d, ktord pomenujeme tabulkou stra-
tégie hry NIMI I1(5,6;1).

Pomocou tabulky 4d Iahko vyhrdme (ak budeme hrat
zadinajiceho hréda) kazdd partiu. V prvom fahu zahra-
me bud na (5,4), alebo na (4,5). Potom v kaZdom dalSom
tahu zahrame tak, aby nas tah konéil v poli¢ku oznade-
nom kolieskom O, teda v kritickej pozicii.

— To je skvelé, potesila sa objavu Anka, a dodala —
teraz mam dojem, Ze takouto tabulkovou metédou bu-
dem vedief néjst stratégiu kazdej hry NIM.

——— , 17



— Viete &o, skiiste nam dat nejaké tlohy, aby sme si
tento novy objav preverili vlastnymi silami — poZiadal
Boris.

— Predo nie, siihlasi autor.

Uloha 2.3. Néjdite vitazny tah v hre I11(5,6;1) v po-
zicii a) (2,6), b) (5,5), ¢) (2,3).

Uloha 2.4. Nakreslite tabulku stratégie hry IT11(9,7;1)
a napiste prvy tah partie (samozrejme, %e ten vyhrava-
jacil).

Uloha 2.5. Anidka tvrdi, %e v partii hry I11(9,7;1) zvi-
tazi najpozdejSie za 10 fahov. Boris tvrdi, Ze vydrii
vzdorovat 10 fahov a prehrd najskér aZ jedendstym
fahom. Kto mé pravdu?

Uloha 2.6. Nakreslite tabulku stratégie hry IT1(5,6;2).

Uloha 2.7. Nakreslite tabulku stratégie hry I11(9,7;2).

Uloha 2.8. Kolko (minimélne) fahov potrebuje Anitka
k tomu, aby v hre III(9,7;2) porazila vzdorovitého
Borisa, ktory oddialuje svoj koniec, ako sa len d4. '

Uloha 2.9. Nakreslite tabulku stratégie hry
a) II1(3,3;3), b) II1(3,5;3), ¢) II1(6,5;3), d) III(9,9;3),
e) I11(14,14;3).

Uloha 2.10. Vypiste vietky vifazné fahy v hre
111(14,14;3) v pozicii a) (5,8), b) (5,6), ¢) (10,13), d)
(14,12).

Uloha 2.11. Nakreslite tabufku stratégie hry III(20,
20;4).

Uloha 2.12. Nakreslite tabulku stratégie hry III(20,
15; o0).

2.4. Stratégia velkych hier. Boris vyriesil vietky vilohy
a prisiel za Ankou predviest svoju mu#skd dokonalost.

Boris: Anitka, povedz si hociktord hru NIM a ja ju
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vyhrém aj proti poéitadu, ak mi oviem nedas zadat
v kritickej pozicii.

Anka: Tak ma skiis nabit v hre I11(611,612;2).

B: Momentik, chvilodku strpenia, len ¢o si vyrobim
tabulku stratégie.

A: Kolko hodin chce§ malovat na stvoréekovych
plachtéch obdl#nik 611 x 6127

o
n x 0 X
10 XA X O
9 o X x
8 P
7 ¥ xo
L] 0 x X
5 X 0 x
4 ¥ X0
3 o M x
2 Ix ox %lolx
1 {xxo Xlxlo
0 o x x ojx|x
01 2|3 45|67 8|910n
Obr. 5 Obr. 6

B: (sklamane) Ty si ale protiva!

A: Nemal si sa vystatovat!

B: Moment! Ja to predsa skisim! Boris po chvili
ukézal Anke obrazok 5.

B: Nepotrebujem velky obdl#nik. U% z tohoto vidim,
%e kolieska st rozmiestnené len pozdlZ diagonily. Vyro-
bim si takito tapetu (obrdzok 6) a Zeniem ju hore diago-
nélou, ako bada ovce hore grifiom!

6 A: No dobre, tak mi povedz prvy fah v partii ITI(611,
12;2)!
B: Strpenie, hned to bude.
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Boris po chvili poéftania vyrobil tento papierik:

diagondla (0,0), (3,3), (6,6), ... t.j. (3n, 3n) "

pod diagonélou (2,1), (5,4), (8,7), ... t.J. (3n + 2, 3n + 1)
nad diagondlou (1,2), (4,5), (7,8), ... t.J. (3n + 1, 3n + 2)
611 = 3.203 + 2, 612 = 3.204

B: Aha! U% to viem! Méj prvy fah je (611,612) —
— (611,610), teda beriem z druhej kopy dva kamene
a ty si v kritickej pozicii!

A: Dokaz!

B: Ved to mas tu pred nosom. Pozri 611 = 3.203 4}
+ 2,610 = 3.203 + 1.

A: Ano, to sthlasi. ,

B: PodIa tohoto riadku (Boris ukdzal na druhy riadok
listka, oznadeného na zadiatku ,,pod diagonédlou) dvo-
jica (611,610) sem patri, lebo je presne tohoto tvaru,
ak za 7 polozi§ 203. Teda je kriticka.

A: (uznanlivo) To sa ti podarilo!

B: A nielen to, teraz uZ lahko napfSem stratégiu pre
hociktord hru NIM typu III(a,b;2).

A: Ty pfs stratégiu a miia tieZ nieéo napadlo, len si to
potrebujem preverit.

Chvilu bolo ticho, obaja poéitali, pisali. Potom skoro
stidasne zvolali ,,hotovo‘* a vymenili si vysledky svojej
préce. Boris napisal stratégiu hry a Anka nagla elegantny
zapis mnoZiny kritickych pozicii. Autor obidve myslien-
ky trochu kozmeticky upravil aponika ich &itatelovi.

Stratégia hry 111(a,b;2). Som na fahu v pozicii (p.q),
priom p < ¢q. Vypoditam si najprv &slo ¢+ = zv(p : 3)
a potom idem do pozicie, ktord je opfsand v prislusnom
okienku tabulky
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1=20 | t=1 I t=2

p=g | prehrém |(p—Lp—1p—2,0—2

p+1l=gq prehrém
(p. p) ——(p—1)
pt+l<yg (Pp+1)

Symbolom zv(p : 3) oznadujeme zvysok pri delenf p : 3.
Mnofina kritickijch pozécit hry IIl(a,b;2). Oznadme
tito mnoZinu K. Potom

(pp)e Ko |p—q|<2azv[(p+9):3]1=0.

Podmienka zv[(p + ¢) : 3] = 0 hovori, %e &fslo p + ¢
sa d4 delit &islom 3 bez zvysku.

Uloha 2.13. Pre ka¥dd z nasledujicich pozicii hry
II1(a,b;2) zistite podla Ankinho kritéria, &i je kriticka.
Pre nekritické pozicie nijdite podla Borisovho navodu
vitazny tah: (35,35), (37, 35) (52 50), (111,121), (454, 545)
(759, 760) (760,759), (1984,1985).

Uloha 2.14. Néjdite stratégiu hry I11(611,612;1).

2.5. Funguje figel s tapetou pre kaXdy NIM-III? Figel
s tapetou, ktory tak béje&ne pomohl rozriesif hfadanie
stratégie NIM III(,*;2), by sa mohol vyskdSat aj
v inych pripadoch. Boris navrhol skisif NIM ITI(*,*;3).
Anka sdhlasila. Zadali kaZdy osobitne pre uvedeni hru
NIM kreslit tabulku stratégie. Pricu konéili — vysledky
si porovnali a boli rovnaké. Anka celi tabulku pekne
prekreslila a vznikol obrazok 7.

Po chvili tichého pozerania na obrdzok 7 Boris ukazal
na trojicu bodiek (jednoduché sipka) a povedal, Ze tdto
sa uZ neopakuje.
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Anka: MoZno sme urobili tabulku kriatku, moZno, Ze
k opakovaniu déjde aZ od 25 &i tridsiatky.

Boris: Nemyslim. Pozri sem! Porovnaj tieto dve
miesta (ukdzal na miesta oznadené dvojsipkou)! Tieto
gt rovnaké, tie sa budi opakovat.

A: M4S pravdu. Ked to takto vyznaéime (nakreslila
do obrizku 7 pér diar, takZe vznikol obridzok 8), vidime
veci jasne.

B: Znova sa tu periodicky opakuje ,,tapeta‘, ale tdto
nezadina na kraji. Najprv treba odstrihnat akisi ,,pred-
tapetu* — od (0,0) po (5,5) — a potom uZ ide zdkladnd
,tapeta‘ (6,6) — (13,13), ktord sa bude periodicky
opakovat.

A: Teda aj aritmeticky zapis mnoZiny vSetkych kritic-
kych pozicif méZeme u% teraz urobif Inhko. Nepodari sa
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mi najst sice tak elegantny zdpis, ako pri NIM ITI(x,*;2),
ale ani tento zdpis nebude velmi zly.

B: Vies &o, netreba vypisovat vietky kritické pozicie.
Ked napises napriklad (3,5), netreba pisat aj (5,3).

A: Dobre, budeme teda pisat iba tie kritické pozicie
(p,9), pre ktoré je p < q. Potom mnoZina K vietkych
kritickych pozicii (p,q); p < ¢ hry III(»,%;3) je dand
v tomto zozname:

(0’0)’ (1,2), (3v5)1 (4v4) —Z ,,predta,pety“

(6 + 8n, 7 + 8n), (8(n + 1), 8(n + 1)), (9 + 8n, 11 4 8n)
(10 + 8n, 13 + 8n), (12 + 8n, 12 + 8n)
— Z n-tého
opakovania
z4kl. , tapety**

]
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B: Aj tento zipis je eSte pridlhy. Stadilo by to snad
pisat takto (ani tie ,,tapety’ nebudeme ui divat do
ivodzoviek):

(O!O), (1,2)1 (3$5)9 (414) predtapeta.

(6,7), (8,8), (9,11)
(10,13), (12,12)

},+ perioda 8 dalsie tapety

A: Dobre, méZ%eme to tak zapisat, ale nevieme, &o to
tvoje ,,+ perioda 8 znadf.

Uloha 2.15. Naértnite tabulku stratégie NIM ITI
(*,*;4) a Borisovym spdsobom zapifte mnoZinu viet-
kych kritickych pozicif hry.

Uloha 2.16. Na ziklade vysledkov tlohy 2.15 napiste
prvy fah hrada v hre a) ITI(87,101;4), b) I111(211,196;4),
c) ITI(321,322;4).

Uloha 2.17. Nadrtnite tabulku stratégie hry NIM
IIT (*,*;5) a Borisovym spdsobom zapiite mnoZinu vSet-
kych kritickych pozicif hry.

Anka s Borisom zvlidli este stratégiu daliich dvoch
hier NIM: III(*,*;6) a III(*,»;7). Bolo to ale dlhé poé&i-
tanie, preto ani Gitatela prfli§ nenttime do poslednych
dloh tohoto odseku. Ak si vSak &itatel verf, ak vie pe-
dantne a presne riesit, tak k vysledku urdite déjde.

Uloha 2.18. Nadrtnite tabulku stratégie pre NIM
III(*,;6).

oha 2.19. Nadrtnite tabulku stratégie pre NIM
ITI(*,%;7).
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2.6. Problém. Ulohy, ktoré sme naposledy riesili, boli
uZ dost zloZité, no neboli problémové. Vedeli sme, ako
na ne. Stadilo mat dostatoéne velky kus stvoréekového
papiera, trofku &as a trpezlivost. Zivot nie vidy byva
tak jednoduchy. Neraz nds postavi pred tak pomotand
situdciu, Ze nielen nevidime spésob jej rieSenia, ale
pravdu povediac, nevieme ani, ako sa do toho pustif.
Vtedy hovorime o problémovej situdcii. Takou je na-
priklad pre Borisa snaha udrZat svoje veci v poriadku.

Problémy maji v Zivote aj pozitivnu funkciu. Uéia
a nitia Gloveka rozmyslaf. Ak sa potom &loveku po
dlhom a namahavom usili nakoniec predsa podarf pro-
blémom Lkisok pohniif, zaleje tdspesného rieditela ne-
vyslovné vlna radosti a nadSenia. No a k v6li tomu sa
uz kaZdému oplati bojovat nerovny boj v problémami.

Stratégie hier III(%,*;1), ITI(*,#;2), TII(*,*;3),...
boli iba dlohy. Je pravda, %e &oraz dlhdie a naméhavej-
Sie, ale stdle iba 1lohy. Nadi priatelia poznali spésob,
ako na to: kreslili obrdzok tak dlho, pokial nedoslo ku
opakovaniu vzorky, nasli predtapetu a zékladni tapetu,
¢im boli hotovi. No celkom odli$na je situdcia s NIM
III(%,%;0). Ked Anka s Borisom nakreslili obrizok 9,
divali sa nafi chvilu bezradne. Prvy prehovoril Boris.

Boris: Dve veci st jasné: obrazok, rovnako ako vietky
predchédzajice, je simerny vzhladom na diagondlu, a %e
na rozdiel od vietkych predchddzajicich obrazkov nikdy
nenéjdeme ani opakovanie, ani predtapetu, ani zékladni
tapetu.

Anka: To je pravda, ale ja v tom nevidim Ziadnu chy-
bu. Co vlastne hladime? Hlad4me stratégiu hry NIM
IT1(a,b; o). Vieme, ako nakreslit tabulku kritickych po-
zfcif? Vieme. Preto vieme aj ndvod na vyhru. Pozndme
stratégiu! '
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B: Ciastoéne mé# pravdu. Ale predsa je len nada zna-
lost stratégie III(+,#;c0) slab&ia, ako bola napriklad
stratégia hry ITI(»,» 3) Tu sme vedeli pomerne rychlo
vypoditat, & je napriklad pozfcia (1711,2836) kritickd
alebo nekritickd. Toto pri NIM III(x,;c0) nevieme.
Nevieme ju poditaf, vieme ju iba kreslit, o vyZaduje
mnoho dasu. Pre tie isla, o som uviedol, by sme tabulku
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kreslili asi hodinu a boli by sme v pochybnosti, ¢i sme
niekde neurobili chybu.

A: Ak ti teda dobre rozumiem, Boris, chce§ ndjst
nejaky podtirsky vzorec, pomocou ktorého by si mohol
pre IubovoIni dvojicu prirodzenych é&fsel (a,b) uréit dve
veci pre NIM (%,%;00):

a) éi je to kritickd pozicia,

b) ak to nie je kritickd pozicia, aky je vifazny tah.

B: Presne to by som chcel!

A: Tak to podme hladat! Skisme najprv obriazok 9
prepisat do tabulky.

2.7. Tabul'ka &isel = prvi mySslienka. Podla Ankinho
navrhu zapisali obrézok &. 9 vo forme tabulky. Pretoze
tabulka je simernd podla diagondly, rozhodli sa pisat
iba siiradnice bodov nad diagonélou a bod (0,0). Tabulka
vyzerala takto
z 01 3 4 6 8 9 11 12 14 16 17 19 21

y 0 2 5 7 10 13 156 18 20 23 26 28 31 34
Tab. 1

Uloha 2.20. Divajte sa na tabulku a hladajte v nej
zdkonitosti.

Riegenie tejto itlohy nenajdete vzadu medzi rie§enia-
mi, ale v nasledujicom rozhovore.

Anka: V hornom riadku &fsla pribidaji po jednotke
¢i po dvojke. V spodnom riadku po dvoch &i po troch.

Boris: Ziadne &slo sa nevyskytne aj v hornom, aj
v dolnom riadku — okrem nuly.

A: Skutodne: 1 — hore, 2 — dole, 3 a 4 — hore,
5 — dole, 6 — hore, 7 — dole,"8 a 9 — hore. Vies, Ze
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X713

rozdiel oboch riadkov (,,dolny‘‘ — ,,horny
nost 0,1, 2,38, ...7
B: éo hovori§? Tomu nerozumiem.

) je postup-

Anka zadala Borisovi vysvetlovat svoju poslednit
myslienku. Zo zadiatku bolo vysvetlovanie trochu zmaé-
tené, no postupne sa vyjasiiovalo. Cim viac Anka vy-
svetlovala, tym zrejmejsie sa jej samej veci ukazovali.
Nakoniec zvolala: Hura, ved je to jednoduché! Pozri,
Boris, ja uZ viem tabulku 1 pokradovat bez toho, Ze by
som kreslila obrézok.

2.8. Nivod na vyrobu tabulky &isel. Najprv si k tabulke
dopifeme edte prvy riadok ,n; v flom idd prirodzené
n 0123 4 56 6 7 8 91011 12 13 14 15
z, 10134 6 8 911 12 14 16 17 19 21
Yn | 0257 10 13 15 18 20 23 26 28 31 34
Tab. 2

¢isla od nuly za radou 0, 1, 2, 3,... Teraz si viimnime,
%e pre kazdé n platf

(1) Yn = Tn + 0.
Skutodne

Yo =% + 0 (Y = 0,2y = 0),
hh=2 +1 (th =2,2 =1),
Yo =%, + 2 (yo = 6, z, = 3) atd.

Koneéne pouZijeme tvoju myslienku, Ze
(ii) Ka?dé vprirodzené ¢islo sa v riadku ,,z,“ alebo
v riadku ,,y,‘ vyskytne prdve raz.
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Zatial posledny stipec v tabulke je: n = 13, &, = 21,

= 34. Chcem najst z,,. Vyhladim najmensie pri-
rodzené &fslo, ktoré sa doteraz v riadkoch ,,z,“ a , .,
nevyskytlo. Je to éislo 22. Preto z,, = 22 a teda y,;, =
=, + 14 = 22 4 14 = 36.

Checem néjst z;;. Vyhladém najmensie prirodzené
dislo, ktoré sa doteraz v riadkoch ,,z, a ,,9,*° nevyskytlo.
Je to &fslo 24. Preto z,; = 24 a teda y,; = 2,5 + 16 =
= 24 4 15 = 39.

Uloha 2.21. Napfite tabulku kritickych pozfci{ NIM
ITI(#,*; ) a% do » = 33 (rieSenie je tu v texte).

Névod na negrafické vyhotovenie tabulky kritickych
pozicii je uZ istym pokrokom, no otézky a), b) z odseku
2.6 neriesi. To by vyZadovalo néjst predpis, ako priamo
ku &fslu n napfsat obidve stiradnice z, a y,. Ako dany
predpis ndjst? Bude treba zrejme velmi dékladne po-
prezerat tabulku, ku ktorej sme dosli.

n (0123 4 5 6 7 8 9101112131415161718
z, 10134 6 8 9111214161719 21 22 24 25 27 29
Y, |0257101315 18 20 23 26 28 31 34 36 39 41 44 47
n 19 20 21 22 23 24 25' 26 27 28 29 30 31 32 33
z, | 30 32 33 35 37 38 40 42 43 45 46 48 50 51 53
Y, | 49 B2 54 57 60 62 65 68 70 73 756 78 81 83 86

Tab. 3

2.9. Grafy = druhi myZlienka. Tabulka je kopa &fsel.
Tabulka nie je dost prehladnéd. Tabulku treba sprehlad-
nit — treba nakreslif nejaké grafy. Z nich sa snad nieéo
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vytaZi. Na obrazku &. 10 vidiet graf funkcie z,. Bodky
stipaji dost strmo nahor, no stile sa motaji okolo
akejsi priamky. Vedeli by sme td priamku nakreslit?
Vedeli by sme nakreslif aj iné vyznamnejsie grafy cha-
rakterizujice tabulku?

n

012345678 "

Obr. 10

Uloha 2.22. Nakreslite graf funkcie z, a pokiste sa
najst priamku, ktord ,,do najlepsSie aproximuje stipa-
nie grafu.

Uloha 2.23. Nakreslite graf funkcie %, = z,—n (bu-
de pomalsie stipat). Aj tu ndjdite aproximujicu priam-
ku.

Uloha 2.24. Nakreslite graf funkcie v, = y, — 2n.

Uloha 2.25, Nakreslite graf funkcie f, = —= .

Uloha 2.26. Nakreslite graf funkcie g, = Z" .

n

E Poriadne sa zamyslite nad vysledkami dloh. Pokiste
sa vypozorovaf z chovan{ funkeif 2,, %, v», fu 8 g, nejaké
zékonitosti. Ak uZ nebudete vediet ako dalej, preéitajte
si nasledujicu ilohu.
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Uloha 2.27. Z grafu funkcie f, vidiet, Ze hodnota f,
= 1,6 sa opakuje dost pravidelne: f, = Jro = Jrs = Jao
= fs = 1,8. Zistite, &i toto plati dalej, t. j. & f3o = f55 =

f « = 1,6 pre vietky prirodzené &sla k.
lj]oha 2,98, Podobne zistite, &i platf g5 = g0 = 15 =
= s = 1,625 pre vsetky prirodzené &isla k.
ﬁloha 2.29, Ked pozname hodnotu funkeie f,, vieme
vypotitat hodnotu funkecie g,? TieZz naopak, vieme vy-
poditat hodnotu funkcie f,, ak pozname hodnotu funkcie

gnt

Zistili sme, %e odhad s pravidelnym opakovanim neja-
kej hodnoty nevysiel, no pozndme vzfah medzi funkcia-
mi f, a g,. Ak pozndme jednu z nich, vieme vypoditat
druht. Skisme este oba grafy tychto funkecif nakreslit
na jediny papier. Zaujima nas, ako bude vyzerat ,,asymp-
totické chovanie sa funkeif*, t. j. ako budd vyzerat ich
grafy pre velké n. K tomu ovSem najprv potrebujeme
tie ,,velké n* vypoditat tabulkovym spésobom.

Uloha 2.30. Vypotitajte hodnoty funkeif f, a g, pre
n =171, 72, 73, ..., 100. Zostrojte na jednom obrizku
grafy oboch funkcii pre 71 < n < 100. Skiste na zdkla-
de tohto obridzku odhadnif, ako pdjdu grafy funkeif
Ja a g, dalej, pre n — oo.

2.10. Hranica = tretia myslienka. Porovnajme grafy
funkeif f, a ¢, na obrazkoch 12, 13 a 14 z kapitoly 6. Vi-
dime dve veci:

(iii) pre kaZdé n je f, < ¢a

(iv) obe funkcie ,,pulzuji‘‘ — dost rytmicky sa siidasne
priblizuji a oddaluji od istej hranice — ozna&me
ju k. Najtesnejsie sa ku hranici % pribliZili v hod-
note n = 89.
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Boris: Ak si obidva tieto dohady sprivne, tak hra-
nina hodnota A leZf medzi f;, a gg, t- j-

144

(V) foo = 89 = 1,6178775 < h < 1,6180656 =
L 233
- 144 = Jso -

Anka: To by sme mali &fslo 2 uréené s presnosfou..,
(a zadala poéitat): 1,6180556 — 1,6178775 = 0,000178,
Teda

(vi) h = 1,6179665 - 0,000089 .
B: Co mysli§, Anka, mohli by sme tto hranicu % este
dalej spresnif?

A: Myslim, %e mohli, ale napod&itali by sme sa. Nik
nevie, po kolkych krokoch sa obe funkcie f, a g, zase
k sebe tak velmi pribliZia. Neverim, Ze to bude prili§
skoro.

B: Mohli by sme skisif hladat tie najvidésie pribliZenia
hned od zadiatku. Sndd bude v tom nejakd zdkonitost.

A: Aké — najvilsie pribliZzenia? Ved to je jediné —
to mime, je to n = 89.

B: Nerozumies mi. Pozri, za¢neme od zadiatku, od
nuly, alebo od n = 1. Pre toto ¢&islo je f; =1, ¢, = 2,

. 5

tedag, —fi=1.Pren=2jegy—for=— — — = —
do ]e menej, ako bola 1. Dalej pre n = 3 jo g, —f; =

1
= T o e %o ]e viac, ako bola,%— Dalej pre
6

n=4jeg,—f = —-—4—=—6-,éojetoistéa.koper



n=2. Dalej pre n =5 je gﬁ—fs—T_F=E

¢o je hodne menej ako %

A: Aha! U% ti rozumiem. Chce8 ndjst v postupnosti
1, 2, 3,... tie &isla n, pre ktoré vyraz g, — f, bude menséf,
ako pre ktorikolvek z predchddzajicich hodnét.

B: Presne tak. Sktisme to najst. MoZno niedo objavime.

Uloha 2.31. Skiste to najst aj vy; urtite objavite velmi
véZnu vec! Ked priatelia uvideli vysledok svojej prace,
tabulku z riefenia dlohy 2.31, vedeli predpovedat, pre
ktoré najblizSie n (po » = 89) sa grafy f, a g, pribliZia
ete tesnejSie. A nielen to. Spekulantskou tivahou vy-
poditali prislusné f, a g, bez toho, %e by sa trapili vypiso-
vanfm dlhej tabulky. '

Uloha 2.32. Uréte najmensie prirodzené n > 89, pre
ktoré bude gn ——fn < m—

n &slo g, — f,. Ako hlavny vysledok tu bola mo¥né este
presnejsia hrani¢nd hodnota

(viii) h = 1,6180314 -+ 0,0000057 .

2.11. Limita = Etvrtd my#lienka. Vzorec (viii) ddva uZ
hraniént hodnotu 4 s velkou presnosfou, ale stéle neddva
tito hodnotu presne. Je moZné uréit hodnotu % presne?

. Vypoditajte pre toto

Anka: Uplne presne by sme k urtili vtedy, ak by sme
vedeli vypodéitat f, a g, pre n = co.

Boris: No, ako uréi§ niedo v nekoneénu? To sa predsa
neda.

A: Ja vBak verim, Ze také h existuje! Urdite existuje!
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B: V nekoneénom n by si podla (vii) mala g, — f, =
1 1

oty | ®© 0.
A: Je to troska odviZne, do tu poditas, ale myslim,
Ze v podstate spravne. Spravne! Vykrikla Anka a zadala

potitat, aZz vypoditala presni hodnotu A.

Uloha 2.33. Vypotitajte presnt hodnotu A.

2.12. Vzorec — piata a poslednd mySlienka. Vifazne
hladeli priatelia na pokorené &islo k. Teraz, ked boli veci
jasné, nezdalo sa ani to zdoldvanie tak vyderpavajiice.
Pocit vifazstva blaZil. Bolo treba u% len dopoéitat, ako
z &sla h urtit funkeie z, a y,. K tomu viedla tdto Gvaha
(6itatel sa méZe pokisif o samostatné rieSenie): PretoZe &

je limitnd hodnota pre -%"— , bude é&islo «, blizko &fsla % .n.

Zistime tato zdvislost tabulkou:

n 1 2 | 3 4 5 6 7
hn | 1,618 3,236 | 4,864 | 6,472 | 8,090 | 9,708 | 11,326
z, 1 3 4 6 8 9 11

Z tabulky vidiet, Ze &islo z, je najblizie niZsie celé &fslo
ku é&fslu h.n. V matematike midme na tito funkciu oso-

bitny symbol a pomenovanie.
Symbolika. Nech a je lubovoIné redlne &fslo. Potom

existuje prave jedno celé &islo b také, Ze
b=a <b+1.
Cislo b nazyvame celd dast &isla a a oznadujeme ho b =

= [a].
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Priklady. [1,7] = 1, [?] —3, [x]=3, [6]=6,

[—1,1] = —2, [|2]=—2, [J3—V2]=0atd
Vysledok pozorovania tabulky méZeme teraz zapfisat
vzorcom -
(x) z, = [h.n] pre vietky =.

Uloha 2.34. Nijdite reélne islo 7, pre ktoré platf y, =

= [r.n], pre vietky n.
"~ Uloha 2.35. Napiste stratégiu hry NIM III(a,b; o).

2.13. Stratégia hry NIM III (a, b; ). Najprv popiseme
stratégiu hry ako ndvod. Potom v dalSom odseku podé-
me dékazy tvrdenf, ktoré teraz vyslovime a pouZijeme.

Nech je teda dand pozicia (p,q), » = ¢. VSimneme si
¢isla p. Najprv zistime, & méZeme ¢islo p pisat v tvare
[nR], alebo v tvare [nh?], kde n € N. Plati:

Lema 1. Nech je dané prirodzené &islo p. Potom toto
tslo je mokné pisat prdve jednyym zo spbsobov

Lp= [nh],kdeneN[tj h<n—[p+l]]

IL. p = [nh?], kde n e N,[t.j.ﬁ<n=[1’+l])

Ka%di z moZnosti rozoberieme osobitne:
= [nh] rozliujeme 3 pripady
a) ¢ = [nh?] — pozicia (p,q) je kritickd, a preto hréé
na tahu nemd vyhrivajici fah,
b) ¢ > [nh?] — zahréme (p,q) — (p,[nh?]), -
¢) ¢ < [nh*] — zahrdme (p,g) > (p—1, ¢ —1), kde
t =p—[hg—p)]
IL p = [nh?*] — zahrdme (p,q) — (p, [nR]).



2.14. Dokazy tvrdenf z 2.13. Okrem lemy 1 treba do-
kazaf dalSie tvrdenia, pouZité'v odseku 2.13:

Lema 2. Ak je p=[nh] < q < [nh?], tak t =p—
—[g—2p)] > 0ag—1t = [(g—p)].

Lema 3. Ak je p = [nh] a ¢ = [nh?], tak 4tadna z po-

zteit (p —1t,9), (p.g —1t), (p—1t, q—1t) pre te N nie je
kritickd.

Dékaz lemy 1 sa skladd z dvoch &dasti:

A. Cislo p € N nie je mo¥né vyjadrif sidasne aj v tvare
[nh], aj v tvare [mh?], n, m € N. Toto dokdZeme sporom.
Nech teda p = [nkh] = [mh?], potom

nh—l<p<nh©n—l<£—<n,
h h
Bt —1 b2 L A
mh?—1<p < mhtesm——g < g <m,
. , 1 1
séitame a zoberieme do Wivahy rovnost > + 5= 1;

ziskame
n+tm—l<p<nt+m,

o je spor, lebo celé éisla n» + m —1 a n + m ida bez-
prostredne po sebe, a niet teda medzi nimi miesta pre
celé ¢&islo p.

B. Cislo p € N mozno vyjadrit bud v tvare [nh)], alebo
v tvare [mh?], n, me N. Aj toto dokiZeme sporom.
Predpokladéme, %e p nie je moZné vyjadrit ani v tvare
[zh], ani v tvare [mkh?], t. j. [RR] < P < [(n + 1) A]
a [mh?] < p < [(m + 1) A?].
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Podobne ako v predchddzajicom pripade je

nh<p<(n+l)h—1®n<%<n+1_%’
mit<p<(m+1)2—1oam<4s 5 <m+1—-712_’

séitame a ziskame
mi+n<p<nt+m4l,
o je spor. Dékaz lemy 1 je ukonéeny.

Dékaz lemy 2 sa sklada tieZ z 2 &asti:

A p—[Mg—p)] > 0. Podla predpokladu je ¢ <
< [#*n] < h[hn] = hp => g < W*p = (b + 1) p =>
=hg—p)<p= [h(q—p)] ,< p-

B.g—t=[rg—p)] t j. ¢—p+[Mg—p)]=

= Th(g — p)).

Posledné. rovnosﬁ je désledok rovnosti Ve N: n +

+ [kn] = [A*n], ktord je vlastne novou formou rovnosti
(i). O &isle b vieme, %Ze k%2 = h + 1. Potom [h*n] =
=[(h + 1) n] = [bn + n] = [In] + =.

Dékaz lemy 3 uZ vlastne vyplyva z predchidzajicich
dékazov. Je zrejmé, Ze ak (p,q;) a (p,g;) 84 obidve sii-
dasne kritické, tak nutne ¢, = ¢,. Z lemy 1 vyplyva
podobna vlastnost aj pre dvojice (p,,q) & (P..q). Ostava
nam este ukizat, %e ak (p,q) je kritickd pozicia a t > 0
prirodzené, tak (p —¢t, ¢ —1t) nie je kritickd pozicia.
Predpokladajme, Ze obidve dvojice st kritické. Potom
existuji n, me N také, %e p = [nh], ¢ = [nh] + n,
p—1t = [mh], ¢ —t = [mh] 4+ m. Rozdiel prvych dvoch
rovnosti je g — p = n a rozdiel druhych dvoch rovnosti
je ¢g— p = m, 8o znamend, e n =m, t. j. t =0, a to
je spor.
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