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2. kapitola

NEKTERE ANALOGICKE
MNOZINY BODU
V ROVINE A VY PROSTORU

DokaZeme-li 0 mnozZiné bodu G, Ze kaZdy jeji bod
mé vlastnost ¥°, dokdzali jsme, Ze G je m. b., které maji
vlastnost ¥”. Cheeme-li dokdzat, Ze G je mnoZinou viech
bodi (m. v.b.), které maji vlastnost ¥~, musime jesté
dokdzat, Ze kazdy bod, ktery ma vlastnost ¥°, patii do
mnoZiny G.

Viimnéme si nynf nékterych m. b. v prostoru v sou-
vislosti s pifsluSnymi m. b. v roviné a ukaZme postup
vySetfovani nejd¥fve na nejjednodussim piikladé.

1. Vime, Ze v roving plat{ v&ta: M. v. b., které majf
od danych dvou riznych bodd 4, B vzdalenosti sobé
rovné, je osa usetky AB.

V prostoru m. v. b., které majt od dangch dvou riznijch
bod#t A, B sobé rovné vzddlenosti, je rovina o kolmd
k primce AB a prochdzejict stiedem vseCky AB, tj. rovina
soumérnosti bodu A, B.

Dikaz. Necht o uréitém bodu X v prostoru, ktery
nelei{ na ptimce AB, plati vztah |AX| = | BX|. Potom
body A4, B, X uréujf rovinu p. V této roving, jak vite,
nalezi bod X p¥{mce o, kterd je osou tuselky AB, a obra-
cené, kazdy dalsi bod Y zvoleny na pfimce o mé od
danych bodd A, B vzdélenosti sobé rovné. Tuto vlast-
nost mizeme pro body Y dokézat ze shodnych pravo-
dhlyeh trojihelnfkd AAYS =~ ABYS, kde bod § =
= AB.o je stfed tselky AB. V trojihelnicich AAYS,
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ABYS totiz plati <ASY = <BSY, |AS| = |BS|.
Bod 8§ ma oviiem také dokazovanou vlastnost. P¥imka o
je tedy v roviné ¢ m. v.b., které maji od bodd 4, B
sobé& rovné vzdilenosti.

MizZeme vSak v kazdé roviné g proloZené pffmkou 4B
(tyto roviny tvofi tzv. svazek rovin) uréit pfimku o, osu

Obr. 1

usetky AB (obr. 1). Viechny takto obdriené pfimky o
vypliji, jak znamo, rovinu ¢ kolmou k 4B, prochazeji-
ci sttedem tsedky 4B. O bodech roviny o (tj. o bodech
piimek o) jsme tak dokazali, Ze maji od bodta 4, B vzda-
lenosti sob& rovné a zZe také obracené, ma-li néktery bod
stejné velké vzdalenosti od bodu 4, B, tak lezi v roviné o.
Tim je dokazdno, Ze rovina ¢ je hledanou prostorovou
m.v.b.

VSimnéme si, Ze vSechny piimky o vypliujici rovi-



nu ¢ vzniknou z jedné z nich otddenim kolem pfimky 4B
jakoZto osy rotace, tedy uréitym shodnym zobrazenim.

2. V roviné plati: m. v. b., které maji od danych
dvou boda 4, B(A # B) dany soudet vzdalenosti rovny
2a > | AB|, je elipsa s ohnisky 4, B a hlavni poloosou
o velikosti a.

V prostoru dostdvame: M. v. b., které maji od danijch
dvou rizngjch boda A, B daniy soulet vzddlenostt rovny
2a > |AB|, je rotaéni elipsoid protihly ¢ s ohnisky A, B
a hlavni poloosou velikosti a. Piimka AB je osou rotace
plochy e&.

Dikaz bychom provedli obdobné jako v pfedchozim
ptikladé pomoci svazku rovin o ose v pfimce 4B pfi
pouziti otddenf jedné z rovin tohoto svazku. Provedte
gami.

Uloha 1. Urdete mnoZinu viech bodi, které maji od
danych dvou bodid 4, B (4 # B) danou absolutnf hod-
notu rozdflu vzdilenosti rovnou 2a < |4B|. [Rotadni
dvoudilny hyperboloid.]

Uloha 2. Urdete m. v. b., které maji od dané roviny o
a od daného bodu 4, ktery nelezi v roviné g, stejné velké
vzdélenosti. [Rotaéni paraboloid s ohniskem v bodé A4
a s Hdief rovinou g.]

3. V roviné plati: M. v. b., které maji od dvou danych
riznobéznych pfimek a, b sobé rovné vzdélenosti, jsou
dvé piimky o | %, a to osy soumérnosti ptimek a, b
(osy Ghld, které pfimky a, b tvoli).

Snadno pfejdeme do prostoru. Plati: M. v.b., které
maji od dangch dvou riznobéiniych rovin a, f sobé rovné
vzddlenosti, jsou dvé roviny ‘o, 2w, a to roviny soumérnosti
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rovin o, B, tj. roviny soumérnosti klina, které roviny o, f
tvofi. (Klin se definuje jako prinik dvou poloprostoru,
jejichz hraniéni roviny maji spolednou piimku, hranu
klinu.)

Dakaz. Necht v prostoru pro urdity bod X, ktery
nelezi ani v roviné a, ani v roviné g, plati vztah | XA4| =
= | XB)|, kde body 4 a B jsou paty kolmic sestrojenych
bodem X k rovindm «, §. Potom je rovina ¢ = XAB
kolmd k priseénici p rovin o, § a protind roviny «,
v pfimkich a = a.p, b = f8.¢. P¥imky a, b jsou rameny
1hld, jimiz méfime velikosti danych &ty# klind, uréenych
rovinami «, § (obr. 2). V roviné g lze sestrojit osy soumér-
nosti Yo, %o pfimek a, b, a zvoleny bod X je ziejmé jeden

Obr. 2
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z bodu, ktery ndlezf m. v.b. tvofené dvojici pfimek
1o | 2. Jejich body maji od pfimek @, b stejné vzdale-
nosti. Obdobné je tomu také v kazdé roviné o | p.
V ni dostaneme obdobné dvojici pfimek o | 2o, jejichz
body tvofi v ¢ m. v. b. poZadované vlastnosti. Viechny
dvojice piimek o, %o vypliuji dvé roviny o | *w, je-
jichz body maji pozadovanou vlastnost. Ze vzniku ro-
vin o, 2w vyplyva, Ze o jejich bodech plati: a) kazdy bod
majici poZzadovanou vlastnost ndlezi nékteré z rovin lw,
2w, b) kazdy bod nileZejici roviné '@ nebo 2w ma onu
vlastnost (také oviem body pfimky p, kde jde o vzda-
lenosti nulové). _

Pripomenime si, Ze kazda dvojice pifmek lo, %, vy-
pliujici roviny nasi prostorové m. v. b., vznikne z jedné
takové dvojice opét shodnym zobrazenim, a to rovno-
b&Znym posunutim ve sméru daném pifmkou p.

Uloha 3. Urdete m. v. b., které maji stejné vzdéle-
nosti od dvou danych rovnobéinych a riznych rovin.
[Rovina soumeérnosti danych rovin s nimi rovnobézni.]

Uloha 4. Urdete m. v. b., které maji od dané roviny
vzdédlenost rovnou dané délce d > 0. [Dvé roviny
s danou rovinou rovnobézné.]

Uloha 5. Uréete m. v. b., které majf od danych dvou
a) ruznobéinych, b) rovnobéinych rovin vzdalenosti
v daném poméru 0 < p:q #* 1. [a) Dvé roviny néle-
Zejici svazku danych rovin, b) dvé roviny s danymi ro-
vinami rovnobézné.]

4. V roviné platf: M.v.b., které maji od danych
dvou bodi A, B (A4 # B) dany pomér vzdilenostf
4, 0 < 1 #1, je kruznice k(4, B, 1), tzv. Apolloniova.
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Jejf st¥ed O lezi na p¥imce AB a o krajnich bodech C, D
jejiho priméru plati (obr. 3):

40| _ |4D|

=A#1L

1BC]  [BD]

Obr. 3

Dikaz najde &tenat v kniZce: J. Sedivy, Shodnost
a podobnost v konstrukénich tlohach, str. 89—91. (Sko-
la mladych matematiki, sv. 46, Praha 1980.)

V prostoru plati: M. v. b., které maji od danijch dvou
riiznyjch bodd A, B dany pomér vzddlenosti 1, 0 < 2 # 1,
je kulovd plocha x(A4, B, 1), zv. Apolloniova, jejit stfed O
leZt na primce AB a pro jejif krajnt body C, D praméru AB
plati:

|(4B0)| = |(4BD)| = .

Pritom symbol (ABC) znali tzv. délici pomér bodu C na
ptimce AB vzhledem k zdkladnim bodim A, B; je tedy
[(4BC)| = |4C| : | BC|. .

Dikaz této véty se provede pomoci svazku rovin
o ose v pfimce 4B a plochu » dostaneme otafenim Apo-
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llonipvy kruZnice k(A, B, 1) kolem pfimky AB. Provedte
sami.

Uloha 6. Je déna rovina ¢ a mimo ni dva razné
body A, B; ptitom piimka AB nenf kolma k ro-
viné p. Urfete v roviné ¢ m.v. b, jejichZ spojnice
8 body 4, B wmaji od roviny g stejné odchylky = 90°.
[Apolloniova kruznice k(4', B’, 1), kde body A’, B’
jsou pravothlé priméty boda 4, B do roviny p a pomér
A= |AA4’|: |BB’|. V piipadé, Ze dané body A, B jsou
od dané roviny o stejné vzdileny, je hledanou m. v. b.
osa tsedky A'B'.]

Pozndmka. Pro vySetfovani mnoZin boda v prostoru
budeme pozdé&ji potfebovat pojem tzv. mocnosti bodu
ke kulové plode; proto si zde tento pojem vysvétlime.

Zaéneme opét s obdobnym pojmem v roviné. Je-li
ddna kruznice k a v jeji roviné bod M, pak vime, Ze
pro kruZnici £(0, r) a bod M plati dileZita planimetricks

Obr. 4
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poutka, kterd se dasto pouzivd pfi konstrukenich tlo-
hach o kruznici a vyjadfuje tzv. mocrost bodu M ke
kruznici k (obr. 4).

Sestrojime-li bodem M seénu @ kruZnice k a oznadi-
me-li 4, 4’ spoleéné body kruznice k a seény a, pak plati
o velikostech tsedek MA, MA’ vztah

(H) |MA|. | MA’| = || MO|* — r?*| (= konst.).

Cislo | MO}z — r? se nazyv4 mocnost bodu M ke kruzni-
ci k. Je-li |[MO| >, tj. lezi-li bod M ve vnéjsf oblasti
kruznice %, je mocnost bodu M kladné &islo rovné |MT'|?,
kde je T bod dotyku teény vedené bodem M ke kruini-
ci k; je-li |[MO| = r, tj. lezi-li bod M na kruZnici &, je
jeho mocnost k ni rovna nule; je-li |MO| < r, tj. leZf-li
bod M ve vnitini oblasti kruZnice &, je jeho mocnost
k nf &fslo zdporné. Ditkaz vztahu (1) najdete také v cito-
vané kniZce J. Sedivého na str. 98—99.

Nyni snadno dokéZeme platnost prostorového vzta-
hu, ktery vyjadfuje mocnost bodu ke kulové ploSe
%(0, r). Plochu » miZeme vytvofit otddenim kruZnice
k(O, r) kolem osy MO, takze vztah (1) plati hned také
pro viechny kruZnice plochy » vzniklé otddenfm kruz-
nice k kolem osy MO (za pfedpokladu M £ O) a éfslo
|MO|* — r* uddva i mocnost bodu M k plofe x». Je-li
M =0, otid¢ime kruznici ¥ kolem libovolné piimky
prochézejici bodem O.

Nez pristoupime k dal§im vykladim, bude prospésns,
kdyZ si &tendf sam rozfeSi ndsledujici dlohy, jejichz
vysledky v dalSim pouZijeme.

Uloha 7. Urdete mnoZinu sttedd v¥ech kulovych
ploch, které prochazeji danymi tfemi navzdjem riznymi
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body A4, B, C. [Pfimka kolm4 k roviné p = ABC, ktera
prochéz{ sttedem kruZnice opsané trojihelniku ABC.]

Uloha 8. Jsou dény rovnobd&iné roviny o, o (¢ # 0).
Uréete mnozZinu stfed viech tsedek, z nichZz kazd4d ma
jeden krajni bod v roviné g a druhy krajni bod v roviné o.
[Rovina soumérnosti rovinové vrstvy (o, ¢) urdené ro-
vinami g, ¢.]

Uloha 9. Jsou dény mimob&Zné piimky a, b. Urdete
mnozinu stfedd v8ech tselek, z nichz kazd4 mé jeden
krajnf bod na pfmece a, druhy krajnf bod na p¥imce b.
[Rovina o soumérnosti nejkratsi piiéky XY danych
mimobézek, ¢ | XY, viz obr. 7.]
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