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7. kapitola

TROJUHELNIKOVA
- (ISLA

Mezi kombinaé¢nfmi ¥sly byla studovina zejména &isla
tvaru (;’J , ktera se pfi n = 2 nazyvaji éisly trojihelntko-

:] udava (zhru-
ba fedeno) podet shodnych kruZnic, jeZ lze umistit
v trojihelnfkovém schématu tak, jak to pron = 2, 3, 4,
5, 6 ukazuje obr. 7. Pojem trojihelnikového &fsla se

o&&@@

Obr. 7

vyskytuje uz r. 1762 u E. de Joncourta, ale teprve
v poslednich desetiletich studovali vlastnosti trojihel-
nikovych &isel zevrubnégji néktef{ matematikové, a to
zvladté autofi polsti (A. Makowski, A. Schinzel,
W. Sierpinski*), K. Zarankiewicz aj.). UkdZeme si
zde té% néco z této problematiky.

vymi. Nazev je odvozen z toho, Ze d&slo [

*) W. Sierpifiski (1882—1969) byl profesorem varsavské uni-
verzity a viceprezidentemn Polské akademie v&d. Pracoval
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Nejprve uvedeme tabulku trojihelnfkovych &fsel pro
nékolik hodnot n.

2 3‘4’6T6‘7 8| ol10]11]12]13

n

E‘] 1 3] 6 l 10
Také obrazek nam piehlednd ukaze, jak vzristaji troj-

thelnfkova &fisla, vzrasta-li ¢islo n. Je to vidét na obr. 8,

kde prvnim sedmi hodnotam z nasi tabulky odpovida 7

bodl oznatenych malymi krouiky. Vzpomeneme-li na

to, co jsme se udili v nauce o funkeich, maZeme v obr, 8

sestrojit i graf funkce

15|21 (28|36 | 4555|6678

y=;;x(r~l);

grafem této funkce je parabola, jejiz ¢ast tu naznaduje
édrkovand &ara. Nyni vSak uz pFistoupime k piikladam.

Priklad 40. Cisla 6, 66 a 666 jsou trojihelnikova, aviak
¢islo 6666 nenf trojihelnfkové. Dokazte.

v teorii &sel, v teorii mnoZin, v topologii, v teorii redlnych
funkef a v matematické analyze. Napsal 724 védeckych pracf,
50 knih a broZur a nepfeberné mnozstvi dalsich ¢ldnkt odbor-
nych a prilezitostnych. Byl také spoluzakladatelem polského
dasopisu Fundamenta mathematicae vénovaného hlavné teorii
mnozin. Za Zivota se mu dostalo mnoha védeckych a verejnych
poct, mj. i od &eskoslovenskych instituci. Od roku 1923 byl
¢estnym ¢&lenemn Jednoty &s. matematiki a fyzikd, v roce
1930 se stal zahrani¢nim &lenem Krdlovské &oské spoleénosti
nauk, roku 1948 mu udélila Karlova univerzita ¢estny doktordt
a od roku 1960 byl zahraniénim é&lenem Ceskoslovenské aka-
demie véd. Pocty udélované W. Sierpifiskému neustdvaji ani
0 jeho smrti. Posmrtné byl po ném nazvén jeden z mésiénich
dteri.
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Obr. 8
EBesent. Ze &sla 6 a 66 jsou trojdhelnikovs, je ndm uz

zZnamo, nebot je [;] =6a [

12
2

J: 66. Zabyvejme se tedy

¢islem 666 a ptejme se, zda pro nékteré pfirozené ¢fslo
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n plati [72") = 666. Tento vztah vede k rovnici

n(n — 1) = 1332,
coz po malé upravé dava n?—mn — 1332 = 0. Tato
kvadratickd rovnice ma kofeny n =37 a n = —36,
z nichz druhy nevyhovuje pozadavkim dlohy.

vs 2

Kofen n = 37 vyhovuje nasf tloze.

Koneéné zbyva uvaha o &isle 6660. Zde dochazime ke
kvadratické rovnici

n:—n—13332 =0,
kterd ma diskriminant
D = 53 329.

Z tabulek nebo na kalkuladce se muiZzeme pfresvéddit, Ze
pro Zadné celé kladné &fslo r neplati

r? = 53 329.

Znamena to, Ze uvaZovand kvadratickd rovnice ma oba
koteny iracionalni. Cislo 6666 neni proto trojihelnikové.

Ve dvou poznamkéch se jedtd vratime k probranému
ptikladu. Pfedné si uvédomime, jak dulezity je matema-
ticky dukaz néjakého tvrzeni. KdyZz se ukazalo, Ze
disla 6, 66 a 666 jsou trojihelnfkova, mohli bychom se
ukvapit domnénkou, Ze v desitkové soustavé kazdé
dislo psané vyhradné Sestkami je trojihelnikové. To je
oviem nespravné, jak ukizalo hned ¢islo 6666.

Druhé pozndmka je skoro historickd. Roku 1905
vySetfoval E. B. Escott trojuhelnikova &isla, kterd se
v desftkové soustavé skladaji vidycky z jedné nékolikrat
opakované &fslice. ProSel vicchna trojihelnikovd &isla
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s méné nez tficeti &islicemi a zjistil, Ze tu vyhovuje jen
pét &isel, totiz
1, 3, 6, 66, 666,

V nedavné dobé D. W. Ballew a R. C. Weger*)
dokondili dikaz véty, kterou si uz asi sami domyslite.
Ukéazali, Ze kromé zminénych péti trojihelnfkovych &isel
neexistuje uZ vabec Zadné, jez by vyhovovalo vyslovené
podmince.

Pristi priklad, v némz sledujeme trojihelnikova &fsla
psand éfslicemi 2 a 1, se rozuzli jinak nez priklad o &islech
psanych Sestkami.

Piiklad 41. V posloupnosti
21, 2211, 222 111, 22 221 111, ...

je kaZdy élen é&islo trojuhelnikové. Dokazte.

Reseni. Cisla v nasf posloupnosti jsou psdna &islicemi
2 3 1, pfi¢emZ v kazdém ¢&lenu se nejprve napise néko-
likrat &islice 2 a pak se doplni ve stejném podtu &fslice 1.
Clen n-ty miZeme tedy schematicky vyjadrit ve tvaru

a, =222...2 111...1,
. cm— mp— —
n-krat  n-krat
coZ v jiném tvaru dava
a, = (2.10%71 4 2,10%72 - ... 4 2.10% |
4+ 2.10%) + (10"1 4 10*2 4 ... + 10 + 1).
Z mnohotlenu v prvni zivorce vytkneme 2.107
a v takto ziskaném vyrazu provedeme dalsi Gpravu, jez

vede k vysledku

*) Journal of Recreational Mathematics 8 (1975—76), str. 96
a7z 98.

86



@n = (2.10% + 1) (10" + 102 4 ... 4 10 + 1).

Podle znamého vzorce pro éasteny soudet geometric-
ké posloupnosti dostavime dalsi Gpravu

@, = % (2.10% + 1) (10» — 1),

Nyn{ jsme &len a, vyjadtili ve tvaru, ktery ndm umoi-
ni vysetfovat, zda je toto &fslo trojihelnikové. Ptejme
se, zda se a, da vyjad¥it ve tvaru (32:] . To vede k rovniei

zx—1)
2

kterd po odstranénf zlomkt a malé ipravé diva
922 — 9z — 2.(2.10" 4- 1) (10— 1) = 0.

=§1 (2.10° 4 1) (100 — 1),

Jeji diskriminant je
D =9+ 8.9.(2.10% + 1) (10" — 1),
co% po upravé dava
D = 9(16.10% —8.10% + 1) = 32.(4.10" — 1)3,
Pro kofeny kvadratické rovnice tedy nachézime

z =:-1 (2.10 4+ 1), resp. z =§ (1 —107).

Druhy kofen miiZeme hned zamitnout, nebot pro kazdé
pfirozené &islo n je to ¢&fslo zdporné. Pohlédneme-li na
kotfen prvni, mohlo by se zdit, Ze ani ten nebude vyho-
vovat naéf tloze, nebot je tu jmenovatel 3. Cfslo 2.10"
+ 1 je vSak podle zndmého znaku délitelnosti délitelné
tfemi (pro kazdé pfirozené &fslo n), a proto prvni koifen
je &slo pfirozené. Je to vysledek, ktery vyhovuje nasf
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uloze, a je tim dokazano, Ze v uvedené posloupnosti
jsou viechny &leny ¢isla trojuhelnikova.

V dalsim p#ikladu bude dano ptirozené éislo, které bu-
deme vyjadfovat jako soudet nékolika &isel trojihelniko-
vych. Tato otazka ma vidycky smysl, nebof éislo 1 je
trojuhelnikové, a lze tedy libovolné piirozené &fslo = tri-
vidlnim zpiésobem vyjadFit jako soutet n trojihelniko-
vych ¢&fsel. Nas ovSem budou zajimat vyjadfeni, jez ne-
jsou zcela trividlni.

Pfiklad 42. Vyjadfete &islo 80 jako soudet co nejmen-
Siho podtu trojihelnikovych éisel.

Reseni. S trochou podetni ndmahy (a s vyuzitim tabul-
ky na str. 83) najdeme, Ze plati 80 = 10 + 15 + 55,
piidemZ vSechny tfi séitance jsou &isla trojihelnikova.
Dané &slo l1ze tedy vyjadtit jako soudet t¥i trojithelniko-
vych é&isel. Je mozno najit vyjadfeni s mensfm poétem
s¢itancti? Nékolik pokusi nadm ukéZe, Ze 80 nelze vy-
jadtit jako soudet dvou trojihelnikovych éisel. Nemuze-
me se oviem spokojit jen s nezdarem nahodilych pokusi,
a proto toto tvrzeni dokazeme. Dukaz spolivi jen
v systematickém probrani viech moZnosti.

Dejme tomu, Ze plati 80 = a + b, kde a, b jsou vhodni
trojuhelnfkovd &fsla. Bez Gjmy na obecnosti miZeme
predpokladat, Ze je ¢ < b. Pak mame odhad

a+a=a-+b=80,

¢ili 2¢ < 80. Pro a tedy vychdzi @ < 40. Nyni vyhle-
dime tabulku na str. 83 a zjistime, Ze pro a ptichazeji
v uvahu hodnoty*) 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28 a 36. Pro druhé
trojihelnikové &islo b mame vztah b = 80 — a, coZ pro
nalezenych osm hodnot dava po fadé vysledky 79, 77,
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74. 70, G5, 59, 52 a 44, Zidné z t&chto &isel viak nenf
trojihelnikové, jak ndm nkaZe opét nade tabulka. Nebyl
tedy spravny nas predpoklad, Ze ¢&islo 80 lze vyjadrit
jako soudet dvou trojihelnikovych &isel.

Tim jsme vSak s feSenim uZ hotovi; &islo 80 nenf troj-
uhelnikové, nelze je vyjadfit jako souéet dvou trojahel-
nikovych ¢&isel a vztah 80 = 10 4+ 15 4+ 55 ukazuje, %e
je lze vyjadiit jako soudet t¥i trojihelnikovych éisel. To
je tedy skuteéné vyjad¥eni s nejmensim poétem séitan-
ct.

V ptedchdzejicim prikladé jsme nezkoumali otizku,
zda vyjad¥eni &fsla 80 soudtem t¥i trojihelnikovych é&fsel
je jednoznadéné (nehledime-li na pofadi séitaneci), nebo
zda existuje vice takovych vyjadfeni. Tomu se vénuje-
me v dal3f dvaze.

Pfiklad 43. Vysetfete, kolika zplsoby je moZno vy-
jadtit &islo 80 jako soudet t¥i trojihelnikovych &isel.

Redent. Pisme 80 = a + b + ¢, kde a, b, ¢ zna¥i vhod-
na trojihelnikova ¢&isla. Jejich oznadeni je v nasi moeci,
takZe miZeme mezi nimi pfedpoklddat vztaha < b < c.
Odtud plyne 3a < 80, &ili

2
a §26§°

Podle tabulky uvedené na str. 83 pfichazeji pro trojtahel-

*) Zde se trochu opirdme o nézor. Nenf snad pfedem jasné,

zda pro nékterd velkd &isla »n, joZ v nasi tabulee nejsou uvede-
n

na, neplati znovu (2] < 40. Tato moZnost je viak vyloudena

a miuZeme to i dokdzat. Tvrzeni je jistd zndmé &Stendfitm,

ktefi znaji pribdh paraboly z obr. 8, nebo je miizeme odvodit

snadnou 1ivahou o nerovnostech,
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nikové &islo a tyto moznosti: 1, 3, 6, 10, 15 a 21. Probe-
reme kaZdou z nich zvlast. *

Pro @ = 1 se nase puvodni rovnice pfevede na tvar
79 = b -+ c. ProtoZe je b < ¢, plyne’odtud 2b < 79, &ili
b £ 39,5. Pro b tedy ptichazejf v ivahu moZnosti 1, 3, 6,
10, 15, 21, 28 a 36, jim¥% odpovidaji tato &isla c: 78, 76, 73,
69, 64, 58, 51 a 43. Jediné &islo 78 je trojtihelnikové,
a nasli jsme tedy jedno z moZnych vyjad¥eni, totiz 80 =
=141 178.

Pro ¢ = 3 dostavame rovnici 77 = b 4 ¢, coZ vede
k nerovnosti 26 < 77 a dile k odhadu 3 < b < '38,5. Pro
b mame tedy moznosti 3, 6, 10, 15, 21, 28 a 36, jimZ od-
povidaji &sla ¢ = 74, 71, 67, 62, 56, 49 a 41. Z4dné
z téchto &fsel ¢ nenf trojuhelnfkové, takze jsme v tomto
pfipadé nenasli Zidné vyjidieni ¢isla 80.

Pro a = 6 dostdvame rovnici 74 ='b +'¢, coZ dava
2b < 174, ¢ili 6 < b =< 37. Trojthelnikovym &islim b =
= 6, 10, 15, 21, 28 a 36 odpovidajf ¢isla ¢ = 68, 64, 59,
53, 46 a 38. Ani zde nevyslo %adné &islo trojihelnikové.

Pro a = 10 mdme 70 = b J-¢, ¢&ili 2b < 70, a dale
10 <b < 35. Cislim b = 10, 15, 21 a 28 odpovidajf ¢ =
= 60, 55, 49 a"42, z nichZ jen &islo 55 je trojihelnikové.
Tim jsme nasli vyjadfeni 80 = 10 + 15 + 55, které je
nim zndmo u% z pfedchéazejiciho p¥ikladu.

Pro a = 15 vychazf rovnice 65 = b + ¢, coZ vede k ne-
rovnosti 2b <65 a dile 15 < b < 32,5. Cislim b = 15,
21 a 28 odpovidaji'c = 50, 44 a 37,z nich% Z4dné nenf
trojihelnikové.

Koneénd pro"a’="21"mame 59 = b+ ¢,"&li 25’ <59,
co% d4v4 odhad 21 < b < 29,5. Cislim b = 21 a 28 od-
povidaji ¢ = 38 a 31, takZe ani zde nevychdzi Zadné vy-
jadFenti &fsla’ 80.

Odpovéd. Nehledime-li na pofadf séftanct, 1ze &fslo 80
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vyjadiit dvéma zplsoby, totiz 80 =1 41 | 78 a 80 =
= 10 + 15 + 55. Kdybychom pfihliZeli k pofadi séf-
tancli, méli bychom celkem devét moZnosti.

V dalsim piikladé se budeme zabyvat vzorcem
L _B+2)r—@3—2])2
n 4 V2 .

Snadny vypobet ukazuje, Ze «; = 1. Také pro n = 2
a n = 3 mame jednoduché vysledky:

_9+12)248—(9—12]248) _

a,y — 6,
42
. _(27+54)2+72416)/2)— (27—54]/2 +72—16]/2) _
? 42
= 35.

Ui tyto tFi pfipady ukazuji, Ze ¢isla a, jsou plirozena
(agkoliv jejich vyjadieni zlomkem a odmocninou je dosti
sloZité). Toto podezfent je celkem spravné a plyne z bi-
nomické véty; v prikladé 44 si o ¢islech a, dokdZeme
jedté vice.

Piiklad 44. Pro kaidé pfirozené ¢&islo n je &fslo a,?
trojihelnikové. Dokaite.

Eegeni. Budeme se zabyvat rovnici

(;) = a,?,
ktera ptejde na tvar
22—z —2a,2 =0,
Diskriminant této kvadratické rovnice je &islo D = 1
+8a,2. Budeme se nynf zabyvat dipravou &sla /; zfejmé
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cheeme ukézat, Ze ¢islo D je druhou moeninou nékterého
prirozeného éisla. Platf

(34-2] 2)»—2(3+2)/2)(3—2)/2)"+ (3—2]/2)>
32

D-=14-8.

Zkratime osmi, uvedeme na spoletného jmenovatele
a dostavame

432220342232 )2+ (3—2]2)
= 4——— -
Misto éisla 4 miZeme do ditatele psat soudin

43+ 22 (3—2])2),
jak nas presvédéf vypodet.

D

V titateli zlomku mame ui vyraz
—2(3 + 2 )2 (3—2)2r,
takZe po sloudenfi dostaviame

_ (3+2)2m4-23+2)2)(3—2) 2+ (3—2]2)
4

D

Citatele miuZeme upravovat podle VZOrce u? 4 2uv -
+ 0% = (u + v)?, ptitemz u = (3 + 22, v=(3—
— 2]/2)». Vychaai

p_[B+212r+3—2]2r)
- s :

Vratme se k vychozi kvadratické rovnici. Jeji kofeny
jsou
_1+|D

1—)D
-5, :

2

resp. x =
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Druhou moZnost hned zamitneme, nebot vede k zapor-
nému &fslu. Upravou prvniho vzorce dostavame

24 (34 2)2)m + (3—2]2)
xr = 1 .

Tento vysledek se dé je§té zjednodusit, pouZijeme-li
vyjadieni

3+2)2=0+]223—2)2 =(—1+]2e
Cislo 2 lze napsat jako 2(1 + |/2) (— 1 4+ |/2) nebo

6% 2(1 + |2 (—1 + ]/:2)". Pro tislo xz tedy vychazi
vyjadient

o )22t Yo—14 f2) ¢ (=14 2y
4

&ili

.= [(1 +)2r 4+ (=14 Vi)"]z_
a 2

Musime se je§té presvédiit o tom, Ze toto éfslo x je pFiro-
zené. K tomuto vySetfovani nam poslouzi binomickd
véta, podle nfZ plati

(1 +)2r= (’é] An [’1‘) A1 )/2 4 [72‘].1"—2.24- e
+(n) (72,
(—1+ V2r= (G)-=or(]) a2+
+[’2‘] (—1p=2.24 ...+ [Z] (V2.
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Je-li n &islo sudé, pak sedtenfm obou vyrazi na pra-
vych strandch se zrusi vechny &leny tvaru m}/2 (m celé),
a soudet je tedy celé &islo. Dokonce vidime, Ze je to &fslo
sudé, takZe po délenf dvéma vyjde rovnéz &islo celé.

Umocnime-li jesté na druhou, vychdzf &slo z, jeZ je
tedy piirozené.

Je-li n ¢&islo liché, pak naopak zistivaji viechny s&f-
tance tvaru m l_/2 a ostatni{ &leny se zrusf. MiZeme
vytknout &slo |/2 a koeficient, ktery tak dostdvéme, je
sudy. Délime dvéma a dostavime zase &islo tvaru m V2.
Zbyva umocnit na druhou a vysledek 2m? je opét &fs-
lo ptirozené. Rozbor ukazal, Ze x je vidycky pfirozené
&islo, Ponechiviame &tenafi, aby si rozmyslel, Ze je z > 1
pro kazdé pfirozené &islo n. Pifklad je tim rozfeSen.

Co plyne z probraného pifkladu? ProtoZe d&fsel a, je
nekone¢né mnoho*), muZeme vyslovit toto tvrzeni:
Existuje nekoneéné mnoho trojiuhelnikovych &isel, z nichZ
kaZdé je rovno druhé mocniné nékterého ptirozeného &isla.

Ulehy

38. Rozhodnéte, zda v posloupnosti 55, 5050, 500 500,
50 005 000, ... jsou viechny éleny ¢&isla trojihelnfkovi.

39. Vyjadiete &islo 60 jako soudin dvou trojihelniko-
vych &fsel.

40. Ukazte, %e existuje nekonetnd mnoho pfirozenych

*) Otdzce, %o riznym &fslim n odpovidaji riznd &isla a,, je
vénovédna téZ vdloha 42 na ndsledujicf strance.
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&isel, kterd nemifeme vyjadiit jako soudin nékolika &fsel
trojihelnikovych.

41. Najdéte piiklad pfirozeného &isla, které miZeme

alespofi dvéma riznymi zpisoby vyjadiit jako soudin
nékolika &isel trojtihelnikovych vétsich nez 1.

42, Jsou dana dvé ptirozena ¢isla m < n. Potom plati
An < @, (viz vzorec na str. 91). DokaiZte.

43. Rozhodnéte, zda rovnice

5)+()-6)

m4 kone&né nebo nekoneéné mnoho FeSeni v ptirozenych
dslech z, y, z.
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