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II. kapitola

NEROVNOSTI TYKAJICI SE STRAN
A UHLU TROJUHELNIKU

8. Dokaite, Ze v kazdém trojihelniku plati
. a a
sin —=—— s
2" 2Vbc
kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz b = c. Na zidkladé toho
pak dokazte, Ze o uhlech trojihelnika plati

a.poorel
Sln251n251n2_8,

kde rovnost nastane pravé tehdy, je-li trojihelnik rovno-
stranny.

Diikaz. Vyjdeme z kosinové véty pro trojihelnik ABC
a tu budeme vhodné upravovat:

a*=b*+c*~2bccosa=(b-c)*+2bc(l —cosa)=

=(b —c)*+4bc sin’ g

(to jsme poutili vzorec IX.a). Odtud vyplyvd, vynechime-li
dvojélen v zidvorce, Ze

da

a2Z4bcsin? S, &li sin ==
2 2

d

2

2



Pfitom rovnost nastane pravé tehdy, kdyz b =c, tj. pro
rovnoramenny trojihelnik s rameny AC, AB.

Jestlize na odvozeny vztah pouZijeme dvakrit po sobé
cyklickou zdménu, dostaneme

syé

sin ==

‘2\/7 \/T

Vynasobenim vSech tfi vztahd dojdeme k nerovnosti uve-
dené v textu iilohy. Poznamenejme jesté, Ze rovnost plati
pravé tehdy, kdyz a=b =c.

Nyni uvedeme dvé véty, které jsou disledkem véty 8.

9. O uhlech kazdého trojihelniku plati

3
cosa +cosf +cosy§5 ,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz trojihelnik je rovno-
stranny. Dokazte.

Diikaz tohoto tvrzeni pouze naznaéime. Podle X.b plati

cosa +cosf+cosy=1+4 singsingsin%’.

Diél uz mizZe ¢tendf pokratovat sam.
10. Dokazte, Ze o ihlech kazdého trojuhelniku plati
<l
cosa cosf cosy=g.,
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pfiemZ rovnost plati pravé tehdy, kdyZz je trojihelnik
rovnostranny.

Diikaz. V 8. dloze jsme dokézali, Ze o uhlech kazdého
trojuhelniku plati

el Boor 1
sin 3 sin 5 sin 5= 2. (1)
Polozme
e n_  B_m_ oy m_
2-2°% 277270 2537 &)

Uhly x, y, z miizeme povazovat za dhly trojihelniku, nebot
o jejich velikostech plati

xt+y+z=m,

jak se miiZeme presvéd¢it se¢tenim rovnic (2). Dosadime-li
z (2) do (1), obdrzime

COS X COS y coszé% .
Podle dlohy 8 rovnost plati pravé tehdy, kdyz x =y = z, tj.
pravé tehdy, kdy:Z trojuhelnik je rovnostranny. Vyslovené
tvrzeni miZzeme povaZovat za dokdzané, nebot jeho plat-
nost nezavisi na oznaéeni prvkd (dhld) trojihelniku.

11. Dokazte, ze v trojuhelniku, ktery neni pravoihly,
plati
tg?a +tg?f +tgiy=9.
Rovnost plati priavé tehdy, kdyz trojihelnik je
rovnostranny.
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Diikaz. Levou stranu dané nerovnosti — pro struénost ji
oznaéime L — budeme postupné upravovat. Pfitom pouzi-
jeme zndmy vzorec 1+ tg?x =cos 2x, z néhoZ plyne

tg’x=cos2x—1.
Podle toho lze s pouzitim nerovnosti B vyraz L upravit

L=cos2a+cos?f+cos2y—32

3
=3Vcos 2a cos™2f cos2y—3,
kde rovnost plati privé tehdy, kdyz cos>a =cos®f =cos?y.
Avsak podie iilohy 10 plati

cosa cosf cosygé ,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz a = = y. Proto

cos 2a cos2f cosT2y Z64.
Tudiz
L=tg2a+tg’p+tg’y=3-4-3=9,

jak jsme méli dokdzat. Dodejme, Ze rovnost plati privé
tehdy, kdyz trojuhelnik je rovnostranny.

Pozndmka. Z rovnosti cos’a = cos*f =cos*y uZ plyne,
Zea,B,ve (O; Iz—t) . Jinak by totiZ nutné byloa + g + y>n,
coz neni mozné. MiZeme tedy psit cosa =cosf =cosy.
ProtoZe funkce cos je na intervalu ( 0; g) prosta, plyne
odtud a=f=y.
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Dokazali jsme tak, Ze plati: Jestlize v dokazované nerov-

. ) .
nosti nastane rovnost, potom a = f§ = y =—. Pouhym dosa-

6
zenim zjistime, Ze plati i obrdcend implikace: Jestlize
n . . .
a=f =y=g potom v dokazované nerovnosti plati rov-

nost.

12. V ostroihlém trojihelniku plati
cos'a+cos™'B+cos T y=6.

Rovnost plati pravé tehdy, kdyz dany trojihelnik je rov-
nostranny. Dokazte.

Diikaz. PonévadzZ jde o ostrothly trojihelnik,
cosa>0, cosf>0, cosy>0.

Pouzijeme-li nerovnost B na na$ pfipad, dostaneme

3
cos'a+cos™!B+cos'y=3Veos'a cos™' B cos”'y,

(1
pfi¢emzZ rovnost plati pravé tehdy, kdyz cos"'a=cos™'f =
=cos™'y, tj. pravé tehdy, kdyZ a = § = y. Podle iilohy 10

cosa cosf cosy§% .
tj. N
Vcosa cos B cos Y§§ ,

2§



¢ili, jinak, psdno

3
Veos™'a cos™' B cos™'y=2. 2)

Ze vztahl (1), (2) obdrzime uz vztah uvedeny v textu
ilohy. Dodejme, Ze rovnost plati pravé tehdy, kdyz jde
o rovnostranny trojuhelnik.

13. Dokaite, Ze o dhlech kaidého trojuhelniku plati

.2 a zﬂ zY>
sin 2+sm + sin 753"

Znaménko rovnosti plati pravé tehdy, kdyz trojihelnik je
rovnostranny.

Diikaz. Na levou stranu nerovnosti — oznaéme ji pro
struénost L — pouzijeme vztah IX.a a hned budeme dal
upravovat:

L=%(3-cosa—cosﬁ—COSY)=

31 in Zsin B si x)-
=3 2(1+4sm251n2s|n2 =
2 cinZen B Y
=1 251n25m25|n2.

Pii dpravé jsme pouzili identitu X.b. V uloze 8 jsme
ukazali, ze

qinasin sin
sin 5 sin 3 s

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz jde o rovnostranny
trojuihelnik.

B v 1
278’
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Tudiz ,
Lzt-

TN

1
4
coZz jsme méli dokdzat.

14. O ihlech trojihelniku plati

3
sina +sinf +siny = 3 ~ V3,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz trojihelnik je rovno-
stranny. DokaZte.

Diikaz. Vyjdeme z vysledku ilohy 13:

. 2 Q zﬂ 2Y2§
sin 2+sm 2+sm 227

kde znaménko rovnosti plati pravé tehdy, kdyzZ trojihelnik
je rovnostranny. V této nerovnosti nahradime funkce sinus
funkcemi kosinus:

_ 2 a 25 ) §
3 (cos 2+cos £+ cos? 3)=3"

a B 2 Y 9
cos? =+ cos® = + cos? é
2 2 2
Nyni pouZijeme vztah B a dostaneme tak fetéz nerovnosti

a
+ cos? ﬁ+ cos? 1=

9> cos2 &
4=COS 3 2=

=3 \/cos — cos? —co

NI‘<



Rovnost nalevo i napravo plati pravé tehdy, kdyZ cos? g=

2B

cos® 5= cos® 2 , tj., jak se da snadno ukazat (viz pozndmku

v uloze 11), pravé tehdy, kdyz a =8 =y. Vynechdme-li
prostfedni ¢len fetézu, dostaneme po jednoduché tpravé

a B y<3
Ccos EC(:.)S ECOS §=—8_ \/3

S pouzitim vztahu X.a dostaneme koneény tvar nerovnosti
. . . 3 =
sina + sin B + sin yéi V3.

Znaménko rovnosti plati pravé tehdy, kdyZ jde o rovno-
stranny trojuhelnik.

15. Dokazte, Zze o ihlech kaZzdého trojihelniku plati

+ -2 ﬁ +sin2? YE

2 sin ) sin > 12,

pfitemZ rovnost nastane pravé tehdy, kdyZz jde o rovno-
stranny trojihelnik.

Diikaz. Z pfikladu 8 vime, Ze
B.. v

SIDESIDESlni §,

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz je trojihelnik rovno-
stranny. Z této nerovnosti dostaneme jinou, s ni
ekvivalentni:
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2@ o ﬁ n2 Y=
sin”? > sin~* % Z64.
2 25" 7
S pouiitim této nerovnosti a nerovnosti B dojdeme k nové
nerovnosti

a 2B
2+sm 2+

sin 2

~
N~
v

a 3
>3 \/ sin" > sin"? g sin? %’; 3IV6d =12.

Znaménko rovnosti plati privé tehdy, kdyz a=f8=v.
Dikaz véty je proveden.

1. pomocni véta. Jestlize a, B, vy jsou velikosti vnitinich

ihld trojihelniku, potom

a
tgitgg+tggtg2+tg%’ g5=l.

Diikaz. Podle VIIl.c plati

(s—b)(s—c)
tg 2 \/ s(s—a)
a dalsi dva analogické vztahy dostaneme cyklickou zamé-
nou. Dosadime-li tyto vztahy do daného vyrazu na levé

strané dokazované rovnosti, snadno tuto rovnost
odvodime.

Vétu pouzijeme pfi dikazu dal§i nerovnosti.
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16. O dhlech kazdého trojihelniku plati
a B Yo 3
tg+tgs+tg 5=\/3.

Rovnost plati pravé tehdy, kdyz a =g = y. Dokaite.

Dikaz. Vyjdeme ze samoziejmé spravné nerovnosti

(ag-nd) (o) Hnfug =

v niz rovnost plati pravé tehdy, kdyz a=f=1v. K této
nerovnosti pfipiSme identitu z 1. pomocné véty, zndsobe-
nou tfemi:

BiioBioYitot E) =
3 (tg 2 tg2+tg2 tg2+tg2 tg 5 =3.
Sectenim obou poslednich vztahd dostaneme
Qg b l’)’z
(tg 2+tgz+tg2 =3,
a to je uz v podstaté vztah, ktery jsme méli dokazat.

17. O dhlech kazdého trojuihelniku plati
2B

2 a -2
cos 5 + cos + cos

=4,

N

pficemZ rovnost plati pravé tehdy, kdyZ troluhelmk je
rovnostranny. Dokazte.
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Diikaz. Vime, Ze

2a_ 2 &
cos 1+tg 3

a
2
Cyklickou zdménou obdrZzime analogické vzorce pro

"é a cos™? %, Pro struénost ozr¢me levou stranu
dokazované nerovnosti pismenem V. Potom po dosazeni je

V=3+tg? 2+thﬁ+tg 5=

=3+%[(tgzg+tg2g)+(tg2ﬁ+tg 2) (gz%'+tg2‘2—1)].
Podle vztahu A.l je

B

tgzg+tgzg§2tggtg2,

kde znaménko rovnosti plati pravé tehdy, kdyz tg g= tg g,

tj. pravé tehdy, kdyz a =f. Podobné

B

tg’§+tg2 Y>» tg2 tg%/,

7=
kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz =y,

2 Y g2 =019 )y

tg ytig 5= 32 g2 )
kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz y=a. PouZijeme-li
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téchto tfi nerovnosti pro dpravu vyrazu V, dostaneme

= L S W ¢ 2) -
V_3+(tg2 tgz+tg2 tg2+tg2 tg > 4.

To jsme na vyraz v okrouhlé zivorce pouzili vysledek
1. pomocné véty. ®e vysledné nerovnosti plati rovnost
pravé tehdy, kdyz a = 8 = v, tj. pravé tehdy, kdyz trojihel-
nik je rovnostranny. Tim je také dikaz skonéen.

18. O dhlech trojuhelniku plati

tg? 2tg23+tg2ﬁtgzy+tg%' g

>1

3 ’
pficemz rovnost plati pravé tehdy, kdyZz je trojihelnik
rovnostranny. DokaZte.

Diikaz. Levou stranu nerovnosti oznaéime pro struénost
pismenem M. PouZijeme vzorec VIll.¢c

(s—b)(s=¢)
tg2 \/ s(s—a)
B

a analogické vzorce pro tg =

2 které dostaneme cyklickou

zaménou. Potom

1@, 2B _(s=b)s=c)s=c)s—a) _
2827 s(s—a)s(s—b) -

-(59=(0-9).

tg
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Obdobné vzorce pro druhé dva souciny dostaneme cyklic-
kou ziménou. Nyni miZeme psit, éemu se rovna vyraz M:

>+ b*+c? 2u+b+c)_
> =

M=3+
s s
2 2 2 2 2 2
=3+u +b2+c _4=u +bz+c -1
s s
2 2 2
M+1= 4(a?+ b2+ c?) (a)

@+ b2+ c*+2(ab + bc+ca)

Podle nerovnosti E je
a2+ b2+ c?+2(ab + bc+ ca)=3(a*>+ b2+ ¢?), (b)
kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz ¢ =b =c. Ze vztahi
(a), (b) dostaneme
4
==
M+1z 3
a odtud
M=z

y

W —

¢imz jsme s dikazem hotovi. Je$té je potfebi pfipomenout,
Ze rovnost plati pravé tehdy, kdyz a = b = c, tj. pro rovno-
stranny trojihelnik.

19. V kazdém trojihelniku plati

n_aa+bf+cy _xm
37 a+b+c 2

3



Pfitom rovnost vlevo plati pravé tehdy, kdyz je dany
trojahelnik rovnostranny. Dokazte. (a, B, y jsou velikosti
thld v obloukové mite.)

Diikaz. Nejprve dokdZeme spravnost nerovnosti stojici
vlevo. Vyjdeme z nerovnosti, kterd je taktka na prvni
pohled ziejma:

(a=b)a-B)+(b—c)B-y)+(c—a)y-a)Z0.

(Ovéite si sami, Ze Zadny ze tfi souéini neni zdporny.)
Znaménko rovnosti plati, pravé kdyz ¢ = b = ¢. Po vyndso-
beni miizeme mnohodlen na levé strané nerovnosti nahra-
dit mnohoélenem ekvivalentnim

a(3a-n)+ b3 —n)+c(3y—-m) 20,

a odtud uz po kratsi dpravé plyne

aa+bf+cy_n (1)
a+b+c ~3°

kde rovnost plati pravé tehdy, kdyz « =b=c. Tim jsme
dokazali nerovnost stojici vlevo. Zbyva dikaz druhé nerov-
nosti.

Z trojihelnikové nerovnosti

b+c>ua
dostaneme nerovnost s ni ekvivalentni
a(b+c—a)>0.
Cyklickou ziménou dojdeme k dal$im dvéma nerovnos-
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tem, a tak posléze dojdeme k nerovmosti
a(b+c—a)+B(c+a—-b)+y(b+a—-c)>0.
Tento vztah nahradime vztahem ekvivalentnim:
a(n = 2aTFBE28) + c( — 27) > 0.
Odtud uz snadno dojdeme k vysledku .

aa+bf+cy_n
a+tb+tc ~2° @)

coz je druhda éist daného vztahu. Spojenim (1) a (2)
dostaneme vztah, ktery je uveden v textu idlohy.
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