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3. OPERACE

204 =3a 7017 =121

8.1 POJEM OPERACE

Operace jako zobrazeni — mnoho pi¥ikladii, nékteré u¥ diivérng
zndmé, ale snad i néjaké méné znimé

Tiskova chyba? Podetni chyba? Jisté uvaZujete
o spravnosti rovnost{ uvedenych v nadpise, pokud mate
na mysli zdkladni podetni operace v ¢&iselném oboru.
K tomuto problému se jesté vritime.

Vedle séitani, nasobeni, odéitani a déleni racionalnich
tisel jsme uZ poznali i dalsi operace, napt. tvoteni pri-
niku, sjednocen{ a rozdilu mnoZin a skladani ptitazeni.
Na nékteré znamé piiklady se podivame bliZe:

Séftani pirozenych éisel Odéitani zlomka

(6; 7) > 13 9,7 =2

(0; 8) > 8 (17, 0) > 17

(2;9) I~ 11 (0,5; 9) > ?

Pranik mnoZin Sjednoceni mnozin
(L2 {8 0 (3, b} {c) = {a b, o}
({7; 8}, {8; 9}) > {8} ({a}, 0) > {a)
{7,4,0,,0) 0 ({a, b}, {a,b}) +— {a, b}

Nage priklady ukazuji, Ze ,,operadni predpis‘‘ uspofa-
dané dvojici prvki mnoziny M jednoznaéné pfifazuje
opét prvek z M. Operaci tedy miZzeme chapat jako spe-
cialni zobrazeni, pfi¢emz vzory jsou uspofddané dvojice
prvka mnoZiny M a obrazy jsou prvky z M. Sé¢itani
celych nezapornych &isel je zobrazeni N, x Ny do N,.
Odéitani nezapornych raciondlnich ¢isel je zobrazeni
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z Q* x Q* na Q%, protoZe ne kaidé dvojici nezipor-
nych raciondlnich &sel je pfifazen néjaky obraz. Pri-
nik a sjednoceni jsou zobrazeni (M) X (M) na #(M).

Sestrojme jesté nasledujici piiklad: kazdé uspofadané
dvojici celych nezapornych ¢isel (a, b) pfifadme jako
obraz ¢islo (a + b)2. Také toto zobrazeni muzeme cha-
pat jako operaci. Protoze ale jako obrazy nedostaneme
v8echna celd neziporna &isla, nybrz jen druhé mocniny,
mime pied sebou zobrazeni N, x Ny do N,.

Piiklady nam naznaduji, jak by asi mél byt pojem
operace v mnoZiné M definovan:

Definice 3.1. Necht M je neprazdnd mnozina. Kazdé
zobrazeni ¢ z M X M do M se nazyvé bindrni operace
v mnoZiné M. Pfifazuje-li ¢ dvojici (@, b) jako obraz
prvek ¢, piSeme misto @(a,b) =c také aob =c.
Mnozina M se nazyva nosi¢ operace.

Protoze operace jsou specidlni zobrazeni, mohli by-
chom mluvit o defini¢nim oboru a oboru hodnot operace.
Tak je napf. defini®nim oborem déleni v mnozZiné R
realnych ¢isel mnozina R x (R \ {0}). Je-li definiéni obor
operace ¢: M X M — M roven M x M, nazyvime ¢
neomezené definovanou operaci; plati-i 2(p) C M x M
a D(p) == M x M, nazyva se ¢ parcidlni operace.

Pojem binarni operace v mnoziné M zavedeny v D(3.1)
se da zobecnit dvéma sméry. Prifadime-li prostied-
nictvim zobrazeni ¢ kazdé uspotiddané n-tici (a,, ..., a,)
prvka ¢; mnoziny M prvek z M, mluvime o n-arni ope-
raci v mnoziné M. V jesté obecnéjsim smyslu miZeme
mluvit také o n-arni operaci, méame-li zobrazeni z M, x
X M, x ... X M, do M. Napt. skalarni soué¢in dvou
vektori a ,,ndsobeni’ vektoru redlnym é&islem jsou ta-
kové bindrni operace, v nichZ vystupuji navzijem roz-
dilné mnoziny.
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Také tvofeni aritmetického praméru dvou racional-
nich éisel miZeme chdpat jako neomezené definovanou
binarni operaci:
a+b

(@, b) —>c¢ = )

Tak se také daji vyloZit rovnosti uvedené v nadpisu..
Interpretujeme-li zna¢ku ,,0* jako symbol pro tvofeni
aritmetického priméru racionalnich ¢&fsel, jsou uvedené
rovnosti pravdivé vyroky. .

Pii poéitani s pfirozenymi &isly bychom ted chtéli
pouzivat séitdini jen na podmnoziné S sudych é&isel.
Pouizivame ptitom vlastné ,,novou‘‘ operaci ,, 4, kte-
rou muzeme chapat jako zobrazeni z S x § do §. Jinak
oviem kazdy Skolak vi, Ze 2 a 4 je 6 bez ohledu na to,
zda se na to divame jako na séitini celych &isel anebo
jako na séitani sudych &isel. Toto ,,nové‘“ séitani na-
zyvame zGZenim séitant celych ¢&isel na mnoZinu sudych
tisel. Obecné se operace o4 definovand v mnoziné A4
nazyvi zuZeni operace op definované v mnofiné B, pravé
kdyz A C B a pro libovolna a, be A plati: a o, b =
= @ oy b. Nenf viak Fedeno, Ze operace o, ktera je zuZe-
nim operace op na mnozinu 4 C B, je v této mnoziné 4
neomezené definovand operace. ZdZzime-li napt. séitani
+ v Ng na podmnozinu L lichych é&isel, nenf + 1 neome-
zené definovana operace v L, nebof napt. 3e€ L, 5¢€ L,
3+5=28, ale 8 ¢ L. Prvek 8 ptfitazeny dvojici
(3; 5) tedy uZ v mnoziné L neleZi. Naproti tomu ziZenim
operace séitdni v N, na mnoZinu S sudych ¢&isel se ne-
dostaneme ven z mnoZiny §, protoZe soutet dvou libo-
volnych sudych &isel je vzdy zas sudy. Rikdme také, Ze
S je uzaviend vzhledem ke séitdni.

Abychom ziskali pfedstavu o rozmanitosti operaci,
podivejme se jesté na nékteré dilezité piiklady:

Priklady. (1) V odstavei 1.7, piiklad (2) jsme zavedli
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zbytkové t¥idy celych &isel modulo m. Budeme je ted
oznadovat (0),, (1),, ..., (m — 1),. ProtoZe zbytkové
tFidy jsou po dvou disjunktni neprazdné mnoziny, muze
kazdy prvek jednoznaéné reprezentovat t¥idu, do které
patii. Dohodnéme se, Ze pro oznadeni t¥idy budeme
pouzivat nejmensi nezaporné &islo v ni obsaZené.

V mnoziné zbytkovych tfid celych é&isel modulo 4 zaved-
me ,,sé¢itani zbytkovych tiid*‘ a ,,nasobeni zbytkovych
tiid‘:

(1) (a)y + (b)g = (@ + b),y;
(2) (@)y-(b)g = (ab),.
Napt. je

(3)4 + (2)4 = (5)4 = (1)4; (2)4-(3)4 = (6)4 = (2)4-

Uvédomte sj, Ze symboly 4 a . maji rizny vyznam.
V rovnostech (1) a (2) bychom jako modul mohli také
zvolit misto étyiky libovolné celé kladné &islo. Definice
operaci v mnoZiné zbytkovych t¥id modulo m by pak
byla dana vztahy (1) (@), + (8).. = (& + b).; (2') (@).-
-(b),. = (ab),. Stitani a ndsobeni zbytkovych tiid jsme
objasnili prostfednictvim ,,reprezentanti‘‘. Musime jesté
ukdzat, Ze definice (1) a (2’) maji smysl, a to tak, Ze
dokazZeme, Ze tyto operace ,,souhlasi‘ s tvofenim zbyt-
kovych tiid. Vezméme misto a a b dva jiné reprezentanty
a' € (a), a b e (b), takie musi platit o’ + b€
(@ 4+ b), a a’.b" € (ab),. Doki%eme prvni z uvede-
nych vztaht:

a, o’ € (a), znamend, ze ¢« = a’ + rm, a b, b’ € (b),, zna-
mend, 7e b = b’ + sm. Seétenim obou rovnosti dostane-
me a+b=a +b + (r +s)m, tj. oba soulty a + b
ia’ + b’ leii ve stejné zbytkové ttidé. VSech 16 moznosti
aditivniho (resp. multiplikativniho) spojeni zbytkovych
tfid modulo 4 lze zapsat pomoci tabulky (tabulky ope-
race):
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+ I (0)y (1)a (2)s (3)s . l (0) (1)s (2)0 (8),
(0)s| (0)y (1)2 (2)s (3)a (0)g | (0)y (0)s (0)y (O),
(Da] (Mg (2 (3)s (0)a (e | (0)a (1) (2)s (3)4
(2)]| (2) (8) (0)y (1), (2)a | (0)s (2)s (0)s (2)
(3| B (0) (1), (2) Bk | (0 (3) (2)s (1)

Pritom v levém krajnim sloupci tabulky stoji levy séita-
nec (resp. levy dinitel) a v hornim fadku pravy séitanec
(resp. pravy éinitel).

(2) Ve skladovaci hale opravirenského podniku pou-
zivaji k zaznamu stavu raznych ndhradnich dila
k uréitému datu ¢, ,,¢iselny obdélnik“. Sklada se z n
radka a m sloupct, obsahuje tedy nm &isel. Kazdé z nich
poskytuje informaci o tom, kolik ndhradnich dilti daného
druhu je ve skladu k dispozici. Takovy é&iselny obdélnik
se nazyva n X m matice; nm &fsel a; nazyvame proky
matice. Znazornujeme-li je pomoci proménné, je pouziti
dvojitého indexu udelné.

} k-ty sloupec

{ TR T ql,,,\
i'ty f‘édek — ‘)0;“ v Qg o Gy,
Gpy « oo Oppe - a,,”,,’ n X m matice

Prvni index ¢ prvku a;;,. matice 4 nazyvame Fddkovijm in-
dexem. Udava, ve kterém Fadku prvek stoji. Druhy index
k, sloupcovy index, vyjatuje, Ze ay. patii do k-tého sloup-
ce. Tak napi. prvek ags (¢ti: a-tfi-pét) stoji v 3. rddku
a 5. sloupci matice. Dvojice (n, m) pfirozenych &isel
popisuje typ matice. Tak matice typu (4; 7) ma pravé 4
tadky a 7 sloupci. Matice budeme oznaéovat velkymi
pismeny A, B, C, ... Dvé matice A = (ay) a B = (by)
stejného typu (n, m) se rovnaji, pravé kdyz se rovnaji po
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slozkéch, tj. pravé kdy? plati: @, = by proie {1,2, ...,
n}a ke {1,2, ..., m}. Takto definovana rovnost matic
je relace ekvivalence. P¥irastek a ibytek nahradnich dild,
ke kterému dojde v urtitém ¢asovém obdobi, miZe byt
pravé popsan n X m matici. Kladnd éisla charakterizuji
ptirtistek, zaporna ¢&isla bytek a ¢&islo nula znaédi, Ze
nedoslo k Zddnym zménam. ,,Novy* stav v &ase ¢, dosta-
neme ziejmé tak, %e pro kaidy nahradni dil k pivodni-
mu pottu pFi¢teme to &islo, které udava prirtstek, resp.
ubytek tohoto dflu. To neznamend nic jiného, nei Ze
obé matice musime sedist nasledujicim zpisobem:

Q1 Qg - - - Gy bibys ... bn
g1 Oz - Gam | [ borDs oo b

a’n] a,,2 L] a’nm bnl bnz o v bnm

Gy + by e + by G+ by
Qg + by @gp + by ... Qyp + by, (3)

Guy + by Guy + bag o .. Gpy + bume

resp. ve zkracené forme (ay) + (by) = (@u + bu).
Ziejmé je soudet dvou n x m matic, jejichz prvky jsou
cela &isla, zase n x m matice celych ¢isel. Musime si
uvédomit, Ze (3) definuje soudet matic jen pro matice
stejného typu. Tak napt. je

(217 9—1 8_[11015
530]+[—4 011]‘ 1311)'
Naproti tomu matice
21 219 —3
[3 0] 21518 —4
47
se podle (3) setist nedajf.
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Problematika stavu zasob zprvu vyzadovala uvazovat
jako prvky matice cela &isla. Upustime-li od této vécné
souvislosti, rak muZeme jako prvky matice piipustit
i raciondlni nebo reilns ¢&isla. Matice, jejichZ prvky jsou
redlnd ¢isla a majf tvar 1 X m, resp. » x 1, nazyvame
Fddkovym, resp. sloupcovym vektorem. (3) tak kromé ji-
ného definuje i soudet takovychto vektoru.

Nyni jsme blizko otazce, zda lze matice také ,,nasobit*‘.
Otazku musime nejdfive upfesnit: MiZeme definovat —
vedle s&¢ftani matic — maticovou operaci tak, aby byla
adelna, tj. aby jednak mélo smysl pouiit ji pii Feseni
problém, jednak aby se ,;snaSela‘ s uz uvedenym sé&i-
tinfm matic? Vyjdéme opét z konkrétni problémové
situace: V podniku se vyrabéji tii meziprodukty M,, M,
a M,; pro kaZdy z nich je potfeba uréité mnozstvi suro-
vin 8, a §,. Matice 4 poskytuje piehled o jejich spotiebé.
Matice B charakterizuje, v jakém rozsahu se oba mezi-
produkty podileji na vyrobé obou koneénych produkta
K, a K,

M, M, M, K, K,
8, (12 4 3) _p M1 5

S, 2 8 77" M2[4 2]:3.
M, 7 11

Chceme-li nyni védét, kolik jednotek suroviny S, je
potfeba k vyrobé koneéného produktu K,, pak zfejmé
musime selist soudiny 12.1, 4.4 a 3.7. Odpovidajicim
zplsobem mufeme pro kaZdy z obou konednych pro-
duktd uréit spotfebu surovin vzhledem ke kaZdé z nich
zvlast a vysledky zapsat do 2 X 2 matice. Data urdena
maticemi A a B k tomu plné dostaduji. Zilez{ tedy jen
na tom, abychom vhodné popsali operaci mezi maticemi
A a B. Podle naseho ptikladu dostavime:

95



.....

soudini nékterych prvkia A a B. Abychom dostali prvek
¢; v i-tém Fadku a j-tém sloupei matice C, musime -ty
Fidek A ,,vyndsobit'‘ j-tym sloupcem B (v tomto pota-
di). Jak se tvoti kaidy z téchto souéini ,,fadek krat
sloupec, si dobfe zapamatujete z nasledujiciho sché-
matu:

byj m :
(a“ (!,,-2 “ e (l,im). ?2" = .. .k_zlffikb“ e == o (Eij « e

.
bm i

Tyto definice nasobeni matic miZeme zapsat také strué-
néji:

(@) (by) = (ké:nlau.bk,-) = (cy)- (4)

Cheeme-li # x m matici A nasobit r X s matici B podle
(4), musi mit prvni &initel A pravé tolik slouped, kolik
mé druhy é&initel B tadki, tj. musf byt m = r. Matice
A, B s touto vlastnosti nazveme sdruené (v tomto po-
Fadi).

Vyjdeme-li opét z toho, Ze prvky matic jsou redlna
¢isla, je nasobeni ve (4) zavedeno pomoci séitani a naso-
beni reilnych &isel. Ke vztahtim mezi séitanim a néso-
benim matic dojdeme v odstavei 3.2,
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(3) V odstavci 1.6 bylo objasnéno sklddani pfifazenf.
Je-li M libovolnd neprizdnd mnoZina a 7 mnoZina
viech prostych zobrazeni M na sebe, pak je sklada-
nim prvkia z 7', tzv. transformaci mnoziny M, déna ne-
omezené definovana bindrni operace v T': Vysledkem
sloZzeni dvou prvkil g a v z T je takové zobrazeni, které
dostaneme, jestlize na kazdy prvek a € M provedeme
nejprve g a pak na obraz g(a) zobrazeni 7.

:1(-/
Q T

q*t- Y oT(qlal

Objasnime tento obecny postup na piikladech: Necht
M je kone¥nd mnozina {1, 2, 3}. Pak se T skldd4 ze Sesti

zobrazeni =, = 123 Ty, = 123 Ty = 123 Ty, =
17 |1238)° 2 |132) U8 213 ¢

= [g?]’ s = G%g] 8 ! = (;?g] Tato &fsla v za-

vorkach nejsou matice, jak jsme s ntmi pracovali v pif-
kladu 2, ale znizornuji tabulky hodnot. SloZime-li napt.
123) (128) _(123) _ 5.
213)"|312) ~(132) = T 2
cvideni slozte dalsi zobrazeni, nap¥. n, a m,, pfipadné
T, A 7,!
Obsahuje-li M pravé » prvkua 1, 2, ..., n, skladd se T
7z 1.2 ... n = n! zobrazeni mnoZiny M na sebe. Kazdé
mozné pofadi(sy, ..., %.) nriznych prvki z M ve schéma-

ny 8 75, dostaneme [

tu [: i2 T :"] popisuje totiz pravé jeden prvek 7.
7S

Ka%dé prosté zobrazeni konedné mnoziny M na sebe
se nazyva permutace.
Necht E je mnoZina vSech bodl roviny. Z mnoZiny
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v8ech prostych zobrazeni E na sebe vyberme mnoZinu
viech shodnosti 8. To jsou posunuti, otodeni, osové sou-
mérnosti nebo takova zobrazeni, kterd dostaneme slo-
Zenim uvedenych specialnich zobrazeni. Ztejmé sloZenim
shodnych zobrazeni vznikne opét shodnost, to jste pouzi-
vali uz ve Skole. Skladanim shodnosti je na E dana
neomezené definovana operace. Prevadi-li shodnost ¢
obrazec @, tedy neprazdnou podmnoZinu mnoziny E,
na obrazec @', nazyvaji se @ a @ kongruentni (shodné).

(4) Budeme se zabyvat mnozinou F vsech funkeci
realné proménné definovanych na intervalu (a, b)
redlnych é&isel. V F zavedeme jako séitani funkei
nésledujici operaci oznadovanou @:

(f ® ¢g) () = f(x) + g(x) pro libovolné f, ge F a pro
viechna z e {a, b). (5)

S¢itani funkei je tedy zavedeno prostfednictvim séi-
tani funkénich hodnot — to jsou realna éisla. Tato ope-
race ge u#iva vidy, kdykoli jsou funkce aditivné spojeny.
Tak muZeme napf. f(x) = mx + »n chapat jako soudet
funkei f,(x) = mx a fy(x) = n, funkei g(x) =sinz +
+ cos z jako soudet funkei ¢,(z) = sin z a g,(z) = cosx
(srov. obr. 28).

34

1
—

gixl=cos x
Q;r/g(xhsinxocosx
n 2 /

X

N

g,/x)=sin x

Obr. 28
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Omezime-li se na funkce, jejichZ definiéni obor je mno-
Zina vs8ech celych kladnych ¢&isel, tedy na posloupnosti
realnych ¢&isel, definuje (5) zaroven i séitani é&iselnych
posloupnosti a dasto pak piseme:

(@) @ (b,) = (a, + by) pro libovolné posloupnosti (a,),
(bn)- (5"

Soutet dvou posloupnosti (a,) a (b,) se tedy sklada z éle-
nt a, +b,a, +by, ...,0, + by, ... Za)imavé je, Ze
soutet dvou konvergentnich posloupnosti je vidy zas
konvergentni posloupnost.

(5) Nakonec jesté spojime dohromady nékolik dvojic
operaci. U% v odstavci 1.4 byly napadné analogie mezi
vlastnostmi operaci () a |J. Ukazuje se, Ze shody ta-
kového druhu se mohou vyskytnout i u jinych dvojic.

Necht T = {1, 2, 3, 4, 6, 12} je mnozina vsech celych
kladnych ¢isel, jez jsou déliteli ¢isla 12. Utvoreni nej-
vétsiho spoleéného délitele (resp. nejmensiho spoleéného
nasobku) dvou libovolnych prvka z T davé vidy jedno-
znaéné uréeny prvek z T, tj. v T jsou neomezené defino-
viany obé operace a Ab = D(a,b) a avyb = n(a,bd).
Uz z porovnani tabulek obou operaci 1ze uéinit zajimava
odhalenf.

V R byly tvofenim maxima, resp. minima dvou real-
nych ¢&isel zavedeny dvé operace (a, b) > max (a, b)
a (@, b) — min (a, b). Kazdé uspotridané dvojici (a, b) €
€ R x R je operaci ,,max‘‘, resp. ,,min‘‘ jako vysledek
pfitazeno to z &isel @ nebo b, které neni mensi, resp. nenf
vétsi nez to druhé. Jak jsme vidéli, neni snadné pro kaz-
dou ,,novou‘‘ operaci nalézt novy spojovaci znak. Casto
jsme sahali pro znamé symboly (napf¥. ,,.*‘), i kdyZz se
nejednalo o operaci v ¢iselném oboru. Tak budeme po-
stupovat i napii§té a nové spojovaci znaky budeme
pouzivat jen tam, kde by mohlo dojit k zaméné.

99



JE 17,29% Z 93,6 ROVNO 93,6 %
Z 17,217

3.2 VLASTNOSTI OPERACIH
Ctendf sc seznimi s vlastnostmi operaci; zjisti, za jakych
podminek je operace komutativni, asociativni, pop¥ipadd
invertibilnf

Uvidime, 7e otdzku poloZenou v nadpisu je snadné
zodpovédét. Poditame-li totiZ a procent z b, pridemz @
a b jsou libovolné zlomky, pak je uspofddané dvojici

. L vy b
(@, b) jednoznaéné ptifazeno zlomek -1%(—). Budeme
poditani procent chapat jako operaci neomezené defino-
vanou na Q*, budeme pro ni uwifvat znaku 9, a psat

a% b= Tt:)% Shora poloZenou otdzku miZeme nynf

pFevést na otdzku obecnéjsi, zda pro libovolné a, b € Q*
plati @ % b = b 9, a. Je-li vysledek nezavisly na potadf
,»operandi‘‘, nazyva se operace komutativni.

Definice 3.2. Neomezené definovand operace o na
mnoZiné M se nazyva komutativni, pravé kdy% pro
véechna a, be M platiaob =b o a.

Vime, Ze séitdni celych &isel a ndasobeni zlomka patii
mezi komutativn{ operace. Diky posledni skuteénosti se
d4 ukézat, Ze operace 9%, je na Q* komutativni: plati
a%b =%=»% =b %a pro viechna a, be Q*.
Tim je také zodpovézena otdzka z nadpisu: Plati-li
totiz @ % b = b 9% a pro viechny zlomky a a b, plati
také 17,2 9%, 93,6 = 93,6 9, 17,2, Naproti tomu z rov-
nosti 2¢ = 42 neplyne, Ze umociovan{ ptirozenych &isel
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je komutativni operace; je piece moZné hned uvést
protipiiklady.

Vyjmenujme ted nékolik dalsich ptiklada komutativ-
nich operaci: Séitani a ndsobeni zbytkovych t¥id (srov.
pfiklad 1 v odstavci 3.1) jsou operace s touto vlastnosti.
Pro libovolné zbytkové tiidy ()., (b). totiz plati:

(a’)m + (b)m = ((1« + b)m = (b + a)m = (b)m -+ (a')m

(a)m'(b):n = (a’b)m = (ba’)m = (6)n-(a)n-

Protoze sé¢itani a nasobeni zbytkovych tiid bylo defino-
vano pomoci séitani a nasobeni celych &isel, je pochopi-
telné, Ze podivame dikaz vlastnosti téchto operaci se
zbytkovymi t¥idami odkazem na odpovidajici vlastnosti.
operaci na Z. Objasnéme tento princip jesté na dalsich
ptikladech:

S¢ftanf realnych funkef definovanych na intervalu I
je komutativnf operace. Byla definovana pomoci séi-
tani redlnych &isel; plati proto f @ g = g @ f pro libo-
volné funkce f a g z F diky rovnosti (f ® ¢g) (z) =
— f@) + g(x) = g(x) + /(=) = (g ® ) () pro viechns
z € I. Snadno se miZeme piesvédiit, Ze komutativni je
i séitani posloupnost{ redlnych &sel (opét chapané jako
specidlni funkce s definiénim oborem N,).

Podobné je komutativni s¢itani matic stejného typu,
zavedené v ptikladu 2 odstavee 3.1, nebof plati:

(@) + (b)) = (@u + by) = (by - ay) =
= (by) + (@u).

Nisobeni sdruzenych matic bylo sice definovano pomoci
séitan{ i ndsobeni redlnych &isel — obé operace jsou ko-
mutativni; domnénka, Ze na zakladé toho je také na-
sobeni matic komutativni, se viak ukazuje jako nesprav-
na. Je-li tfeba matice A typu (2; 3) a matice B typu

&
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(3; 4), souéin AB sice existuje, ovSem maticc B a A se
v tomto potadi ndsobit nedaji, ponévadZ nejsou sdru-
Zené. I kdyZ sec omezime na étvercové matice typu (n, n),
je mozno uvést protiptiklady jako

) (0)=(07)
(o) (7 —1)=(=2 o)

Skladani transformaci v mnoZiné M (srov. piiklad 2
v odstavci 3.1) je obecné nekomutativni operace, jak
ukazuje uz sloZeni dvou nasledujicich permutaci:

123) (123) (123) (123
231)'321—213J¢132]—

(123)(123
o (3 2 1]'[2 3 IJ'
Mizeme ale dokdzat komutativitu skladani pro specidlni
mnoziny transformaci, napf. pro mnozinu vsech posu-
nuti v roviné, nebo i pro mnoZinu vsech otoc¢eni kolem
pevného bodu roviny.

Nakonec si je§té uvédomme, ze véechny operace uve-
dené v piikladu 5 odstavce 3.1 jsou komutativni, nebot
jisté plati a Ab = b A ¢ pro viechna celd kladna ¢isla
a, b a max (z, y) = max (y, «) pro vSechna redlna &isla
x, .

Ze jsou obé operace () a |J komutativni, bylo pred-
vedeno uz v odstavci 1.4. Mame-li zjistit pranik t¥i mno-
zin A, B a C, muZeme utvorit nejprve A () B a pak pra-
nik této mnoziny s mnozinou C. Ale muzeme také podi-
tat prinik 4 s pfedem zjisténym pranikem B 0 C.
Bylo by jisté zlé, kdyby oba postupy vedly k riznym
vysledktm. Tvrzeni(A N B) N C = A N (B N O)z vé-
ty V(1.2) nas vSak uklidiuje.
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Je-li néjaka operace ,,nezavisla na uzavorkovani jed-
notlivych prvki‘, jako nap¥. i sjednoceni mnoZin nebo
soudet a nasobeni redlnych é&isel, nazyva se asociationi.

Definice 3.3. Operace o v mnoziné M se nazyva asocia-
tioni, pravé kdyz pro viechna a, b, c € M plati
(@ob)oc=ao(boc).

Zatimco u asociativni operace muZeme jednotlivé
operandy libovolné spojovat a provadét na nich postup-
né danou operaci, u neasociativnich operaci musime
vidy dbat amluvy, Ze pokud nejsou ‘pouZity zivorky,
postupujeme pii provadéni operace jako pfi psani zleva
doprava. To znamend, Ze 9 —5—3 je totéz jako
(9 — 5) — 3, coz musime odliSovat od 9 — (5 — 3).

Dikaz, Ze séitani a nasobeni zbytkovych t¥id je asocia-
tivni, je pomérné jednoduchy. Také séitani funkei
zavedené v piikladu 4 odstavce 3.1 ma tuto vlastnost,
nebot plati:

(D9 DA (@) =(f DY) () + k) =
= (f(®) + g(@)) + h(z) =
= f@) + ((x)+h(x))=
=f@)+ (gD r @) =D (g Dh)(2)

pro libovolné funkce f, g a b a pro vsechna ze I
Skladéni permutaci, otadeni nebo soumérnosti je
asociativni, nebot dokonce skladani libovolnych ptifa-
zeni mé tuto vlastnost (srov. odstavec 1.6).
Prozkoumejme jeSté nékteré operace uvedené v pii-
kladu 5 odstavce 3.1. Asociativita () a {J byla uZ uka-
zana v odstavei 1.4. Plati ale také

(1) max (a, max (b, ¢)) = max (max {(a, b), ¢) a
(2) min (@, min (b, ¢)) = min (min (a, b), ¢).

V (1), resp. (2) je totiz v kazdém z obou vyrazit uréeno
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to z &isel a, b, ¢, které neni mensf (resp. nenf vétsi) nez
kazdé z obou zbylych &fsel.

Pii dikazu asociativity ,,nejmensiho spoleéného déli-
tele’* je potfeba jednoznaéné vyjadiit kazdé piirozené
¢slo jako souéin mocnin prvoéisel. Ptirozené &fslo n
plitom piSeme jako soudin mocnin viech prvodisel,
pfi¢emZ je exponent roven nule, pravé kdyZ piisludné
prvodislo neni délitelem ¢&isla n. Kuptikladu je

14 = 2:.3°.5°, 7. 11° ..., 3
20 = 22.30.51.70.11° .. .,

pfitemz . .. naznatuje, e viechna dalsi prvoéisla vystu-
puji v rozkladu s exponentem nula. Vystupuje-li v roz-
kladu na prvoéinitele &isla a (resp. b) prvoéfslo p s expo-
nentem «, (resp. f§;), obsahuje, jak znidmo, nejmensi
spoleény délitel D(a,b) toto prvoéislo s exponentem

min (a,, B;). Platf tedy pro a = II p}, b= 1I pfi
i€Np

i€Ng
a ¢ = II pfi také D(D(a,d),c) = II ppintminta;fp.7) —
1ENp 1€No
— Il priaa,obv) — D(a, Db, c)),
i€Ng

pri¢emZ jsme vyuzili prve dokazanou asociativitu ope-
race tvofeni minima. Analogicky ukaZeme, Ze také
operace nejmensi spoledny nasobek je asociativni, pii-
temz se vyuzije (1).

Stitini a nasobeni redlnych &isel je jak komutativni,
tak i asociativni; odéitani a déleni nemaji Zadnou
z téchto vlastnosti. Pfesto je domnénka, Ze komutativita
a asociativita jsou navzajem souvisejici vlastnosti ope-
race, nespravna. Existuji komutativni operace, jeZ nejsou
asociativni, nap¥. tvofeni aritmetického priméru dvou
realnych &sel, a asociativni operace, jeZ nejsou komuta-
tivni, nap¥. skladani permutaci.
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Nepostaditelnost ciselného oboru pfi poéitini byva
fasto podnétem k jeho rozsiteni. Zjistime, Ze jisté rov-
nice v daném oboru nemaji feSeni. Tak napt. v Ny nejsou
FeSitelné ani vsechny rovnice tvaru a 4+ x = b, ani
viechny rovnice tvaru ay = b pro dand a, be N,
Rikédme tomu, Ze séitani a nasobeni neni v N invertibilni,
tj. dva séitanci (Cinitelé) sice urdujf jednoznadné svij
soudet (souéin), obricené se ale vidy neda ze souétu
a jednoho sé¢itance (soudinu a jednoho dinitele) uréit
druhy séitanec (&initel).

Definice 3.4. Neomezené definovand operace o ng
mnoZiné M se nazyva invertibilni, pravé kdyz pro libo-
volnd a, be M existuji x a y z M takovd, Ze plat{
aox =bayoa =hb.

Nasobeni v mnoZiné raciondlnich é&isel riznych od
nuly je invertibilni operace. Naproti tomu nasobeni
libovolnych redlnych ¢isel tuto vlastnost nema, protoze
napt. rovnice 0.z = 17 nema v R feSeni. Vlastnost
invertibility operace o je totoZna s poZadavkem existen-
ce Feseni rovnic uvedenych v D(3.4), tj. operace o je
v M invertibilni, pravé kdyz kaZdi rovnice e« o 2z = b
ayoa = bma v M alesponi jedno Fesent.

Skladani transformaci mnoziny M je invertibilni
operace. Na dikaz ukaZme pro dané transformace g a 7
feSeni rovnice p.x = 1. ProtoZe p(p71.7) = (p.07Y) .7 =
= 7, spliuje tuto podminku z = p~'.7. Pfitom je p7!
inverzni zobrazeni k ¢ a spolu s ¢ a 7 jsou také p™?!
a ¢ '.7 prvky mnoziny T vécech transformaci M. Odpo-
vidajicim zplsobem se ukaZe, Ze i kazda rovnice 4.9 = 7
pro g, 7€ T ma v T FeSeni.

Proto je i sklédini viech permutaci konedné mnoZiny
M invertibilni.

Séftani matic a séitani funkei jsou invertibilni operace.

105



Neni obtizné tato tvrzeni dokazat. PouZije se pouze
toho, Ze séitani realnych é&isel ma tuto vlastnost,.

Také séitani zbytkovych tid je invertibilni operace,
nebot kaZda rovnice (a), + (2),, = (), ma FeSenf
(). = (b — a),,, protoZe pro dana celd ¢isla @ a b mé
rovnice @ + x = bv Z vidy fFeSeni, totiz r = b —a.
Ze nasobeni zbytkovych t¥id vzhledem k libovolnému
modulu m invertibilni byt nemusi, ukazuje nasledujici
protipfiklad: Rovnice (2),.{x); = (3), nema v mnoZiné
véech zbytkovych tiid modulo 4 Fesenf, nebot jinak by
muselo existovat celé &islo x takové, Ze 2x — 3 = 4c
pro ce Z. Na levé strané této rovnice stoji ale liché,
¢islo, zatimeo na pravé strané vidy sudé &islo.

Také nasledujici operace nejsou invertibilni. Dukaz
dostaneme v kaZzdém jednotlivém piipadé nalezenim
rovnice, kterd v oboru pfislusné operace nema feseni.
Prekontrolujte to!

— Nésobeni étvercovych matic

01} fxy)y (22
[0 2]'[2 u] _[l 2J'

— Tvofeni priniku mnozin {a,b,¢} N X = {a, d}.
— Tvofeni sjednoceni mnozin {a, 0} U X = {a}.
— Nejvétsi spoleény délitel dvou D(4, x) = 6.

¢isel v mnoZiné vsech délitelu

éisla 12
— Nejmensi spoleény ndsobek  n(4, z) = 2.

dvou &isel v mnoziné vech

délitelt disla 12
— Tvofeni maxima, resp. mini- max (4, x)

ma dvou redlnych &isel min (z, 3)

1,
100.

[

Existuji invertibilni operace, jez nejsou komutativni,
napf. sklddani transformaci, a také invertibilni operace,
jez nejsou asociativni, nap¥. tvofeni aritmetického

3
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prum€ru dvou racionilnich éisel. Vlastnost invertibility
neni tedy svazdna ani s komutativitou, ani s asociativi-
tou.

Z rovnostia + ¢ = b 4 ¢ miZeme usuzovat na e = b,
tj. s¢itanec ¢ na obou stranach rovnosti smime vyskrt-
nout. Také rovnost ac = be, kde a, b, ¢ jsou celd &isla, se
da zkratit na a = b, pokud c¢ je éislo razné od nuly.

Definice 3.5. Rikdme, e neomezené definovana ope-
race © na mnoziné M ma vlastnost krdceni, pravé kdyz
pro libovolna a, b, c € M soudasné plati (1) a (2):

(MHZaoc
(2)Zcoa

=bocplynea = b.
=cobplynea = b.

Stejné jako komutativita a asociativita, je i moZnost
kriceni vlastnost dané operace; proto nemiZzeme pfe-
chod od aoc=boc¢ k ¢ =b motivovat ,,délenim*
obou stran rovnosti &islem ¢, tj. uZitim dalsi operace.

Pravidla vyjadiens v (1) a (2) definice D(3.5) se nazy-
vaji — ne prilis i¢elné — pravidla kraceni, i kdy?Z zfejmé
s kradcenim zlomkd nijak nesouviseji.

Je jasné, Ze pro komutativni operace z podminky
(1) plyne podminka (2), a obracené, také podminka (2)
dava podminku (1). Jak uZ zduraznil pFedchozi pfiklad,
z ¢.0 = b.0 neplyne a = b. MiZe tedy nastat piipad,
Ze operace nema vlastnost kraceni, pfesto vSak jisté
prvky jejiho nosi¢e mbzeme vidy ,zkratit‘. Rikime
pak, ze takovy prvek je reguldrni. Cislo nula je sice viigi
séitani raciondlnich é&isel reguldrni, ne vsak vzhledem
k nasobeni. »

Zatimco invertibilita operace o v mnoziné M je to-
toinda s podminkou existence feSeni linedrnich rovnic,
vlastnost kraceni zaruduje jednoznaénost jejich Feseni.
MiuzZeme tedy vyslovit nasledujici vétu:
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Véta 3.1. Je-li operace o definovand v mmoZihé M
tnvertibilni a ma-li pfitom vlastnost krdcent, pak pro libo-
volnd a, b€ M md kakdd z rovnic aocx =bayoa =b
prdvé jedno Fesent.

Dikaz. Existence FeSeni je zarudena vlastnosti inverti-
bility operace o; zbyva ukazat jednoznaénost. Piedpo-
kladejme, %¢ @ c x = b ma dvé rizni Fedeni z, a wx,,
takZie z a o x; = b a @ o x, = b diky rovnosti pravych
stran plyne i rovnost levych stran: @ o z; = a o x,, a na
zakladé vlastnosti kraceni je x, = z, ve sporu s piedpo-
kladem. Analogicky se dokéze, Ze také kazdd rovnice
y o @ = b ma pravé jedno FeSeni.

Skladani transformaci mnoZiny M, ale i s¢itani zbyt-
kovych t¥id, séitani matic a funkeci jsou operace s vlast-
nosti kraceni. Abychom to dokazali- pro posledni tii
jmenované operace, musime vyuzit skuteénosti, Ze séi-
tani celych &isel (resp. redlnych disel) ma vlastnost kra-
ceni. UkdZeme to na prikladu séitdni funkef definova-
nych na intervalu I: Podle pfedpokladu plati f®g=
=h®g, tedy pro vsechna xe I (g =0O
@ 9) (2). Odtud plyne f(x) + g(x) = h(z) + g(z), coi
je rovnost redlnych ¢isel, tudlz f(x = h(x) pro vSechna
ze I, tedy f = h.

Naproti tomu nasledujici operace nemaji vlastnost
kraceni, coz dokaZzeme udinim protipfikladu:

— Nasobeni étvercovych matic:

* )=
aviak [8 ;]7&[; _}J
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— Tvoteni priniku mnoZin:

Je  {a¢} 0 {a b} = {a,d} N {a, B},
aviak {a,c} # {a, d}.

— Nasoben{ zbytkovyech tfid:

Je  (0)4.(2)g = (0),.(3)s,
avSak (2), # (3),.
— Nejmensi spole¢ny nasobek
v mnoZiné vSech délitelu é&isla 12:
Je n(3; 4) = n(6; 4),
avSak 3 £ 6.

— Tvofeni maxima redlnych &isel:

Je max (2; 17) = max (1; 17),
aviak 2 #£ 1.

Nyni uZ také jisté nebude obtiZné najit ptiklady, jez
ukazuji. Ze nejvétsi spoleény délitel dvou pFirozenych
¢isel, sjednocenf mnozin stejné jako tvoreni minima dvou
realnych ¢isel nejsou operace s vlastnostf kracen.

Jestlize jsme a% dosud uvaZovali vlastnosti, jeZ se ty-
kaly jen jedné operace, budou nas ted zajimat pravidla,
kterym podléh4 ,,souhra‘* dvou operaci v mnoziné M.

f FDeflnice 3.6. Na mnoZiné M necht jsou neomezené
definovany dvé operace oznadené jako ,,nisobeni‘‘ o a ja-
ko ,,séitdni $. Nésobeni se nazyva distributioni vzhle-
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dem ke séitdni, pravé kdyz pro viechna a, b, c € M plati
aobc)=(@ob)H(acc)
bHcyoa=(boa)H(coa).

Nasobeni v R je distributivni vzhledem ke séitani,
nebot plati a(b +¢) =ab +aca (b +¢c)a = ba + ca,
tj. smime ,,odstranit zavorky‘ a ¢isla ,,roznasobit®.
Naproti tomu séitani neni distributivni vzhledem k na-
sobeni. Formulace v D(3.6) také ukazuje, Ze vztah
»,je distributivni k* neni symetricky.

V obou rovnostech v definici D(3.6) jsou na pravé
strané uZity zavorky; to znamena, Ze nejdiive po&itdme
»soudiny a pak ,,soudet souéinta‘‘. To, Ze je pfi poéitani
s tisly mtZeme vypustit, spoéiva v Gmluveé, zZe ,,ndso-
benf ma prednost pfed séitdnim*‘‘. Budeme tuto umluvu
prenaset i na jiné operace, pokud nebude hrozit nedoro-
zumeénf.

Nésobeni zbytkovych tiid se chova distributivné ke
séitdni. Pro libovolné zbytkové t¥idy (@)w, (B)m, (€)m
plati

(a)m-((b)m "‘ (G),,,) = (a)m-(b + c)m = (a(b + C))m =
= (ab + ac), = (ab),, + (ac), =
= (a’)rn'(b)m + (@) (C)m-

Rozmyslete si, které vlastnosti séitani a nasobenf
celych ¢&isel se vyuzily pfi tomto malém dikazu!

V piikladu 2 odstavee 3.1 bylo zavedeno s&itani
a nasobeni matic na zakladé dvou raznych problému
z oblasti ekonomie, k jejichz formulaci se obé operace
hodily. Pfekvapuje proto, Ze obé tyto operace definované
zdanlivé nezavisle jsou spolu svazdny vlastnosti distri-
butivnosti. Objasnéme tuto skute¢nost nejprve na spe-
cidlnich piikladech 2 x 2 matic!
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Pro libovolné matice A, B a C takové, e B a C jsou
stejného typu a A a B jsou sdruZené, plati

(@) ((bxs) =+ (exy)) = (@) (by; + cry) =
= ( T aulby + ;) = ( Z aaby + Zager) =
k=1 k=1 k=1

n n
= (kz aybr;) + (kzlafikcu) = (@) - (biy) + (@a)-(cws)-

Tim je dokazin jeden z obou pozadavkid D(3.6). Ze
nasobeni a séitani spliuje i druhou rovnost, je mozno
ukazat analogicky.

Ve vété V(1.2) odstavece 1.4 bylo zduraznéno, Ze
operace () a {J jsou dokonce navzajem distributivni.
Je zajimavé, Ze takoviato symetrie vzhledem k vlast-
nosti distributivnosti je i u obou dalsich dvojic operaci
zavedenych v piikladu 5 odstavce 3.1. Plati jak

D(a, n(b, ¢)) = n(D(a, b), D(a, c)),

tak i nia, D(b, ¢)) = D(n(a,

. n(a, ¢)),

b)
max (@, min (b, ¢)) = min (max (e, b), max (a, c)),
min (@, max (b, ¢)) = max (min (@, b), min (a, ¢)).

Dikazy pienechavame &tenaii.

TEZKA ULOHA ,MUZE V CERNEM*
3.3 PRVKY SE SPECIALNIMI VLASTNOSTMI
O neutrdlnich, pohleujicich a navzijem inverznich prveich

Nem4 vibec lehkou tlohu, ,,muZ v ¢erném"“, jak se
také &asto pfi kopané ¥ikd rozhodéimu — ,neutralu®.
Zatimco kazdy hra¢ miZe nasadit vSechny své schopno-
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sti a volni vlastnosti, aby svému muZstvu co nejvice
dopomohl k vitézstvi, musi se rozhodéi chovat neutralné.
Kazdé své rozhodnuti éini saim na zakladé pravidel,
jeho mozné sympatie ¢i antipatie k jednomu muZstvu
nesméji ovlivnit vyvoj utkani.

S¢itame-li cela &isla, hraje roli ,,neutrala‘ nula. Pro
libovolné celé é&islo ¢ plati 0 4+ ¢ = ¢ + 0 = ¢, tj. &islo
nula pFi séitdni ostatni &isla neovliviiuje. Proto také
nazyvame nulu neutrdlnim prokem vzhledem ke séitdni
celyjch éEisel.

Takové neutrilni prvky najdeme i v jinych sousta-
vach. Tak 1 se chova neutralné pii nasoben{ racionalnich
éfsel — jak znamo, plati 1.a = a.1 = a pro vsechna
a € Q. 1 neni oviem neutraln{ vidi séitani, stejné jako
nenf nula neutralni viédi nasobeni. Muz, ktery je urden
jako rozhodéi na zipasy kopané, se piece také muze
ziéastnit zdpasu v hazené jako hra¢ a rozhodné tam
nemusf byt neutralni.

Definice 3.7. Prvek » mnoziny M se nazyva neutrdlni
prvek vzhledem k neomezené definované operaci o na M,
pravé kdyZ pro viechna a € M platf

aon=no0a =a.

Plati-li @ o » = a (resp. » 0 @ = @) pro viechna a € M,
nazyva se n pravy neutrdini (resp. levy neutrdini) prvek
operace O.

Ziejmé je kaidy neutrilni prvek zirovein pravy neu-
tralni, tak i levy neutralni.

Pokusime se vypatrat jesté dalsf neutralni prvky:
(0)a, resp. (1), jsou neutralni prvky v mnoziné zbytko-
vych tfid modulu m vzhledem ke séftan{, resp. vzhledem
k nasobeni zbytkovych t¥id. Dikaz (jednoduchy) se vam
jisté podafi. VyuZije se pfitom skutednost, Ze O (resp. 1)
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je neutralni prvek vzhledem ke séiténi (resp. nasobenf)
celych &isel.

Pii s¢ftanf matic stejného typu hraje roli neutralniho
prvku jak snadno nahlédneme, matice, jejiz prvky jsou
vesmés nuly. Nésobime- 11 n X n matici A zlevan X n
matici

10 0
1
e ik
0 0 1

dostaneme E.A = A, nebof pfi nisobeni i-tého tidku
matice A k-tym sloupcem matice E dostaneme soudet
soudint, jez jsou vesmeés rovny nule s vyjimkou souéinu
ay..1. Také kdyZ ndsobime matici A zprava matici E,
dostaneme opét A: platf jak E.A = A, taki A.E = A,
adkoli jak znamo, ndsobeni matic neni komutativni.
Vyjasnéte si ptisobeni matice E pi#i nasobeni prozkou-
manim piikladd, které si sami vyberete!

Tak jako v mnoziné zbytkovych ttid jsou i v mnoZiné
n X n matic definoviany dvé operace ,,séitdni* a ,,néso-
beni‘. Viadi kazdé z obou operaci existuje neutrilni
prvek. Pro lepsf rozliSeni se neutralni prvek vzhledem
k aditivné popsané operaci také nazyva nulovy pvek
a vzhledem k multiplikativné popsané operaci jednotkovij
prvek; diky analogii s ¢isly 0 a 1 opravdu sugestivni
oznadeni pro neutrilni prvky.

Identické zobrazenf ¢ je prvek mnoziny 7' vsech transfor-
maci mnoziny M. Je-li nyni ¢ libovolny prvek z T,
plati jak (c.¢) (a) = p{ia)) = @la), tak i (¢.i) (@) =
= i(p(a)) = p(a) pro véechnaae M, tj. 1.9 = p.1 = .
Je tedy ¢ neutralni prvek vzhledem ke skladani trans-
formaci mnoziny M.

V mno#iné viech permutacf tii prvka 1, 2, 3 miiZe byt
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neutralni prvek znazornén jako =, = [}gg], v mno-

=
ziné vSech posunuti roviny je to posunuti PP s nulovou
,,velikosti posunuti‘ a v mnoziné vsech otoéeni roviny
kolem daného bodu je to otodeni o nulovy thel. Vzhle-
dem ke s&itani funkei definovanych na intervalu I ma
vlastnost neutrilniho prvku funkce =, kde n(z) = 0
pro viechna x € I. Je-li totiz f libovolny prvek z mnoziny
F téchto funkei, tak pro viechna x € I plati: (n @ f) (z) =
= n(@) + @) = 0 + f(z) = f(z), & tudit nDf =f,
a protoZe vime, Ze operace @ je komutativni, je také
f@n = f pro viechna f € F. Je tudiz také jasné, jak
musi vypadat posloupnost, jeZ ma hrat roli neutralniho
prvku vzhledem ke séitdni posloupnosti realnych é&isel.
V potenéni mnoziné #(M) mnoziny M je mnozZina M
sama neutralnim prvkem vzhledem k operaci () a prazd-
na mnoZina @ je neutralni prvek viaéi operaci |J. Plati
totiz AONM=MNA=4AaAd=0JA=4
pro libovolnou mnoZinu 4 z 2(M) (srov. V(1.2)).
Vim pirenechiavame nalezeni neutralnfho prvku vzhle-
dem k operacim A a V zavedenym v mnoziné vsech
délitelt pFirozeného ¢isla ¢ a prozkoumani toho, zda
existuji neutralni prvky viadi operacim ,,tvofeni maxima
dvou realnych é&isel, resp. ,,tvofeni minima dvou real-
nych ¢&isel definovanych na R.
Neni zajimavé hledat neutralni prvek vidéi operaci 9/,.
UvaZujme jesté, zda kromé 0 neexistuje jesté dalsf
neutralni prvek vzhledem ke séitini celych é&fsel. To
ziejmé nemuZe nastat, nebot za piedpokladu, Ze by
existovalo n € Z, n # 0, rovnéZ s vlastnosti neutrialniho
prvku, plyne z rovnosti n + a = a pro kaidé ae Z
ihned n = @ —a = 0, coz je ve sporu s pfedpokladem.
MuZeme to vSak dokazat jesté jinak: Piedpoklidejme,
%e n je spolu s nulou neutralni prvek vadi s¢itani. Pak
plati kromé 0 + n = n (1) také 0 + n = 0 (2). Jednou
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pouZivime toho, Ze 0 je neutrélni prvek, podruhé, Ze n
jako neutrdlni prvek pfi séitdni neovliviiuje Zadny
prvek, tedy ani nulu. Protoze levé strany rovnosti (1)
a (2) se rovnaji, rovnaji se i pravé strany. Je tedy
n = 0, tj. vzhledem ke séitani v Z existuje pravé jeden
neutralii prvek. Srovnanim obou myslenkovych postu-
pi zjistime, Ze jsme v prvém dukazu zahrnutim od&itani
celych é&isel uZili vice pomocnych prostiedki nez v dru-
hém dikazu. Protoze jsme ve druhé \vaze vilbec ne-
pouzili vlastnosti séitani celych &isel, miZeme tento
postup pouzit i na libovolnou operaci o. Tim je dokaza-
no, Ze operace v mnoziné M nemiize mit vice neZ jeden
neutralnf prvek.

Obé shora uvedené tivahy dovoluji jesté dalsi dusle-
dek: Mé-li operace o jak pravy neutrilni prvek np, tak
ilevy neutralni prvek n;, museji se diky rovnostem n; o
o np = ny, (pusobeni pravého neutralniho prvku) a ng o
o mp = np (pisobeni levého neutrdlniho prvku) oba prv-
ky shodovat. Pro operaci o mohou tedy nastat jen né-
sledujici ptipady:

— ma pravy a nemd levy neutralnf prvek,
— m4 levy a nema pravy neutralni prvek,
— nem4 ani levy, ani pravy neutralni prvek,
— ma prave jeden neutralni prvek.

V mnoZiné F viech funkei tedy kromé funkce n(x) =0
pro viechna z € I neexistuje Zadny dalsf neutralni prvek
vzhledem ke séitdni a identické zobrazeni je jediny
neutralni prvek vzhledem ke skladani transformaci.
Ve zkoumanych pfikladech nenastal pfipad, Ze by ope-
race méla jen pravy, ale nikoli levy neutrilni prvek.
Odé&iténi nezapornych celych &isel je takovou operaci,
nebot plati sice a — 0 = a pro viechna a € N, neexistu-
je viak prvek n € Ny s vlastnosti n —a = a pro libo-
volné a € N,.

Neutrdln{ prvek tedy neovliviiuje pfi provadéni ope-
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race ostatni prvky. Mohou se ale vyskytnout i specidlni
prvky, jeZ se vidi operaci chovaji pravé obracené: Po-
zorujeme-li chovani nuly pfi nasobeni reilnych ¢&isel,
zjistime, Ze tento prvek ,,pohlcuje‘ vSechna ostatni ¢isla:
Pro kazdé realné ¢&islo z plati 0.2 = x.0 = 0.

Definice 3.8. Prvek ¢ mnoziny M se nazyva agresivni
prvek vzhledem k operaci o definované na M, pravé kdyz
pro viechna x € M plati

a0 =200 = Q.

Prazdna mnozina # v #(M) vystupuje jako agresivni
prvek, uvazujeme-li ji vzhledem k operaci (0, a mnoii-
na M ma tuto vlastnost vzhledem ke sjednoceni (srov.
V(1.2)). V mnoziné M = {1, 2, 3, 4, 6, 12} je ¢&islo 1
agresivni prvek vidi tvofeni nejvétiiho spoleéného déli-
tele. Takovy prvek muZeme v M najit i pro operaci
nejmensiho spole¢ného nasobku.

Ma-li mnoZina M vzhledem k asociativni operaci o za-
vedené na M neutralni prvek =, pak je operace o inverti-
bilni, pravé kdyz jsou pro kazdy a € M Fesitelné special-
nf rovnice e c x = n a y c a = n. Je-li totiz o inverti-
biln{, jsou Yesitelné vsechny rovnice tvaru aox =b
ay o a = b, tim spiSe tedy i uvedené rovnice. A naopak,
jsou-li tyto specidlni rovnice fesitelné, jejich FeSenf oznad-
me napf. ¥ = ap, y = a;; pak muZeme hned dostat
i feSeni obeenych rovnic: ¢ 0 x = bmateSenixz =apo0 b
ayoa =>5bmaiFeSeni y = b o a;. Provedeme zkousku:
acx =ao(@ob)=(acap)ob=nob=>byoa=
=((boa)oa=bo(@oa)=bon ==

M4 tedy smysl ptat se na FeSeni — zavisejici ziejmé
jen na ¢ — rovnic ¢ o = n, resp. y o ¢ = n. Kupfikla-
du ke kaZzdému celému &islu ¢ pHslusi v (Z, +) jako fe-
genirovnice +2 = 0ay + ¢ = 0 celé &islo —c a v (R\
\ {0}, .) je racionélnimu ¢slu r = 0 rovnici r.2 = z.r =
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1
= 1 pfifazeno racionalnf éfslo x = P Cislu 0 v8ak timto

zpusobem nemuzZeme pfifadit Zadné racionalni dislo,
protoZe rovnice 0.z = .0 = 1 nema FeSeni.

Definice 3.9. Necht o je operace definovand v mnoziné
M a nechf n je neutralnf prvek vzhledem k o.
Prvek @ € M se nazyva inverznim prokem k a vzhledem
k o, pravé kdyz plati

(% aoca=aoa =n.

Platf-li @ o @ = n (resp. @ 0 @ = n), nazyva se a pravy
inverzni (resp. levy inverzni) prvek k a vzhledem k o.

Z¥ejme je a inverzni prvek k a, pravé kdyz je jak pra-
vy, tak i levy inverzni prvek k a. U komutativnich ope-
raci pojmy ,,pravy inverzni‘‘ a , levy inverzni‘‘ splyvaji.

Uvodni piiklady vedou k domnénce, #e¢ k prvku a
existuje nejvyse jeden inverznf prvek. Spravnost této do-
mnénky dokazeme pro asociativni operace v odstavci 4.2,

Diky symetrii rovnosti (*) vystupuji prvky e a @
zcela rovnopravné, tj. je-li @ inverzni prvek k «, je také a
inverznf prvek k a.

Prvek a inverzni k a ¢asto oznadujeme jako a1 (resp.
—a pii aditivnim zptsobu psanf); zamény s mocninou
a~! se nemusime obavat, jak se pozdéji ukdze.

Chceme-li patrat po dalsich dvojicich navzijem in-
verznich prvki, musime se omezit na zkoumani tako-
vych operaci, jez maji neutralni prvek. V mnoZiné zbyt-
kovych t¥id modulo 4 najdeme vzhledem ke séitdnf
ke kazdému prvku praveé jeden takovy, Ze jejich soudet
di zbytkovou tFidu (0),:(0), + (0), = (0),, (1)s +
+ (3)s = (3)s + (1)g = (0)4 & (2)4 + (2)3 = (0),.

Naproti tomu neexistuje zbytkova t¥ida modulo 4,
jeZ by byla fesenim rovnice (2),.(x), = (1), tj. zbytkova
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trida (2), nema vzhledem k nasobeni zbytkovych t¥id
inverzni prvek. Kazdd n x m matice (a;) ma vudi sé&-
tdni matic inverzni prvek, totiz matici (—ae;), nebot
ziejmé platf

(@y) + (—an) = (ag + (—au)) = (0).
V mnozZiné vech » x » matic existuji jak prvky, jeZ
vzhledem k ndsobeni matic maji inverzni prvek, tj.

inverzni matici, tak i takové prvky, pro néz Zidnou
inverzni matici nenajdeme. Podivejme se na dva pii-

klady: K matici A = ( 21

—11
- [Hg ;@’ plati A.A" = A-1 A = E. Piesvédéte

se o tom! K matici B = [_} _;J naproti tomu ne-

]je inverzni matice A™1 =

existuje inverzni matice. To se d4 snadno ovéfit, zkusi-
me-li vyfesit maticovou rovnici

1 2) (a b)_(1 0},
(—1 —2]'[c d] _[0 1

jez vede na soustavu &étyf linedrnich rovnic o étyfech
neznamych a, b, ¢, d. Md-li matice A inverzni matici,
nazyva se reguldrni, jinak se A nazyva singuldrni matice.
Mezi singularni matice pati{ mimo jiné ty, jeZ obsahuji
Fadky nebo sloupce se samymi nulami, a takové, u nichz
je Tadek, resp. sloupec, nasobkem jiného Fadku, resp.
sloupce, coz byl piipad shora uvedeného piikladu.

Vuéi sklddani transformaci existuje ke kaZzdému
prvku prvek inverzni. MiZeme ukézat, Ze inverzni prvek
k posunuti je posunuti, inverzni prvek k otodeni okolo
bodu P, je ototeni okolo P,, inverzni prvek ke shodnosti
je shodnost.

Zatimco vzhledem ke s&itani funkci ke kazdé funkei
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existuje inverzni prvek, napf. je f(x) = —3z + sinz
a g(x) = 3x —sin z takova dvojice, pro operace uvedené
v piikladu 5 odstavce 3.1 najdeme prvky, jez tuto vlast-
nost nemaji. Tak v mnoZiné viech déliteld éisla 12 ne-
existuje vzhledem k nejvétsimu spoleénému déliteli in-
verzni prvek ke 4. Rovnice {a,b,c} UX =0 nemi
v P(M) fedeni, neexistuje tam tedy mnozZina, jez by
byla vaéi {J inverzni k mnoZiné {a, b, c}. Nebude pro vas
obtiZné zkonstruovat daldi takové ptiklady.

RESPEKT SE VYPLACT

8.4 RELACE KONGRUENCE
CtendF se dozvi, za jakych podminck relace ekvivalence
respektuje operace a jak muZeme pFirozenym zpisobem
deflnovat operaci mezi t¥idami rozkladu

Kazdé celé kladné &islo » patfi bud do mnoZiny P
prvodisel, nebo do mnoiny P’ slozenych &isel. N, \ {0} se
tak rozpadd na dvé tiidy P a P’. Ovéfme na pifkladech,
jak je tento rozklad § mnoZiny Ng\ {0} respektovan
séitanim piirozenych ¢&isel:

24+3=5 124+1=13, 74 6=13,

345=8 44+6=10, 11 +9 = 20.
Zjistujeme, Ze soudet dvou prvodisel mize byt prvek
jak P, tak i P’; také soudet dvou slozenych &isel muze
byt jak prvek P, tak i P’. Pfi¢teme-li kone¢né prvodislo
ke sloZenému é&islu, miuZe zas soudet leZzet v kterékoli
z obou tfid. Nas rozklad séitani celych kladnych &isel
viubec nerespektuje. Zdalipak respektuje alespon naso-
beni ?

Zvolme jiny rozklad mnoziny Z celych é&isel — roz-
délme ji na t¥idu K, zapornych é&isel, t¥idu K, kladnych
tisel a tiidu K, jeZz obsahuje jen nulu. Provéime ted
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chovani tohoto rozkladu viadi s¥ftini. Soudet dvou za-

pornych &isel je sice vidy zaporny, souéet dvou kladnych

¢isel vidy kladny a soudet dvou prvka z K, vidy prvek

z K,, ale jakmile se pfi s¢itani setkaji prvky rdaznych

tiid, mohou se vyskytnout ,,nedisciplinovanosti‘‘:
—3+2=—1ekK, —3+4=1€¢ K,,
—34+3=0€eK,.

Zatimco nas rozklad nedostateéné respektuje séitani,
n{ms&beni se podfizuje, nebof pro libovolné a, be Z*,
plati:

(+a).(—b)e K,, 0.(+a)e K,, 0.0¢ K,,

(—a).(+b) e K., (+a).0€ K,,

(—a).(—b)e K;, 0.(—a)e K,,

(+a).(+b)e K;, (—a).0€ K,.

Pifslusnost soudinu dvou celych ¢&isel do jedné tfidy
zavisi tedy jen na pfisludnosti jednotlivych éiniteld do té
které tiidy, a ne na specidlnf volbé &initeld uvniti dané
tiidy.

Vratme se nakonec jesté jednou k rozkladu mnoZiny Z
viech celych &isel na zbytkové ttidy podle relace ekvi-
valence ,,kongruentni (mod m)*“. V piikladu 1 odstavce
3.1 bylo uz ukézano, Ze séitani celych &fsel je tvofenim
zbytkovych t#id, resp. pfislusnou relaci ekvivalence
respektovino: Pro &/, a”’ € (@), a b, b'' € (b), leii ve
stejné zbytkové t¥idé také o' + b a a”’ + b, totiz
v (@ + b)n. Za stejnych pfedpokladd dostaneme pro
¢’ = a"” (mod m) a b’ = b" (mod m), tj. ¢’ =a"’ + gm
a b’ = b"" + hm, vynisobenim obou poslednich rovnostf

a'b’ = a'’b"” + m(a’’h + b"'g + mgh), tj.
a'b’ = a’'b"’ (mod m).

Le#i-li tedy jak a’ a a’’, tak i b’ a b”’ ve stejnych zbyt-

kovych tridach, plati totéz i pro a’d’ a a’’b"’. Relace
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ekvivalence , kongruentni (mod m)*“ v Z ma tedy tu
vlastnost, Ze respektuje séitani a nasobeni celych é&isel;
takovou relaci nazyvame relace kongruence.

Definice 3.10. Relace ekvivalence B v mnozZiné M se
nazyva relace kongruence v strukture (M, o), pravé kdyz
relace R respektuje operaci o, tj. kdyZ pro viechna a, b,
a’, b’ € M plati:

Z aRa’ a bRb' plyne (a o b)R(a’ o b’).

Respekt se vyplaci! Tato snisenlivost relace ,kon-
gruentni (mod m)‘* viéi séitdni, resp. nisobeni celych
¢isel dovoluje definovat v mnoZiné zbytkovych t#d
pfirozenym zpisobem novou operaci. V piikladu 1
odstavce 3.1 jsme to uz pfedvedli: zbytkové tiidy tvoti
nosi¢ nové operace. Dvé zbytkové tiidy sditime, resp.
nasobime tak, Ze v kazdé z obou ti ~ zvolime libovolné
celé &islo (reprezentanta) a ta sc”’ .me, resp. vynaso-
bime. Kazdé celé &islo, které ta':t«, dostancme, uréuje
jednoznaéné a nezivisle na reprizentantu zbytkovou
t¥idu, ktera je podle definice soudt:m, resp. souéinem da-
nych zbytkovych tfid. Timto znisobem jsou definovany
operace v podilové mnoziné Z/R, kterd je vytvofena
relaci ekvivalence ,, kongruentni (mod m)*; mnoZina Z/R
tak zisk4ava strukturu: ze (Z, L, .) a R dostavame (Z/R,
+, .).

Shora uvaZovany rozklad mnoziny Z na tiidy K.,
K,, K, je odvozen z relace ekvivalence, jez se ukazala
jako snasenliva vdi ndsobeni celych ¢isel. MiiZeme proto
podle stejného principu v mnoziné {K,, K,, K,} zavést
nisobeni o pomoci reprezentanti (viz tabulku).

o | K, Ky K;
K, | K. K, K,
K, | K, K, K,
K, | K, K, K;
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Znovu abstrahujeme: Je-li relace ekvivalence R v M
zaroven relaci kongruence v (M, o), miZeme mezi t¥i-
dami ekvivalence podilové mnoziny M/R definovat
operaci O prostfednictvim reprezentanti:

KOK, =K, » zoy =2

Ptirozené mizeme misto z, y zvolit i jiné reprezen-
tanty ', ¥’ z tiid ekvivalence K, K,; to, Ze R je relace
kongruence, naruduje, Ze soudin =’ o ¥y’ = 2’ urdité zas
patii do tridy K,.

(M/R, O) nazyvame podilovou strukturou, faktorovou
strukturou, a nebo také strukturou zbytkovijch tfid (M, o)
vzhledem k R.

Uz v ptikladu 1 odstavce 3.1 jsme zjistili, Ze se mnohé
vlastnosti operace o v M ptenaseji na operaci © v M/R.
Vysvétleni pro to najdeme v nasledujicich odstavecich.

8.5 CVICENI

1. Zjistéte, zda ziZeni séiténi &iselnych posloupnosti na pod-
mnoziny M; (¢ = 1, 2, 3) je neomezend definovand operace.
a) M,: mnoZina viech aritmetickych posloupnosti;

b) M,: mnoZina viech geometrickych posloupnosti;
¢) M;: mnozina vSech rostoucich posloupnosti.

2. Presvédéte se, zda operace 0, & 0, definované nédsledujicimi
tabulkami jsou komutativni & invertibilni a zda maji
neutrdlni prvek.

o,fabed 0, |abed
a (abcecd a |dbca
b |badec b [bbbd
c cdabd c cbde
d |dcbhba d |abcd
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8.

6.

Dokaizte:

max(a, min (b, ¢)) = min (max (a, b), max(a, c))
a

min (a, max (b, ¢)) = max (min (e, b), min (a, c)).

Necht 0, je operace v Ng\ {0}, kterd &islim a+# 0, b % 0
piifazuje é&islo, jeZ dostaneme zapsdnim &islic obou é&isel a
a b za sebe (pfiklad: a = 14, b = 156, a 03 b = 14 156).
Ukaite, Ze O, jo asociativni, ale neni komutativni. Zjistéte,
zda Oy je invertibilni @ zda md vlastnosti krdceni. Obsahuje
mnozina N, \ {0} vi&i 0, levy (pravy) neutralni prvek?

V mno%iné E vSech bodi roviny je definovéna nésledujici
operace: jestlize P = @, je P A Q tfeti vrchol T rovno-
stranného trojuhelnika PQT znadeného v matematicky
kladném smyslu; v piipadé P = Q poloime P A Q = P.
Zjistéte, zda A je komutativni, asociativni &i invertibilni.
M4 A vlastnost krdceni?

Niésledujiei ,,tvofeni praméra‘* dvou &isel miZeme chédpat
jako operace:
aritmeticky primér raciondlnich &isel

a+b

a0, b= 5 H

geometricky pramér nezdpornych redlnych &isel

aosb= VE H

harmonicky pramér kladnych redlnych &isel
2ab

aOogb= p——

Zjistéte, zda jsou tyto operace komutativni, asociativni &i
invertibilni a zda je mezi nimi operace s vlastnosti krdceni.
Dokaite, Ze Z4dné z uvedenych operaci nemé neutrélni
prvek a Ze kazdy prvek je vGéi témto operacim idempo-
tentni, tj. %e plati a 0,8 = a 0Oya = @ Oya = a pro viechna
vhodné a.

123



7.

9.

10.

11.

124

DokaZte asociativitu operaci A & v vyuzitim vziahu:
a=beajbab|a

Které z ndsledujicich operaci maji levy, které pravy a které
oboustranny neutrdlni prvek?
alb=a’vNy,a0b=|a—b|vQ~

aob=a +b—TvZ

Mé.li operace vlastnost krdceni, nemusi jo&té byt inver-
tibilni. DoloZte to na ptikladu operace a 1 = a® v N\ {1}.

Jsou dény nésledujici objekty s operacemi (mnoZina a ope-
race):

a) (Z,0),a0b =a—b,

b) (N, 0),a0b = ab,

c) (Z,0),a0b = 2a + b,
d)(Z,0),a0b=a + b —ab,
e) (Ny,0),a0b = a,

f) (Ny,0),a0ob=0.

Zjistdte, které operace jsou komutativni a které asocia-
tivni. DokaZte: operace v b), d), e) a f) nejsou invertibilni
a v ¢) je jednoznaéns Fesitelnd kazdd rovnice @ 0 z = ¢, ale
u? ne kazdd rovnice y 0 b = ¢ je felitelnd. Pro které ope-
race existuje noutralni prvek?

Je dén obdélnik se sttedem M a osami soumdrnosti g, a g,.
Necht m je stfedovd soumérnost se stfedem M a p, resp.
q osové soumsérnost s osami g, resp. g,, » necht je iden-
tické zobrazeni. Sestavte tabulku skldddni téchto zobrazeni
obdélnike na sebe.

Spocitejte p.p.g.n.m.n.g.m p na zdkledd tiva: v a pro-
stfednictvim tabulky. Redt~ soustavu rovnic

z.y =7,
L y.x?.qg = m.y"

Jaké zajimavd pravidla jste objovili pfi poditéni s témito
speciélnimi zobrazenimi ?



12, Redte maticovou rovnici AX -+ BX = € + D, kde

12 1 —2 11 1 —3
A= (o3)- =1 ) e =(o1) 0o )
Jaké v.astnosti maticovych operaci se vyuZiji pfi FeSeni?
Které z matic jsou reguldrni?
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