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Prvni kapitola

HRY A POSTUPY

1.1. Rubikova krychle.*) Velkou vinu zajmu o matema-
tické hry a hlavolamy v neddvné dobé ma na svédomi
piedevsim madarsky architekt a primyslovy néavrhaf
E. Rubik. Stastny napad, jak zkonstruovat hradku,
ktera by poskytovala ohromné mnoZstvi moZnosti pro
vzajemnou polohu jednotlivych prvka a byla pfitom
kompaktni, zachovavala dobfe tvar a ,,padla do ruky*,
byl neméné dokonale realizovan, a Rubikovy krychle
postupné zaplavily fadu zemi po celém svété. Pozdéji
jsme se mohli také dolist o podobnych hradkach ve
tvaru koule, ¢tyfsténu nebo dvanastisténu, o krychlich
4 X 4 X 4nebo 5 x 5 x 5, dokonce o simulacich ¢tyi-
dimenzionalni Rubikovy krychle na poéitadich. Autofi
viech daldich hratek se nechali nepochybné inspirovat
Rubikovou krychli. Jejich vynalezy maji jeden spoleény
rys: nepfeberné mnoZstvi moznych pozie, které zpi-
sobuje, Ze Feseni je stejné obtizné a komplikované jako
u Rubikovy krychle. Jsou to vsechno ,,Rubikovy
kostky*‘, ptestoZe E. Rubik sim uZ s nimi nemél vétsinou
vibec nic spoleéného.

Novindfi se obvykle pfedhanéli v superlativech
o obtiZnosti hlavolami, vyskytly se i nazory, Ze nékteré
z nich jsou pro ¢lovéka zcela nezvladnutelné, zZe je
dokaZe zvladnout pouze vykonny pocitaé. Obéas jsme

*) Autor ddvé pfednost tomuto pojmenovéni pied zavedenym
nézvermn Rubikova kostka (pozn. red.). '



sice mohli najit zminky o souvislostech Rubikovy
krychle a matematiky, o permutacich a grupach, vétsi-
nou ale ¢lanky neobsahovaly nic jiného nez néjaky
obvykle odnékud opsany postup, jak krychli slozit,
a vybizely &tenafe k jeho bezduchému pouzivani. Jak
na takovy postup ptijit, uz v &lancich nebylo. A nikde
jsme se také nedodetli, Ze pojmy a metody potiebné ke
zkroceni Rubikovych krychli znali néktefi matematici
uZ na podatku minulého stoleti. Byl to zejména genidlni
francouzsky matematik E. Galois (1811—1832), ktery
teorii grup, tak se oblast matematiky, kterou miZeme
pii feseni Rubikovych krychli pouzit, rozvinul a ziskal
pro ni patfiéné misto ve struktufe matematiky. Jeho
myslenky byly tehdy tak neobvyklé, ze trvalo fadu let,
ne’ byly patfiéné pochopeny a docenény. Galois se toho
nedockal, zemfel predéasné na nasledky zranéni utrpé-
nych v souboji.

Dnes uZ se nam na Galoisovych myslenkach nezda nic
neobvyklého. A Rubikovy krychle jsou pfimo idealni
pomickou, na které muzeme nékteré z téchto myslenek
vysvétlit a demonstrovat jejich tidinnost. Vydejme se
tedy nyni za jejich tajemstvim. Naudime se piemyslet
o celé fadé hlavolami a spolu s tim nahlédneme do svéta
matematiky, kterd neni pravé béZnou souéasti skolnich
osnov. Nebudeme pfiili§ poéitat, ani nebudeme odvozo-
vat a pouZivat sloZité vzorce. Ke skladani Rubikovych
krychli nenf nic takového potfeba.

Pavodni Rubikova krychle bude osou celé knizky.
Vsechny pojmy a metody budeme demonstrovat pfede-
vsim na ni. Budeme se snaZit pochopit logiku skladéni
Rubikovy krychle a ziskat tak schopnost rychle a samo-
statné vyhledavat postupy vhodné k FeSeni nejruznéj-
sich hlavolami podobného typu. dokonce i téch dosud
nevymyslenych. Zidné postupy se nebudeme pouze
mechanicky uéit, naopak se pokusime vysveétlit vyznam
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kazdého tahu a ukazat razné jiné moznosti, jak do-
sdhnout stejného cile. Proto také nebudeme pouzivat
obvyklého oznaéeni jednotlivych stén krychle pismeny
P — prava, L — leva, C — &elni, Z — zadni, H — horni
a D — dolni, které bylo vymysleno pro zapisovani
postupt, a oznadime si jednotlivé stény prosté pismeny
a,b,c,d, e, f jako na obrazku 1.1.b.
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Obr. 1.1

Zadni sténa m4a pismeno d, dolni e a leva f. NaSe oznadeni
nema zadny vztah k tomu, jak krychli drzime, a v kon-
krétnich ptipadech je mozné pouzivat barvy jednotli-
vych stén. My nebudeme barev pouZivat nejen proto, Ze
ruzné krychle mohou byt rizné obarvené, ale také proto,
Ze pFi jiném obarveni nemusi byt stény jednobarevné,
nebo je dokonce spravna pozice uréena néjakymi obraz-
ky, nikoliv barvami. Navic nemame barevné obrazky
k dispozici.

V kaZdé sténé krychle lezi vidy devét malych kosti-
tek. Témto skupindm kostitek budeme iikat krajni
vrstvy. Kazdou z krajnich vrstev mtZeme otoélit o 90°
vpravo nebo vlevo. Tato otodeni budeme povaZovat za
zakladni tahy. Ostatni moZna oto&eni jsou z nich sloZena.
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Tak napiiklad otodit krajni vrstvou o 180° znamend
otodit dvakrat po sobé o 90° a oto¢it stfedni vrstvou je
totéZz jako otodit obé s ni rovnobéiné krajni vrstvy
v opatném sméru. Krajni vrstvy budeme oznadovat
stejnymi pismeny jako ptisluéné stény — a, b, ¢, d, e, f.
Otodeni néjakou krajni vrstvou o 90° vpravo pak bude-
me oznadovat odpovidajicim velkym pismenem. Otodeni
vrstvou ¢ budeme tedy zapisovat C, vrstvou a pismenem
A, atd. Otodeni doleva budeme zapisovat stejnym pisme-
nem, a vpravo nahoru pfipiSeme ~1: 471, E-1 F1 atd.
Otoceni sténou b vlevo budeme zapisovat B1.

Vtipny Rubikuv mechanismus lze riznymi zpisoby
modifikovat, ménit vzajemnou polohu a podet os otade-
ni, pfipadné potet prvka v jednotlivych vrstvach.
Dostavame tak hradky ve tvaru &tyisténu — obr. 1.2.,
dvanactisténu — obr. 1.3.; krychli 2 x 2 X 2 — obr.
1.4, krychli4 x 4 x 4—obr. 1.5,




Jind mechanickd konstrukce vede ke kosé krychli.

Tato hra ma sice tvar krychle, pozdéji si ale vysvétli-
me, Ze pokud jde o zpusob Feseni, je to vlastné jenom
&tytstén obarveny podle obrazku 1.7.

N/

Obr. 1.6 Obr. 1.7

U vaech téchto hradek se miiZze stejny prvek objevit na
stejném misté rizné pootodeny, orientovany. Budeme
Hkat, Ze jsou to kry s ortentaci. Dalsi modifikace Rubiko-
va mechanismu vede na Aru bez ortentace.



1.2. Domino. Tato hra je vlastné Rubikova krychle
bez jedné stfedn{ vrstvy.

M4 dvé dtvercové vrstvy s deviti kostitkami a &tyti
krajni vrstvy po Sesti kostidkdch. Otoéime-li horni
vrstvou o 90° vpravo, dostaneme stejnou pozici jako po
otogeni dolnf vrstvou o 90° vpravo. DulezZity je relativni
pohyb prvka vadi sobé, nikoliv jejich absolutni pohyb
v prostoru. Otodeni nékterou &¢tvercovou vrstvou o 90°
vpravo budeme oznadovat 4, vlevo pak A4-1. Obdélni-
kové vrstvy muzeme pootadet pouze o 180°, oto¢ime-li
je vpravo nebo vlevo, dostaneme vidy stejnou pozici.
Otoceni boénimi obdélnfkovymi vrstvami budeme ozna-
&ovat podle obrazku 1.8. — prednf vrstvou B, pravou C,
zadnf D a levou E. A pro¢ je domino hra bez orientace ?
KaZdy pohyblivy prvek mé jednu dominovou plosku
oznatenou tedkami. Ta se musi v jakékoliv pozici obje-
vit v horni nebo dolni &¢tvercové sténé, protoze boéni
vrstvy muZeme otidet pouze o 180°. Stejny prvek se
proto nikdy neobjevi na stejném misté rizné pootodeny,
vidycky musi byt dominova ploska ve &tvercové sténé.
Pokud se ndm podafi dostat vSechny prvky na sprivna
mista, je hratka sloZena. O orientace prvki se nemusime
viibec starat.
Bez orientace je také dalsf hra.
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1.3. USi. Tady neni potfeba Zadna dimyslna prosto-
rova konstrukee. Usi jsou hra rovinna.

Obr. 1.9

Piesto jde o hru velice zajimavou, a pokud nemame
Fe§eni tolik usnadnéné obarvenim kuli¢ek jako na
obrazku 1.9., také dost obtiZnou. Hru tvori dvaadvacet
kulitek ve dvou protinajicich se usich po dvanacti
kuli¢kach. Ruzné varianty se mohou lisit nejen obarve-
nim, ale také poétem kulidek v usich. Nejjednodussi
povolené tahy jsou pootodeni uchem ,,0 jednu kuli¢ku®,
tj. o 30°. Usi si oznaéime pismeny A4, B a stejné budeme
oznacovat prislusna pootoéeni vpravo. Otoéenf vlevo pak
budeme zapisovat A~1a B,

Na rozdil od Rubikovy krychle nebo domina muzeme
na usich pfesunout kteroukoliv kuli¢ku na misto jaké-
koliv jiné. Naproti tomu na Rubikové krychli, dominu,
¢tyFsténu, dvanactisténu a dalsich hrackach existuji
pohyblivé prvky dvou raznych typi — rohové a hra-
nové, Zadny prvek jednoho typu nemuzeme nikdy pre-
sunout na misto prvku druhého typu. V kazdé pozici je
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rohovy prvek na misté jiného rohového prvku a hranovy
na misté hranového. Budeme ffkat, Ze Rubikova krychle,
domino, étyfstén, dvanactistén aj. jsou hry nesouvislé,
existuji na nich prvky raznych typu. Usi jsou hra sou-
visld, kazda kulitka mize byt na misté libovolné jiné.
Krychle 2 x 2 x 2 je také souvisld hra, navic s orien-
taci.

Uvedeme si jesté jeden piiklad souvislé hry s orien-
taci.

1.4. Koule. Tato hra se prodavala bud s obarvenim
podle obrazku 1.10., nebo také jako zemékoule.

Obr. 1.10

Jednotlivé &étverce muzeme posunovat ve tfech navzi-
jem kolmych pruzich, které si oznaéime opét 4, B, C.,
Na obrazku jsou naznalené tahy A4, B, C, posunuti
v opaéném sméru pak budeme zapisovat A~!, B1a C"1,
Pozdéji si ukiZzeme, Ze je vyhodné povazovat dva proti-
lehlé &tverce za rizné plosky jednoho a téhoZ prvku.
Jsou v jakékoliv pozici proti sobé a jejich vzdjemnou
polohu nemiiZeme nijak zménit. Koule poskytuje pro
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orientaci prvku na stejném misté nejvice moznosti —
¢tyfi pootodeni a navic jesté pfevriaceni, zaménu obou
dtverci tvoficich jeden prvek. Celkem je tedy pro orien-
taci jednoho prvku osm moznosti. Z tohoto divodu je
teorie koule slozitéjsi nez u jinych hratek (nikoliv fese-
nf!), a probereme si ji aZ v zavéru paté kapitoly.

Ve vyétu her nemizZeme zapomenout ani na vieobecné
znamy hlavolam, ktery vymyslel nékdy kolem roku 1870
slavny americky hadankaf Sam Loyd.

1.5. Patnictka. Patrnictka vzbudila ve své dobé
stejnou pozornost jako mnohem rafinovanéjsi Rubikova
krychle o vice nez sto let pozdéji. Je to hra rovinna po-
dobné jako usi. Srovnat pi‘ehé,zené ¢isla do spravného
pofadi na obrazku 1.11. neni piili§ obt{Zné, a snad jediny

opravdovy problém vznikd s pozici, ktera je ,témér
sloZend, pouze &isla 14 a 15 jsou pFehozena.

112131 4
516|178
91101 |12
BW]N Obr. 1.11

Podrobnému rozboru této hry se budeme vénovat
ve druhé kapitole. Povolenym tahem u patnactky je
posunut{ &isla na sousedni prazdné misto, tahy je mozné
provadét pouze na dvojicich sousednich poli, ne viak
kdykoliv, ale pouze tehdy, je-li jedno z téchto poli
prazdné. Tim se patnactka podstatné lisi od vSech pied-
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chozich hlavolamu, u kterych je mozné pootacet skupiny
prvka pouze na zakladé jejich umisténi, nezdvisle na
tom, jaké prvky to pravé jsou. Patnactka mi naproti
tomu jeden vyznamny prvek — prazdné misto — ktery
urduje, jaké tahy muzeme v pozici udélat. Podobnou
vlastnost ma také babylénska véz, prostorové varianty
patnactky.

Obr. 1.12

1.6. Tahy. Uplné a netplné hry. Uvedeny piehled her
stadi pro predstavu, jaké hlavolamy budeme ¥esit. Nyni
si ujasnime spoleéné rysy téchto her a uvédomime si také
nékteré dilezité odlisnosti. Vsechny hry se skladaji
z néjakych prvki, jejichz vzijemnou polohu muZeme
podle urditych pravidel ménit. Jsou to kostiéky na krych-
lich a dominu, kuli¢ky na usich a babylénské véZi, &isla
u patnictky apod. Nejjednodussi moiné zmény vzajem-
né polohy prvki nazyvame tahy. Jaké tahy muZeme
délat ¢ Na krychlich, dominu, étyfsténu, dvanactisténu
muzZeme otodit libovelnou krajni vrstvou prvka kolem
osy této vrstvy. Kazdy tah lze provést kdykoliv, neza-
visle na tom, jaké prvky ve vrstvé lezi. Naproti tomu
u patnidctky muZeme posunout libovolny prvek na
s nim sbusedni prazdné misto. Tahy délame na dvojicich
sousednich mist, ne vsak kdykoliv, ale pouze tehdy,
je-li jedno z téchto dvou mist prazdné.
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Vsimnéte si zasadni odlisnosti pravidla pro patnactku
od pravidel pro krychle, domino, dtyistén, dvanacti-
stén a dalsi bhry. Zatimco u Rubikovy krychle staéi
uvést, kde jsou pohyblivé skupiny prvki — krajni
vrstvy — a jak jimi maZeme otadet, u patnactky musi-
me navic dodat, co tuto skupinu prvku tvof{f — jedno
z obou sousednich mist musi byt prazdné. Podobnou
vlastnost ma i babylénska vé%. Tady existuji tahy obou
typl. Vrstvami muZeme otidet kdykoliv, navic mizZeme
jesté posunout kulitku na sousedni prizdné misto ve
stejném sloupci.

Hry, u kterych je moZnost provadét uréité tahy néja-
kym zplisobem omezena, budeme nazyvat neiplné hry.
Patnactka a babyldnskd véZ jsou jediné piiklady
neupinych her, které budeme v této knize studovat.
Jejich neiplnost je zpiisobena prazdnymi misty, dirami,
na které muZeme jiné prvky posunovat. Existuji také
neuplné hry, které zadné diry neobsahuji, moznost pro-
vadét urdité tahy v nékterych pozicich je omezena ji-
nym zpisobem.

Na Rubikové krychli, ¢tyfsténu, dominu, dvanacti-
sténu, krychlich 2 x 2 x 2, 4 x 4 x 4 a na dalsich
hrach mizeme v kazdé pozici udélat libovolny z moznych
tahill, pro postupné provadéni tahu neexistuji Zadna
omezeni. Takovym hram budeme Fikat <iplné hry.
S vyjimkou druhé kapitoly se budeme zabyvat téméf
vyhradné dplnymi hrami. Poznatky z téchto her pajde
ale aplikovat i na obé nedplné hry, patnactku a babylén-
skou véz.

Jesté na jednu vlastnost tahd upozornime. Na kazdé
hie miZeme libovolny tah vratit. Nebo jinak fedeno, ke
ka?dému tahu existuje tak inverzni. Otoé¢ime-li na Rubi-
kové krychli vrstvou b, tj. udélame-li tah B, pak zpét
do puvodni pozice se vritime tahem B~, otodenim téZe
vrstvy vlevo. Podobné ke kazdému jinému otoéenf vpra-
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vo X je inverzni tah X~ Otodime-li napfed vlevo,
udélame-li néjaky tah X1, vratime vie zpét tahem X,
k tahu X! je tedy inverzni tah X.

Na kazdé hraéce budeme inverzni tah k tahu X ozna-
¢ovat symbolem X! To je v souladu s pFedchozim
oznadenim, k otodeni vpravo je inverzni otoleni vlevo.
A protoZe k otodeni vlevo je inverzni otodenf vpravo,
plati (X-1)7! = X pro kaZdy tah na libovolném hlavo-
lamu.

Existenci inverznich tahd na hlavolamech budeme
zkrécené nazyvat vlastnosti inverze. Je to vlastnost vice-
méné samozfejma, viechny uvedené hry ji maji. Existu-
je ale také pomérné rozsifend hra samotaf (pozdéji
ponékud nadnesené nazyvana hledad génit), ktera
vlastnost inverze nema.

e o o
e o o
e o o
e ®© ¢ 0 0 0 ¢ 0 o
® o o ¢ O ¢ 0 0 o
® @ © 0 0 0 0 0 o
e o o -
o o o .
.o o Obr. 1.13

Touto hrou se nebudeme viibec zabyvat. VyZaduje na-
prosto jiny pfistup nez hry s vlastnosti inverze. Z té
okamZité plyne existence inverznich postupi, a inverzni
postupy budeme pfi fesenf hlavolamii pouZivat neustile.

1.7. Postupy. Kouzlo Rubikovy krychle a vSech dal-
#ich tdplnych her spodiva v nidim neomezené mozZnosti
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provadét jednotlivé tahy po sobé v libovolném potadi,
vytvdfet z nich postupy. KaZdou posloupnost tahi
budeme nazyvat postup. Tak napfiklad P =

= BFDAC'BBE je postup na Rubikové krychli.
Posloupnost Q = AC*BBBCA1A71C muZe byt postu-
pem na Rubikov® krychli, dominu i kouli. Ka%dé po-
sloupnost taht na tplné hie odpovidd postupu, ktery
miZeme skuteénéd realizovat.

Hlavnim disledkem tplnosti hry je skutednost, %e
miZeme postupy sklidat, provadét po sob&. SloZenim
uvedenych postupt P a Q je postup PQ = BF1DAC™
BBE AC*BBBCA1A7C. SloZeny postup zavisi na
pofadi, v némz P a Q providime, sloZfme-li je v opad-
ném pofadi, dostaneme obvykle postup zcela jiny. Tato
volnost ve sklidéni postupu je velice duleZita vlastnost
dplnych her. U neuplnych her ji nemdme. Napiiklad
u patnactky miZeme dva postupy P a Q sloZit, provést
po sobé, pouze tehdy, jestliZe ,,navazuji‘‘, prazdné mfsto
musf byt po skondeni postupu P na stejném misté, na
jakém je p¥i zahdjeni postupu Q. V jinych pifpadech
nenf moZné po skonéeni postupu P postupem Q pokra-
dovat.

Vlastnost inverze m4 jiny dulezity dasledek — kazdy
postup lze vratit, ke kazdému existuje postup inverzni.
Postup P vritime tak, Ze provadime inverzni tahy
k tahim postupu P v opaéném pofadi. K postupu
P = ABCA™ je inverzni postup AC1B241, Inverzni
pastup k P budeme oznadovat symbolem P~1. A protoZe
plati pro kazidy tah (X™!)! = X, plati také vidy
(P71)"1 = P. Zopakujme si jesté jednou: k postupu P
dostaneme inverzni postup P! tak, Ze nahradime kazdy
tah postupu P tahem inverznim a provedeme je v opaé-
ném pofadi. Ovéfte si to na dalsich piikladech postupi
na Rubikové krychli.

U inverznich postupi se jesté chvilku zdrifme.
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Mohlo by se zdat, Ze k postupu P = 4 na Rubikové
krychli existuje kromé P! = A4~ jedté dalsi inverzni
postup, a to Q = AA44. Ctyinisobnym otofenim jedné
vrstvy ve stejném sméru piece také vratime krychli
zpét do pivodni pozice. Tady je tfeba zduraznit, Ze
postup Q = 444 neni inverzni k postupu P = 4,
je to jenom jeden z mnoha dalsich postupi, které udé-
laji totéZ, co postup P! = A~ Na rozdil od postupu
P-1 pfi ném vyuZivime konkrétni vlastnosti Rubikovy
krychle, v tomto piipadé toho, Ze stény na krychli jsou
¢tvercové. Na d&tyFsténu nebo dvanactisténu nevrati
postup Q wo P hru do ptvodni pozice. Zato postupem
P-1 viatime po postupu P do ptivedni pozice jakouko-
liv hru. Postup P! na konkrétnich vlastnostech hry
vubec nezavisi.

postupti. Zname-li postup P, nemusime o inverznim
postupu P! vibec pfemyslet. Stadi zcela mechanicky
nahradit kazdy tah postupu P tahem inverznim a udélat
je ¥ opaéném pofadi. Jednoduchost uréeni inverzniho
postupu ke znamému postupu P je velice uZiteénad pki
fedeni konkrétnich hlavolamu. Nad kazdym jinym postu-
pem Q, ktery udéla totéZz co P, musime aspon trochu
pfemyslet a vyuZit pfi ném konkrétnich vlastnosti hry.
Je-li moZné pouzit Q na jednom hlavolamu, nemusfi byt
pouzitelny na jiném.

Zavérem této dasti o dplnych hriach jesté oznadime
jeden zvlastni postup. Je to postup nulovy, neutralnf,
postup, kterym nic nedélime, niéim jsme neotodili ani
nic neposunuli. Takovy postup budeme oznadovat N,

Cvilenf 1.1, Najdéte inverzni postupy k nasledujfcim
postupim: ABCA-!, BD-1B-1D, N, ABB™ 147,
ABCDEF.
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Specidlni postupy u neiiplnfech her. Na nedplnych
hlavolamech nemiZeme postupy libovolné skladat. P¥i
zkoumén{ téchto her proto nebudeme pouZivat vSechny
postupy, ale pouze nékteré — specidini. U patnictky
bude specidlni postup takovy, ktery zadina a konéf
prizdnym mistem v pravém dolnim rohu, tam, kde mé
byt prazdné misto také ve spravné pozici 1.11. Ka?dé
dva specialni postupy miZeme potom sloZit a inverzni
postup ke specialnimu postupu je rovnéZ specidlni.
Specialni postupy maji tedy, pokud jde o skliddéni,
stejné vlastnosti jako vsechny moZné postupy na uplnych
hlavolamech.

Na babylénské véii budeme za specidlni povaZovat
postupy, které zaéinaji a kondi v pozicich, v nichZ jsou
obé , diry* ve spodni &asti véZe prazdné, neni v nich
Zadna kuli¢ka. Také tady miZeme specialni postupy
libovolné skladat a inverzni postupy ke specialnim jsou
opét specialni.

1.8. Vztah mezi postupy a pozicemi. Spravnou pozici
na Rubikové krychli budeme povaZovat za zakladni.
Ve spravné pozici je pro kazdou rohovou a hranovou
kosti¢ku jednoznadné urleno sprivné misto (a také
spravna orientace) — vice se tomu budeme vénovat
ve tieti kapitole. Také na &tyfsténu a dvanactisténu je
pfi normélnim obarven{ ve spravné pozici jediné spravné
misto (a orientace) pro kazdy pohyblivy prvek. Spravné
pozice budeme opét povaZovat za zikladni. Podobnou
vlastnost ma domino. Jiné je to na usich. Ve spravné
pozici 1.9. miZe byt kazda kulitka na misté libovolné
jiné kulitky stejné barvy. Zidni nemd pouze jedno
spravné misto. Je to zpusobeno tim, Ze vidy nékolik
kuli¢ek m4j stejnou barvu a nemuzZeme je nijak rozlisit.
To usnadiiuje FeSeni, pfi teoretickém zkoumani ale bu-
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deme davat prednost situaci, kdy ka%dy pohyblivy
prvek ma v zakladn{i pozici jediné spravné misto.” Az to
bude potfeba, oznaéime jednotlivé kuligky ¢&isly od 1 do
22 a zvolime opét jednu pozici, kterou budeme povazo-
vat za zdkladni. -

Na ka#dém hlavolamu tedy vybereme néjakou za-
kladni pozici. Zakladni pozici budeme vidy oznadovat
symbolem n. Vidy to bude spravni, nebo jedna ze
spravnych pozic,do kterych checeme hratku slozit. A vidy
to udélame tak, aby mél kazdy prvek v zakladnf pozici
jednoznalné urdené spravné misto. Kaidy postup P
udéla ze zakladni pozice néjakou jinou pozici p, bude-
me to zapisovat PU = p. Pozice u jednotlivych hra-
¢ek mohou byt znalné slozité a rizné, a stejné slo-
Zité je pochopit, jakou pozici néjaky postup udéla.
Postupné se naudime pozice zapisovat a nauéime se také
nachazet postupy, které v pozicich udélaji uréité malé
zmény.

Pouze s neutrilnfm postupem N Zadné problémy
nejsou. Postupem N nic neudélame, zakladni pozice se
nezménf, plati proto NU = n.

1.9. Reitelné a nefeSitelné pozice. Zdaleka ne viechny
pozice na Rubikové krychli miZeme néjakym postupem
pievést do spravné zakladni pozice n. Na obrazku 1.14.
jsou dvé typické netesitelné pozice, v jednom piipadé
jsou vSechny kosti¢ky na spravnych mistech, i ty nevi-
ditelné, a pouze jedna hranova je §patné orientovani,
ve druhém piipadé je Spatné orientovana pouze jedna
rohova kostiéka. Zduvodnit nefesitelnost téchto pozic
nenf zcela jednoduché, udélame to aZ v paté kapitole.

Kaida pozice p, kterou udélame ze zakladni n néja-
kym postupem P, je Fesitelnd. Pokradujeme-li po postu-
pu P inverznim postupem P, vratime krychli z pozice
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p zpét do pozice zakladni. Pozici p = PU tedy slozime,
pievedeme do zikladni pozice postupem P-'. Platitaké
naopak, Ze kaZdou feSitelnou pozici ¢ miZeme udélat
ze zdkladni pozice n néjakym postupem. Slozime-li
pozici q postupem Q a pokra&ujeme-li déle inverznim
postupem Q7!, dostaneme zpét ptvodni pozici q. Po
postupu Q je krychle v zikladni pozici n, plati tedy
(Q™1) U = q. Zcela stejné miuzeme uvazovat také o ostat-
nich hlavolamech. Dostavame tak ndsledujici jednodu-
ché, ale dulezité pravidlo.

Resitelné jsou presné ty pozice, které
miiZzeme udélat néjakym postupem z po-
zice zakladni.

Netesitelné pozice takto udélat nemizeme; abychom
je dostali, musime hradku rozebrat.

Nefesitelnost pozic na obrazku 1.14. ma duilezité
dusledky: v z4dné pozici neexistuje postup, kterym by
bylo moZné pootoéit pouze jednu rohovou nebo jednu
hranovou kosti¢ku, a ostatni ponechat na ptvodnich

21



mistech a s ptvodn{ orientaci. Kdyby takové postupy
existovaly, mohli bychom je pouZit také na pozice
z obr. 1.14., poototili bychom pravé tu jednu Spatné
orientovanou kostitku, a pozice by byly razem sloZené.
Pii skldddni krychle proto nemtZeme postupovat tak,
Ze spravné orientace jednotlivych kostitek délame ,,po
jedné‘‘, musime vidy ménit orientace aspon dvou sou-
¢asné. Stejné vlastnosti mé i vétsina ostatnich hlavo-
lamua. Pochopit, které pozice jsou PeSitelné a které
nikoliv, je dulezité k tomu, abychom volili spravné
metody sklidini hralek, a nepokouseli se 0 nemoZné.

Umét tesit hlavolam znamena nejenom umét kazdou
Fesitelnou pozici pfevést néjakym postupem do pozice
zakladni, ale navic také umét poznat nefesitelné pozice
a vysvétlit, prod netesitelné jsou. Bez této druhé schop-
nosti bychom mohli bezvysledné travit &as v pokusech
Fedit néco, co se vykesit neda.

Pozice budeme zkoumat v dalsfch kapitoldch, nyni se
vratime zpé€t k postupim a probereme nékteré méné
zfejmé vlastnosti.

*1.10. Redukované postupy. Ruzné postupy mohou
vést ke stejnym pozicim. Tak naptiklad v postupu P =
= BAA'C je dvojice tahi AA~! zbytednd, stejnou
pozici udélime také postupem P = BC. Plati to nejen
na krychli, ale i na dvanéctisténu, kouli, &tyfsténu,
dominu a na vSech ostatnich hlavolamech s vlastnostf
inverze. Naproti tomu dvojice postupi R =4 a S =
= AAAAA vede k téze pozici pouze na Rubikové krych-
li, nikoliv vsak na &ty¥S$té€nu, kouli nebo dvandctisténu.

V tomto odstavci budeme zkoumat, které dvojice
postupit vedou ke stejné pozici vidy, bez ohledu na
konkrétni vlastnosti hry. Vychozim bodem je vlastnost
inverze, kterd zajisfuje moznost vratit libovolny tah.
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Slozenim X X! nebo X !X dvojice inverznich tahu
v libovolném pofadi vritime vidy hru do p¥edchozi
pozide, nezménime nic. Vynechame-li tedy v néjakém
postupu dvojici sousednich inverznich taht, zménfme
sice postup, ale takto zménény postup povede ke stejné
pozici jako ten puvodnfi. Kaidy postup muZeme redu-
kovat postupnym vynechavanim sousednich dvojic
tahi XX-! nebo X 1X, Tak napfiklad redukeci postu-
Pu P = ABCC'B1CA14BA™! dostavime postupy
ABB'1CA14BA™', ACA7*ABA™ a ACBA™. Posledni
postup je uz redukovany, Zédny tah v ném bezprostied-
né nevracime, Zddné dva po sobé jdouci tahy nejsou
tvaru XX 'nebo X 1X.

Cvicenf 1.2. Které z nasledujicich postupu jsou redu-
kované? BCC'D, ABA'B™', N, ABCDC B 147,
ABCC147,

Cviteni 1.3. Redukujte tyto postupy:
BDDAC-CA™', AFAA'F'B'BCC™ 47, N, ABC,
CEEFF'C'CA*ADDC'C.

Dvojice sousednich inverznich tahti pi#i redukovani
néjakého postupu vybirame libovolné, nékteré takové
dvojice vzniknou aZ po vynechini fady jinych, a neni na
prvni pohled zfejmé, Ze riznym vybérem téchto dvojic
dostaneme vidy stejny redukovany postup. Na ndsle-
dujicich Fadcich dokdZeme, Ze tomu tak opravdu je.

Leva redukce. Nejdfive popiseme jednu specialni
metodu vynechavani dvojic XX nebo X *X. V postu-
pu P najdeme prvnf dvojici zleva sousednich inverznich
taht a vynechame ji. Dostaneme jiny postup, v ném
opét najdeme prvni dvojici zleva sousednich inverznich
tahl a vynechame ji, a to stale opakujeme, az dostaneme
redukovany postup, v némZ Zadné dva sousedni tahy
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uz nejsou navzijem inverzni. Tento postup oznaéime

P a budemec mu ftikat lend redukce postupu P. Napii-
klad pi#i redukei postupu

P=ABC'DD B \CA*ABB™'\C D!
touto metodou dostavame postupy
ABC-'CB'CA*ABB'\C D!,
ABB'CA 'ABB'\C D VACA'ABB\C D},
ACBB'C D1, ACC'D™Y, AD™L,
Plati tedy P— AD.

Timto zpusobem najdeme soudasné levé redukce
viech postupti Q, které dostivame z P jako &istedné
mezivysledky. Pro kazdy takovy postup Q proto plati
Q="

Odvodime jesté nékolik dalsich pravidel levé redukee.
Predpokladejme, Ze postup P je sloZenim postupi R a S,
tj. P = RS. Redukujeme-li popsanou metodou postup
P, redukujeme zpoditku postup R a teprve po nalezeni

jeho levé redukce R vynechavame dvojice, které obsa-
huji aspon jeden tah pat¥ici do S. Jeden z mezivysledki
se tedy rovna RS. Z posledni véty predchoziho odstavee
vime, Ze leva redukce postupu RS se rovné. levé redukei
celého postupu P = RS, plati proto RS = RS.

Jak se lisi levé redukce postupii P a PXX™1? Jeden
z mezivysledki se rovnd PXX™! Je-li posledni tah
postupu P rizny od X!, méiZzeme uz vynechat v PXX 1
pouze dva posledni tahy, plati proto PXX ! = PXX™! =
= P. Je-li posledni tah P roven X1, musime p#i redukei
PXX-1 vynechat dvojici X'X. Na konci ale ziistane
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dalsi X!, dostaneme tedy opét postup P. Vidy proto
plati PXX ! — P, a podobné také PX X = P.

Je-li P redukovany postup, nejsou Zadné dva sousednf
tahy navzijem inverzni, Zadnou dvojici tahii nemuzeme
vypustit, protoje P = P.

Vezméme si nyni libovolny postup P a v ném né&jakou
dvojici sousednich inverznich taht XX~™'. Postup P
rozdélime na postup Q pfed dvojici XX 1, dvojici XX !
a na postup R po XX, tj. P = QXX 1R. Pomoci uZ
odvozenych pravidel levé redukce dostivime P —

——————— ———— g —
= (QXX )R =(QXX )R = QR = QR, coZ zname-
na, Ze levd redukce postupu P se rovna levé redukci
postupu QR, ktery dostaneme z P vynechanim libovolné
dvojice sousednich tahtt XX 1. Vynechanim jiné dvojice
neZ prvni zleva jsme tedy nic nezkazili.

Redukujeme-li postup P libovolné, dostavime postu-

Py P = Qq Qi Qs ..., Q. a kazdy postup Q; vznikne
vynechanfm néjaké dvopce sousednich inverznich taht

z Q; - Podle posledni dokazané vlastnosti levé redukee
plati Q; = Q, ,, levé redukee viech postupt Q; se proto
rovnaji. Platf tedy také P = Q.. Postup Q je ale redu-
kovany, tj. P = Q, = Qi Libovolnou redukef postupu

P dostaneme zase jednom levou redukci P. Tim jsme
dokézali jednoznaénost redukce postupi.

Postupnym vynechdvanim sousednich
dvojic inverznich tahi z postupu P do-
staneme vidy stejny redukovany po-

stup P.

Ke kaZdému postupu P nynf umfime najit jeho redukei
P a timto redukovanym postupem udélame vidy stejnou
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pozici jako postupem P. Plati to pro kaZdou hru. Dva
postupy P a Q, jejichZ redukce P a Q se rovnaji, proto
také udélaji stejné pozice.

Inverzni postup P! k redukovanému postupu P je
rovné’ redukovany. NemuZe obsahovat dva sousedni
inverzni tahy, protofe ani P je neobsahuje. Také
neutralni postup N je redukovany. Naproti tomu slo-
Zeni dvou postupl P a Q nemusf byt redukovany postup
ani za pfedpokladu, %e P a Q redukované jsou, jak se
snadno presvédéime na piikladu P = 4B, Q = B™'C.
Muzeme ale najit redukei PQ jejich slozeni, ktera uz
samoztejmé redukovand je. Postupu PQ budeme ¥ikat
redukované slozeni postupi P a Q a budeme jej ozna-
dovat P o Q, abychom jej odlisili od oby&ejného slozeni
PQ.

Cvi¢eni 1.4. Najdéte slozeni PQ a redukované slozeni
P o Q nasledujicich dvojic postupi:

P — ABC Q = A1B 10
P = ABC Q = C 1B 14"
P = ABB-\CF-! Q = FA1BI(C
P = ABB 4™ Q=N

P = CF'HB'BAC™* Q = CA-'D'DH-'F.
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