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Ctvrtd kapitola

VSECHNO
NA SPRAVNE MiSTO!

4.1. Strategie FeSenf hlavolamii. Kone¢né se dostavdme
k praktickému skladani hlavolama. V pfedchozich ka-
pitolach jsme dokazali nefesitelnost fady pozic na nej-
ruznéjSich hradkach. Stadilo k tomu dobf¥e rozlidovat
sudé a liché permutace na mnozinach pohyblivych prv-
ku. NefeSitelnost pozic potom vyplynula z faktu, Ze
zddnym postupem neslo prevést vsechny pohyblivé
prvky souéasné na spravna mista. Kli¢ovou roli pf¥itom
hrilo pravidlo o parité sloZeni permutaci. Nyni nas ¢eka
opaény udkol, najit postupy, kterymi srovname zbyvajlci
pozice do pozic, ve kterych jsou viechny prvky na sprav-
nych mistech. Tim se nauéime fesit hlavolamy bez
orientace a dasteéné budeme také umét fesit hlavolamy
s orientaci.

Na vétsiné hlavolamu existuje nesmirné mnoho fesi-
telnych pozic, nemtZeme proto pro kaZdou pozici
zvlast uvést potiebny postup. Musime zvolit jiny pii-
stup. Naudime se nachizet postupy, které na jednotli-
vych hradkach délaji co moZna nejjednodussi permutace,
a ukazeme, Ze kaZdou Fesitelnou pozici jde sloZit pomoci
téchto jednoduchych permutaci. K tomu piedevsim
potiebujeme vytipovat vhodné jednoduché permutace,
které jde udélat néjakym postupem a kterymi je mozné
slozit kaZdou pozici. V odstavei 3.10. jsme zjistili, Ze
kazdou permutaci muZeme sloZit z transpozic. Trans-
pozice ale nejsou vhodny kandidat, protoZe na mnoha
hlavolamech, tfeba pravé na Rubikové krychli, ¢tyisté-
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nu nebo dvanictisténu je mozné néjakym postupem
udélat pouze sudou permutaci, nikdy lichou transpozici.

Jiné jednoduché permutace jsou trojeykly, permutace,
které maji pouze jeden cyklus délky 3 a ostatni cykly
délky 1. Kaidy trojcyklus je sudd permutace, neobsa-
huje zadny cyklus sudé délky. Dokazeme ted, Ze

kaZdou sudou permutaci lze sloZit
z trojeykla.

Vezmeme si néjakou sudou permutaci p. Tu lze sloZit
z transpozic a polet transpozic musf byt sudy: p = ¢, o
otyc ... ct,, Protoie je skladani permutaci asocia-
tivni, miiZeme psat také p = ({, 08) o (fyo0t) 0 ..
... Oty C ty,). Jak vypadaji sloZeni dvojic trans-
pozic v jednotlivych zavorkich — cviéenf 3.21? Pokud
jsou dvojcykly v obou transpozicich ¢y;_, , f,; na dvojicich
prvki, které se protinaji, je sloZenf ¢,;_, o ¢ty trojeyklus
— cviéenf 3.21. Jsou-li dvojeykly v transpozicich
t);-1, ty; na disjunktnich dvojicich prvkid, mé permutace
ty;,_y oty dva cykly délky 2 a ostatnf{ jednoprvkové.
Vezmeme v tomto pfipadé libovolny prvek k, ktery lezi
v dvojeyklu transpozice t,;_;, a libovolny prvek I, ktery
lezi v dvojeyklu permutace ¢,;. ProtoZe pro transpozici
(k, 1) plati (k, 1) o (k,]) = n, plati také

fy 10ty =1y MmOty =1ty 10

ok, ) ok, 1) ~ty =ty (kD) o ((k, 1) oty).

V poslednich dvou zavorkach jsou vidy sloZeni dvou
transpozic, dvojeykly u transpozic v prvnf zavorce maji
spole¢ny prvek k, jejich sloZeni je tedy trojcyklus. Stejné
tak je (k, 1) < ¢, trojoyklus, pFislusné dvojcykly se pro-
tinaji v I. V tomto piipadé je proto ¢,,_, c ¢, sloZeni dvou
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trojeykla. Je-li ,;_, = ty;, pak, protoZe jde o.transpo-
zice, ty;_, O £y = m, a permutacify_, 0 {;; miZeme ve vy-
jadien{ p jako sloZeni transpozic vynechat. Ve vyjadieni
p={(t,ot)o(tyot)o...0(ly ., Oly,)jeproto kazdé
sloZen{ transpozic v zavorce bud trojeyklus, nebo slozeni
dvou trojeykli. Libovolnou sudou permutaci p jsme
tak vyjadfili jako sloZeni néjakych trojeyklid.

Pro¢ je vyhodnéjsi pokousSet se délat trojeykly?
Skute&nost, Ze z nich lze sloZit pouze sudé permutace,
nenf na zivadu — kaZdou hradku lze nejvyse jednim
tahem pfevést do pozice, ktera ma polohovou permutaci
sudou. Pokud jsou u hratky pouze sudé tahy, kaida
Feditelna pozice je suda. Pokud je néjakd hracka v li-
ché fesitelné pozici, musf existovat néjaky tah A4, ktery
udéla lichou permutaci a = AVY. Udélame-li v liché po-
zici q tah A4, dostaneme pozici, jejiZz polohova permutace
je g o a, a ta je suda podle pravidla o parité slozeni per-
mutaci. MiZeme se tak snadno omezit pouze na skladani
sudych pozic. Pro trojcykly navic mluvi pfedevsim to,
e miZeme pomérné snadno nachdzet postupy, které
trojeykly udélaji.

Po tomto vice teoretickém tivodu zduvodiiujicim
pouziti trojcykli jako jednoduchych operaci na hlavo-
lamech si ukaZeme, jak najit postupy, které udélaji
trojcykly na Rubikové krychli.

4.2, Jak ud&lat trojeykly? V predchozim odstavei
jsme zjistili, Ze kazdou sudou permutaci lze sloZit z troj-
cykla a Ze kaidou fesitelnou pozici na libovolném hla-
volamu dostaneme nejvyse jednim tahem do pozice,
kterd mé polohovou permutaci sudou. Ted se tedy po-
tfebujeme naudit délat trojeykly.

Zatneme opét Rubikovou krychli. UkaZzeme si docela
jednoduchy trik, jak najit postupy, které udélaji troj-
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cykly. Tento trik budeme v rizné modifikovanych ver-
zich pouzivat v dal§im textu mnohokrat. Mimo jiné nam
umozni dokazat, e vSechny sudé pozice na Rubikové
krychli jde vhodnym postupem pievést do pozice, ve kte-
ré jsou viechny prvky na spravnych mistech, nebo Ze
viechny pozice na usich jsou fesitelné, atd.

Dtfive ne7 najdeme postup, ktery udéla trojeyklus
na rohovych kostitkach tak, aby vsechny zbyvajici
rohové i hranové zlstaly na pivodnich mistech, vy-
svétlime si postup, ktery udéla na prvni pohled podstat-
né méné. Zakladni pozici pfevede do pozice schematicky
znazornéné na obrazku 4.1,

O/ b6 /6
6/6,/6 /1€
o/6,/—/1¢
c|al|e Ch

a

Obr. 4.1

V horni vrstvé b jsou prohozené pouze rohové prvky abc
a abf a vsechny ostatni kostitky v této vrstvé jsou
na pavodnich mistech. Na poloze zbyvajicich kostigek,
které neleZi ve vrstvé b, viibec nezalezi, mohou byt libo-
volné prehazené. Najit néjaky takovy postup je docela
snadné. Jedna z mnoha moznych cest je podrobné vy-
svétlena na obrazku 4.2.

Nejdiive pomoci tahi C'"!'F pfesuneme obé rohové
kostieky abc a abf do dolni vrstvy, obrazek 4.2.a. Dalsi
dva tahy K (spodni vrstva) a C dostanou kosti¢ku abf
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a) /) b) b /5
) 55 /¢
05 SO oo-ﬂdc
‘bCleJ blalo c
blalb|> bla
b b‘) od
¢l SO,/ b/6
676 /56 /¢
o /6 /(¢
cqodc
Obr. 4.2

na misto abc a vrati bc a bcd zpét na pivodni sprdvni
mista — obrazek 4.2.b. Postup dokonéime tahy E-1F1,
kterymi dostaneme kosti¢ku abc na misto abf a vratime
bf a bdf zpatky na spravné mista — obrazek 4.2.c. Cely
postup C'FECE'F' tak udéla piesné to, co jsme
chtéli, Prohodi v horni vrstvé b kosti¢ky abc a abf
a zbyvajici prvky v této vrstvé necha na puvodnich
mistech. Tento postup oznaéime P. Je to jednoduchy
a srozumitelny postup a neni obtiZné ho objevit. A kazdy
miuze snadno pfijit na néjaky jiny, ktery udéla ve vrstvé
b stejnou zménu. Jednim z nich je naptiklad P2,
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Cvileni 4.1. Ovéite, Ze nasledujici postupy prohodi ve
vrstvé b rohové kostiky abc a abf a ostatni prvky
ve vrstvé b ponechajf na piivodnich mistech. Zdavodnéte
kazdy tah!

a) P = FECEF1C, b) FC1E'FEC,

¢) CTAEAFECF L,

Postup P rozhiZe zbytek krychle mimo vrstvu b
a neni nijak vidét, co ma vlastné spoleéného s néjakym
trojeyklem na rohovych kosti¢kach.

Ted ptijde ke slovu nejdilezitéjsi trik. Vysvétlime si
ho pomoci obrazku 4.3,

a S /6 /5 bl QO'O-d
éééc o/o/ 0
o/6/-/1C ,/o-o-d
dC
olala|C Tlc|c
a a
c) o/ O/, d /6/6/7
O'O'O'd b/6/6 /10
vo--dd /6 /0 /)6
v
o o) C olalb ¢
a

Obr. 4.3

122



V zikladni pozici jsme udélali postup P a dostali pozici
4.3.a. Pak udélame tah B, kterym dostaneme kosticky
abf & bcd na mista abf a abc — obrazck 4.3.b. A nyni je
klitovy moment. Cheeme prohodit kosticky abf a bed,
které jsou na mistech abf a abc, a jinak v hornf vrstvé b
nic nezménit. To uZ umime udélat nékolika zptsoby,
a my si vybereme postup P ' inverzni k P. Ten totiZ
navic vrati viechny zbyvajici kosti¢ky, které neleii v b,
na pavodni mista — obriazck 4.3.c. Duvod je v tom, Ze
permutace b == BV s prvky mimo sténu b nchybd, a po-
stup P ! na nich udéld permutaci inverzni k permutaci
p = PV. Proto se vicchny vrati zpét na spravna mista.
Nakonec zbyva tahem B! vratit viechny hranové prvky
a také rohovou kostitku bdf ve vrstvé b na pavodni
mista — obrazek 4.3.d. V horni vrstvé b jsme udélali
dvé transpozice — postupem P jsme prohodili abc a abf
a postupem P! abf a bcd. Celkové jsme tak udélali
trojeyklus, ktery prvek abc pfesunuje na misto prvku
abf, prvek abf posild na misto bed a prvek bed zpét na
misto gbc. Schematicky je to vyznaleno na obriazku
4.4.a. Pouizili jsme na to postup

(CFECE"F2)B(FEC'E'F\C)B* = PBP 'B™\,

a) b
fe] o)

Obr. 4.4
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Misto postupu P a k nému imverzniho P ! jsme mohli
pouzit také jakykoliv jiny postup, ktery udéla v horni
vrstvé b stejnou permutaci jako P, a postup k nému
inverzni. Napiiklad mitZeme P nahradit kazdym z po-
stupll uvedenych ve evi¢enf 4.1. Neni proto viubec nutné
naudit se cely postup zpaméti, stadi si pamatovat jeho
strukturu PBP 1B ! a védét, co ma postup P ve vrstvé b
udélat.

Nepatrnou upravou najdeme také postup, ktery udéla
permutaci schematicky znazornénou na obriazku 4.4.b.
Pokud udélame po postupu P tah B dvakrit, tj. BB,
prohodi postup P! v horni vrstvé prvky bcd a bdf,
a po zpétném vraceni hranovych kosti¢ek na pavodni
mista dvojici taht B7'"! dostaneme permutaci, ktera
ma pouze dva dvojeykly, jeden prohazuje abc a abf
a druhy bcd a bdf.

Cvicenf 4.2, Najdéte postup, ktery udéla permutaci na
obrazku 4.5. Vsechny prvky zastanou na puvodnich
mistech aZ na dvé dvojice rohovych kostidek ve vrstvé b.

Ndvod. Najdéte napfed postup, ktery ve vrstvé b
prohodi pouze dva rohové prvky v protilehlych vrcho-
lech, a ostatni prvky v b nechd na pivodnich mistech.

o

Obr. 4.5
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Nyni si, uz ponékud struénéji, vysvetlime, jak najit
postup, ktery udéld trojeyklus na hranovych kostic-
kdch, a viechno ostatni ponecha na ptivodnich mistech.
Muazeme to udélat v podstaté zcela stejné jako troj-
cyklus na rohovych kostitkiach. Nejdiive najdeme néja-
ky postup Q, ktery prohodi ve vrstvé b pouze dva hra-
nové prvky, a ty, které v b nelezi, mie zpiehazet libo-
volné, Jeden z mnoha takovych postupl je vysvétlen
na obrazku 4.6.

Q) Jb5/6 /6 bl Jb/6 /6
&/6 /5 /¢ Y72y /Lyl
éaécc oaaco
a{o|al| /¢ alo|a )
D A0 D 9
o b /5 /6
6 /6 /o ¢
6 /76714
c
Q o] J
a
Obr. 4.6
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Nejdfive pomoci tahtt CF ! uvolnime kosti¢ku ab, aby-
chom ji mohli posunovat ve vrstvé a, a neménili pritom
polohu jinych prvki, které patii do b. Potom tahy 4 4
ptemistime ab do spodni vrstvy e, tahy C"'F vritime
zbyvajici prvky z b na ptvodni mista a tahem E posu-
neme ab ve spodni vrstvé pod prvek bc — obrazek +.6.a.
Nyni tahy 471D uvolnime vrstvu ¢, tahy CC piesuneme
ab na misto bc a tahy D™'A vratime zbylé prvky b
zpét na puvodni mista. Zbyva pfemistit prvek bc z dolni
vrstvy na misto ab. To udélame tahy F 'F'CA 1A
C~'F — obrazck 4.6.c. Je to vlastné inverze prvni &isti
postupu. Cely postup Q ma potom tvar

Q =
= F1CAAC'FE|ADCCD ' A|E '\ F 1AV A 1C7F.,
Rozdélili jsme jej do tii snadno pochopitelnych édsti.

Cvileni 4.3, Ovéite, Ze nasledujici dva postupy pro-
hodi ve vrstvé b pouze dva prvky ab a bc, a ostatni prvky
b nechaji na ptivodnich mistech. Zdivodnéte kazdy tah!

a) Q1, b) CF1AFC-A'DCCD 1A CF1 4 1FC

S postupem Q nyni udélime trojeyklus na hranovych
kostitkach stejné snadno, jako jsme ho udélali na ro-
hovych s postupem P. Nejdiive tahem B piesuneme
kostiéky ab a bd na mista ab a bc — obrazek 4.7.b. Po-
tom postupem Q! prohodime kosti¢ky ab a bd na mi-
stech ab a bc a vriatime vSechny prvky, které neleii
ve vrstvé b na puvodni spravna mista — obrizek 4.7.c.
Nakonee tahem B~! vritime na plvodni mista také
viechny kosti¢ky ve vrstvé b, s vyjimkou tii hranovych
ab, bc a bd — obrazek 4.7.d.

Postupem QB QB! jsme tak udélali trojeyklus, ktery
posilé ab na misto bd, bd na misto bc a bc zpét na misto
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Q) /b6/6 /6 bl Joo/o/ o
éo.oc QO'O'dd
e/o/6 /10 o/6 /0,
7 do
alcla 9 clalc
a a
o Jo/o/o d /6 /9/6
o/ /(4 676 /o /(¢
a-Qo-do s /707570
C
cld|c| ¢ alcl|al /¢
a
Obr. 4.7

ab. Vsechny ostatni prvky zustaly na misté, dokonce
i s pivodnf orientaci. Udélali jsme tak permutaci, ktera
je schematicky znézornénd na obrazku 4.8.a.

Stejné jako v pifpadé rohovych prvki miizeme stej-
ného triku pouzit k nalezeni postupi, které udélaji jiné
jednoduché permutace na hranovych kostitkach. Tak
napfiklad postupem QBB Q*B1B"! udélame permutaci
na obrazku 4.8.b.
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a) b)

c)

Obr. 4.8

Cvileni 4.4. Najdéte postup, ktery udéld permutaci na
obriazku 4.8.c. Napfed najdéte postup, ktery prohodi
hranové kostitky ab a bd, a vSechny ostatni prvky
ve vrstvé b zustanou na pivodnich mistech.

Podivejme se jesté jednou na postupy, které jsme nasli
v tomto odstavei. Vidy jsme zaéinali néjakym postu-
pem P nebo Q. Kdybychom udélali ihned postup in-
verzni, Pl nebo Q71, vratili bychom krychli zpét do pi-
vodni pozice. My jsme ale postup P! nebo Q™! nevratili
ptimo. Mirné jsme ho pozménili na BP 1B™! nebo

128



BQ B! (ptipadné BBP-1B-1B1 nebo BBQ'B~1B71).
Tim jsme dosahli toho, Ze se zna¥né dast prvki vritila
zpét na puvodni mista, ale ne viechny. V horn{ vrstvé
b jsme postupem BP~1B~! nebo BQ B! udélali jinou
transpozici neZ postupem P nebo Q, a tyto dvé trans-
pozice dohromady udélaly hledany trojcyklus.

Tento trik ma svij puvod v matematickém pojmu
konjugovanych permutaci a vysvétlime ho v pfistim
odstavci. Budeme zkoumat, jak se zméni permutace,
kterou udéld néjaky postup P, jestlize pfed P vlozime
néjaky jiny postup Q a po postupu P udélame inverznf
postup Q71 Jinymi slovy, jak se lidf permutace, které
udélaji postupy Pa QPQL.

4.3. Konjugované postupy a permutace. Postupim
P a QPQ™! budeme ¥ikat konjugované postupy, budeme
také fikat, Ze postup QP Q! je konjugovany k postupu P.
Postupem P udélame permutaci p = PV a postupem Q
permutaci ¢ = QV. Vime také, jakou permutaci udéla-
me konjugovanym postupem QP Q™! —je to (QPQ )V
= ¢ o p 0 ¢"1. Permutacim p a q o p 0 ¢~! budeme také
tikat konjugované permutace. '

Jak se lisi permutace pa q o p o ¢7*? Vysvétlime si to
na obrazku 4.9.

jommd e jq!
/ qopeq”
i-..__q---——iq.1 Obr. 4.9

Vezmeme néjaky prvek 7€ I. Ten se permutaci p
zobrazi do § = ip. V grafu p tomu odpovida Sipka z ¢
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do j. Tato Sipka uréuje jinou Sipku v grafu konjugované
permutace g o p o ¢7': kam se zobrazi prvek ig 1?
Snadno spoéitime, Ze (ig7)gopogqgl=(igtog)po
ogqt =1i(pogqt) = (tp)g* = jg~'. Prvek ig~! se per-
mutaci g o p o ¢! zobrazi do j¢!. Nakreslime jesté.
Sipky permutace g, které vedou do bodi ¢ a j (¢arkova-
né). Jejich podateéni body jsou pravé iqg~! a jg~1. V grafu
permutace g o p 0 ¢! vede Sipka z bodu ig™* do jg!
Graf konjugované permutace ¢ o p o ¢! tedy z grafi
permutaci p a ¢ dostaneme posunutim, pfelozenim, grafu
p proti sméru Sipek grafu gq.

Jeden maly priklad. Na mnoZiné I = {1, 2, 3, 4} vez-
meme dvé permutace

(1,234 (1,2,3,4
ol ER ) IR i
Jejich grafy j jsou na obrazku 4.10.a. Graf p nyni dosune-

me proti sméru Sipek grafu ¢ a dostaneme tak graf
konjugované permutace ¢ o p o ¢~ na obrazku 4.10.b.

Obr. 4.10

Cviteni 4.5, Nakreslete grafy permutaci p,gagop o
oq7L
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B 1,2,3,4] (1,2,3,4
"“”"(2,3,1,4 "‘[2,3,4,1]
by p = 1,2,3,4,5 (1,2,3,4,5
P=1213,41,5 7= 5,2,3,4,1]
) p = 1,2,3,4,5,6 (1,2,3,4,56
¢ ”‘(4,5,6,1,2,3) _(6,1,2,3,4,5]

Cviteni 4.6. Jak dostaneme graf permutace ¢~ o p o
o ¢ z grafi permutaci p a q?

Zhruba feéeno, permutace ¢ © p o ¢! je ,,permutace p
pieloZena na jiné misto permutaci ¢‘‘. JestliZe misto
néjakého postupu P udélame postup QP Q~!, zname-
na to, Ze jsme permutaci p = PV pFesunuli jinam pomoci
postupu Q. Priavé to jsme udélali pfi hledani postupt
na Rubikové krychli v minulém odstavci. Podivejme se
na nalezené postupy jesté jednou. Nasli jsme néjaky
postup P, ktery na krychli udélal permutaci na obrazku
4.11. . ’
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V horn{ poloviné jsou prvky z vrstvy b. Potom jsme in-
verznf permutaci p~1 pfelozili postupem B—obrazek 4.13.

bcd! “““ ’gbqf | bfr“"":bd
[
I
b ’bf abli jbe
q c‘- ————— a o S E——
o _I ~ _O_ Obr. 4.12
':-\‘ ed -
cde aef af.. - -

Udélali jsme tak permutaci b o p~! o b1, ktera je na
obrazku 4.13. nakreslena vlnovkovymi Sipkami.

PR
0%

=
GO 'Cc? 80\‘\“‘)

Obr. 4.13
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Mimo vrstvu b se permutace b o p ! 0 b1 shoduje s p1,
protoZe b permutaci p~! mimo vrstvu b nepteklada.
Postup PBP-'B-! proto vdechny prvky, které neleii
v b, necha na pivodnich mistech. Na tom, co ptesné po-
stup P udéld mimo vrstvu b, vibec nezalezi. V samotné
vrstvé b jsme postupem P udélali transpozici na prvcich
abc, abf. Také postup P! tyto prvky prohodf a ostatni
v b necha na misté. Postupem BP 'B~! jsme transpozici
(abc, abf) prelozili do transpozice na prvcich abf, bcd.
Cely postup PB'P-1B~! pak udéla hledany trojoyklus
na rohovych kosti¢kach.

Piekladani permutaci pomoci konjugovanych postupi
je velmi udinny prostiedek pro Feseni hlavolami a vse-
chny postupy, které v daldim textu najdeme, jsou na
ném zaloZeny. Misto piekladani budeme nyni pouzivat
matematicky termin konjugovdni.

4.4. Dal3f trojecykly na Rubikov® krychli. Ve druhém
odstavci jsme nasli postupy, které udélaji uréité troj-
cykly na rohovych nebo hranovych kosti¢kach, a ostatni
prvky ponechaji na puvodnich mistech. Tyto trojcykly
jsou schematicky znazornéné na obrazcich 4.4.a. a 4.8.a.
P#i skladani krychle ale nékdy postfebujeme udélat
trojcykly také na jinych mistech, nez jenom v jedné
vrstvé. Konjugovanim uz znamych postupii toho snadno
dosahneme.

Rohové trojeykly. Potfebujeme udélat napiiklad troj-
cyklus na obriazku 4.14.a. Postupem PBP~'B~! umime
udélat trojeyklus zndzornény na obriazku 4.4.a. Tento
postup nyni musime konjugovat néjakym daliim postu-
pem, ktery pfemisti kostitky z roht vyznadenych na
obrazku 4.14.a do roha v horni vrstvé, na kterych uz
trojcyklus udélat umime. K tomu staéi pouZit otofeni
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zadni vrstvou d doprava. Postup D(PBP-'B~1)D™! pak
udéla trojeyklus na obrazku 4.14.a.

a) b)

\

Obr. 4.14

Jak udélat velky trojcyklus na obrazku 4.14.b ? Opét
sta¢i najit postup, ktery piesune t¥i vyznaéené kostiéky
do jedné stény, a timto postupem konjugovat uz znimy
postup PBP'B-1. Takovy postup najdeme snadno, stadi
tieba FD. Postupem FD(PBP 1B YYD 'F-1pak udelame
trojcyklus na obrazku 4.14.b.

Na obrazcich 4.4.a, 4.14.a a 4.14.b jsou vsechny tfi
mozné polohy tfi riznych vrcholi na krychli. Takze uz
umime udélat kaZdy trojcyklus na rohovych prvcich
tak, aby vSechny ostatni prvky zistaly na pavodnich
mistech.

Hranové trojeykly. Podobné mizZeme pomoci postupu
Q z druhého odstavce udélat vSechny mozné trojcykly
na hranovych kosti¢kach. Vidy staéi najit néjaky jed-
noduchy postup, ktery tii dily, které chceme prohodit,
pfevede na mista tF vyznatenych prvkd na obrazku
4.8.a, a timto postupem konjugovat QBQ 'B-l. TH
prvky na obrizku 4.15.a pfevedeme na mista na obrazku
4.8.a tahem 4. Trojcyklus 4.15.a proto udélame postu-
pem A( QBQ 1B 1A', Pro trojcyklus na obrazku
4.15.b pouzijeme tahy CD, hledany postup je
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CD(QBQBY)DC-1. V piipadé 4.15.c stadi konju-
govat postupem DCA-!, pfislusny trojeyklus proto
udélame postupem DCA-QBQ'B1)AC D1, V pii-
padé 4.15.d stati ACC(QBQB1)C1C 147,

a) b} c
7 ) =

d)// e)// f) (//

Obr. 4.15

CviZeni 4.7. Najdéte postupy, kterymi udélame troj-
cykly na obrazcich 4.15.¢ a 4.15.f.

Tak jako v piipadé rohovych prvka mizeme nyni
probirat vSechny mozné polohy tii hranovych kostidek
na krychli, pro kazdou z nich najit jednoduchy postup,
ktery tyto tfi kosti¢ky pfevede do jedné stény, a timto
postupem konjugovat uZ znamy postup QBQ'B7%
Pro kazdé tti hranové prvky tak najdeme postup, ktery
na nich udéla trojcyklus, a véechny ostatni prvky necha
na misté.

UkézZeme si jesté jeden zpusob, jak dokazat, Ze existu-
i postupy, které udélaji libovolny hranovy trojeyklus.
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Tento zpusob je sice vice teoreticky, zbavi nas ale po-
vinnosti rozebirat mnoho riznych pfipadi. Vybereme
tii hranové prvky <, j, k a chceme udélat trojcyklus,
ktery posila ¢ na misto §, j na misto k a k zpét na misto s.
Hranové kostiky tvofi orbitu na krychli, existuje proto
postup, ktery kosti¢ku ¢ pievede na misto ab. Nyni si
vSimnéme, Ze otafenim vrstvami c, d, e a f miZeme stale
jesté pohybovat kazdou hranovou kostigkou, s vyjimkou
té, kterd je pravé na misté ab, tj. v nasem pfipadé .
Existuje proto postup slozeny z taht C, D, E, F, ktery
piesune j na misto bd a necha ¢ na misté ab. A opét si
véimneme, Ze pomoci tahu C, E, F muZeme stile jesté
pohybovat vSemi hranovymi prvky, s vyjimkou téch,
které jsou na mistech ab a bd. Z téchto taht sloZime po-
stup, ktery pfesune k na misto bc a necha ¢ na misté ab
a j na misté bd. Tim jsme si ukazali, Ze vidy existuje
postup R, ktery libovolné tFi h_ranove prvky ¢, j, k
pfevede na mista ab, bd a bc. Postupem R nyni konju-
gujeme nas znamy postup QB Q 1B, ktery udéla troj-
cyklus na prveich ab, bd a bc. Konjugovany postup
R(QBQ !B Y)R™! pak udéld hledany trojcyklus na ko-
stitkach ¢, j a k.
MizZeme shrnout:

Na Rubikové krychli mizZeme udélat
libovolny rohovy a libovolny hranovy
trojeyklus.

Ptipomenme si znovu, Ze vsechny postupy, které
trojeykly udélaji, najdeme vhodnym jednoduchym kon-
jugovanim postupi PBP7'B~! a QBQ'B7! z druhého
odstavce.
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4.6. KaZdou sudou pozici na Rubikové krychli miZeme
pFevést do pozice, ve které jsou viechny prvky na sprav-
nych mistech. To uZ nyni snadno dokazeme. Zadneme
v néjaké sudé pozici. Obé polohové permutace na roho-
vych a hranovych kosti¢kich musi byt soudasné sudé
nebo soudasné liché. Pokud jsou liché, otoéime libovol-
nou vrstvou o 90° a dostaneme novou pozici, ve které
jsou polohové permutace na rohové i hranové orbité uz
sudé. V pfedchozim odstavei jsme nasli postupy, které
udélaji libovolné trojeykly na rohovych kostigkach.
Z odstavce 4.1. vime, Ze kaZdou sudou permutaci jde
sloZit z trojeykld. Pomoci téchto postupti muZeme
prevést krychli do pozice, ve které jsou viechny rohové
prvky na spravnych mistech. Polohovd permutace na
hranovych kosti¢kach musi byt v této nové pozici suda.
Protoze jsme se v minulém odstavci naudili délat také
libovolné hranové trojeykly tak, aby vSechny ostatnf
prvky zistaly na misté, miZeme znovu pouZit vysledku
z prvnfho odstavce a dokazat, Ze novou pozici (s roho-
vymi prvky na spravnych mistech) jde prevést do pozice,
ve které jsou viechny prvky na sprivnych mistech.

Tim jsme doplnili nase poznatky o Rubikové krychli
z predchozi kapitoly. Zadna licha pozice nejde prevést
do pozice, ve které jsou vSechny prvky na spravnych
mistech (a je proto nefesitelnd), sudé pozice takto prevést
jdou.

Ziavérem nékolik poznamek. Postup, kterym jsme
v tomto odstavei dostali vSechny prvky na spravna
mfsta, je hodné pomaly, a nikomu nedoporuéuji skladat
Rubikovu krychli pravé timto zpisobem. Nasfm hlav-
nim cflem bylo pfesvédéit se o tom, Ze to opravdu jde,
a ukdzat metodu, jak najit postupy, které udélaji néjaké
jednoduché permutace. Mnohem rychlejsi zptasoh skla-
dénf kostky spodiva v oby&ejném davani prvki na sprav-
né mista a se sprivnou orientaci, ,,dokud to jde‘‘. Tak
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snad kaZzdy sloZi aspon jednu vrstvu, a vétsinou i dvé.
Teprve v zavéru, kdy uZ nevystatime s pouhou prosto-
rovou piedstavivosti, obvykle k tomu dojde pti skladani
posledni vrstvy, pouZijeme postupy, které jsme nasli
v.této kapitole, ve druhém odstavci. Ty jsou k tomu
uZ ptipravené, prohazuji kosti¢ky pouze v jedné vrstveé.

Vsimnéme si také, Ze v prvni &asti dikazu pii pfe-
mistovani rohovych kostitek na spravna mista jsme
vibec nepotiebovali postupy, které délaji trojeykly na
rohovych prveich, a soudasné nechavaji hranové prvky
na misté. Hranové prvky na poditku nebyly v Zadné
specialni poloze. Ke stejnému ulelu by nam poslouzily
i postupy, které na rohovych kosti¢kach udélaji troj-
cykly, a hranové prvky libovolné pfehazeji. Témito
postupy bychom rovnéZz dostali pozici, ve které jsou
vSechny rohové prvky na spravnych mistech. Dale by-
chom pokratovali uz stejné. To je dileZité si uvédomit
zvldsté pii skladani ¢tyksténu, kdy je velmi snadné
dostat vsechny &tyfi rohové prvky na spravnia mista,
a vlastni skladéni ¢tyisténu probiha pouze na hranovych
kostidkach.

V dalsich odstavcich pouZijeme trik s konjugovanim
pfi Fedeni jinych hlavolamu.

4.6. USi. Budeme skladat verzi s dvanacti kuli¢kami
v kazdém uchu — obrazek 3.8. UkdZeme, Ze kazidou
pozici jde slozit. Z pfedchozi kapitoly vime, Ze kazdy
tah je lichy. Jsou-li na podatku usi v liché pozici, stadéi
udélat jeden tah, a dostaneme pozici sudou. Strategie
skladani bude -potom opét zaloZena na vysledku z od-
stavce 4.1. — kazdou sudou permutaci jde slozit z troj-
cykli. Budeme postupovat stejné jako u Rubikovy
krychle. Napied musime najit postup, ktery udéla viabec
néjaky trojeyklus, a potom ukazeme, Ze vhodnym kon-
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jugovanim tohoto postupu udélame jakykoliv trojeyklus.

Zaéneme tedy hledanfm postupu, ktery udéld troj-
cyklus. Kdybychom méli pouzit zcela stejny napad jako
u Rubikovy krychle, museli bychom najit néjaky po-
stup X, ktery by v jednom z usi — tifeba A — udélal
jedinou transpozici — t¥eba (1, 2) — a vSechny ostatnf
kulitky v 4 nechal na ptivodnich mistech. Postup
AX71A1 konjugovany k inverznimu postupu X!, by
potom udglal transpozici (2, 3) v uchu 4 a vratil véechny
kuli¢ky v B na piivodni mista. Cely postup X4X 141
by tak pfesunul 1 na misto 3, 3 na misto 2 a 2 zpét na
misto 1. Ostatni kuliéky by nechal na pavodnich mistech.
Problém je v tom, Ze najit postup X s témito vlastnostmi
je dost obtfZzné, nemame k dispozici tolik riznych taha
jako na krychli.

Musime se proto obejit bez postupu X s uvedenymi
vlastnostmi a udélat trojeyklus ponékud jinym zptso-
bem. Konjugovan{ postupl a permutaci bude hrat i na-
dale kli¢ovou roli.

Chceme najit jednoduchy postup, ktery by prohodil
néjaké dvé kulitky v uchu A4, a pfitom A p#ili§ neroz-
hézel. Kulitky miZeme pfehazovat pouze v okoli obou
prusediku, zvolime proto 1 a 17. Pomocf tahit BAB™!
"pfesuneme kulié¢ku 17 na misto 1 a tahy 4 -'B vratime 1
zpét do ucha 4 na misto 17. Vétdina kulidek v A4 se vrat{
na puvodni mista, nevrati se ale viechny. U dolnfho
prusediku se prohodi také 21 a 22. Cely postup P =
= BAB'A7'B udéld permutaci na obrizku 4.16.a.
Dulezité je, Ze vSechny kuli¢ky, které byly pivodné v 4,
pfejdou opét do 4. Nyni budeme inverzni postup
Pt = B-14BA'B~! konjugovat tahem 4. Konjugova-
nym postupem AP-14-! udélame permutaci na obrizku
4.16.b. Cely postup Q = P(AP~141) potom udéla sloZe-
ni permutacf z obrizku a) a b), které je na obrazku
4.16.c.
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Obr. 4.16

Misto jednoho trojcyklu se nam podatilo udélat trojeykly
dva. _ :

Ptesto jsme se k jednomu trojeyklu ptibliZili. Zbyva-
jici trik by mélo napovédét nasledujici cviéeni.

Cvileni 4.8. Na mnoziné I = {i, 4, k, I} vezmeme dva
trojeykly. Trojeyklus s posila 4 do 4, j do k a k zpét do ¢,
trojcyklus ¢ posfla k doj, j do ! a l zpét do k:

NEYEN _ i,j,k,l)
8‘[;’,1“',1)' “[i,z,;‘,k '
Nakreslete grafy nésledujicich permutaci:

a)sos, b)slot c¢)sot, d)sotL

Pro nas je dilezity zvlasté pfipad c), ktery ukazuje, Ze
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sloZeni dvou raznych trojeykli miZe byt opét trojey-
klus. Viimnéte si, jaka je poloha trojeykla s, t v tomto
piipadé. Sipky mezi dvojici prvki j, k, které lezi v obou
z nich, jdou proti sobé.

Inverznim postupem Q! bychom vratili viechno na
puvodni mista. Na§ trik vidy spoéiva v tom, Ze misto
Q! udélame vhodny konjugovany postup RQ-'R7I,
V nafem piipadé udéld kaidy konjugovany postup
RQ™'R"! opét dva trojcykly, protozZe je udéla Q, a tedy
také Q-'. My se chceme jednoho zbavit, tieba trojcy-
klu, ktery posila 17 do 2, 2do 1 a 1 do 17. K tomu po-
tfebujeme, aby postup R nechal prvky 17, 1, 2 na misté.
Abychom se nezbavili soudasné i druhého trojcyklu,
musime jej postupem R posunout. Chtéli bychom, aby
mél posunuty trojecyklus vidi pivodnimu na kuli¢kach
19, 21 a 22 stejnou pelohu, jakou mély trojeykly s a ¢
ve cvieni. K tomu sta¢i postupem R zaménit jeden
z prvku 19, 21 a 22 za néjaky jiny a zbyvajici dva nechat
na misté. Ted, kdyz uz vime, jaké vlastnosti by mél
postup R mit, je jeho nalezeni snadné. Napted tahem
A~ posuneme kuli¢ky 17, 1, 2 mimo praseéiky (abychom
si je nepfehazeli), pak tahem B posuneme kulid¢ku 18
na misto 19 a nakonec tahem A4 vratime 17, 1, 2, 21 a 22
na plivodnf mista. MiZeme proto zvolit R = A"1BA.
V odstavei o konjugovanych postupech a permutacich
jsme vysvétlili, jakou permutaci postup RQ'R™! udéla.
Jeji graf je na obrazku 4.17.a. Li&i se od grafu permuta-
ce ¢! inverzni ke ¢ = QU (obrizek 4.16.c) zaménou
prvku 19 za prvek 18. SloZenym postupem Q(RQ™!R™!)
pak udélame hledany trojcyklus, jeho graf na obriazku
4.17.b je sloZenim grafi permutaci, které udélaji postupy
Qa RQ 'R, obrazky 4.16.ca4.17.a.Jeto trojcyklus,kte-
ry posilid 18 na misto 22, 22 na misto 19 a 19 zpét na mis-
to 18. Pripomefime si,2e R = A"'BA, P = BAB™'A™'B
a Q=PAP 14 Cely postup je tedy
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r p-
S = BAB 1A 1BAB'ABA 1B 14-1 A"1BA

Q R
P p-1
ABAB'A-\BA'B'ABA'B~* A“B4 .
— c—
Q—l R—l

Je to dlouhy postup, smysl kazdého tahu by mél byt
ale jasny.

a 2.1 9 10 b) 2 1 9 10
Y 1 17

o BER 2 4o 19 O

2 202,20 4 > <13
560002200Q143 5500(?22600%
7 8 % 15 7 8 16 15
Obr. 4.17

Zbyva ukazat, ze muzeme udélat kaidy trojeyklus.
Tady uz mizZeme postupovat zcela stejné jako u krychle.
TFi prvky, na kterych chceme trojeyklus udélat, musime
posunout na mista 18, 19, 22, na kterych to uz umime.
Vhodné konjugovanym postupem S tak udélime hleda-
ny trojcyklus. Omezime se jen na nékolik ptiklada.
Abychom udélali trojcyklus, ktery posila 19 na misto
21, 21 na misto 22 a 22 zpét na misto 19, tj. trojcyklus
v jednom uchu, musime posunout 21 na misto 18 tak,
aby 19 a 22 zastaly na misté. To udélame tieba postupem
ABBA-!. Timto postupem konjugujeme S, hledany
trojcyklus proto udélame postupem
(ABBAY)S(AB*B14A™!). Trojcyklus, ktery posila 1
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na misto 3, 3 na misto 2 a 2 na misto 1, pak udélime
konjugovanim posledniho postupu néjakym postupem,
ktery ptevede 1, 2, 3 na mista 22, 21, 19. Stadi proto
AAAA(ABBA'SAB 1B 1A WA 1A 14141,

Cvileni 4.9. Najdéte postupy na usich, které udélaji
nasledujici trojeykly:

a) 9 na misto 11, 11 na misto 6 a 6 zpét na misto 9,
b) 2 na misto 4, 4 na misto 12 a 12 zpét na misto 4,
¢) 2 na misto 7, 7 na misto 14 a 14 zpét na misto 2.

Tak mizZeme udélat kazdy trojcyklus (jak si za chvili
dokazZeme). Z nich slozime kazdou sudou permutaci (od-
stavec 4.1.). A protoZe kazdou lichou pozici pfevedeme
jednim tahem do pozice sudé, umime sloZit kazdou po-
zici.

Na usich lze sloZit kazdou pozici.

Stejné jako u Rubikovy krychle, nikomu nedoporu-
¢uji, aby takto postupoval pii skladanf usi od samého
potatku. Opét je mnohem rychlejsi davat kulitky na
spravna mista, dokud to jde, a teprve potom délat po-
ttebné trojcykly vhodnym konjugovanim postupu S,
nebo jesté lépe, néjakého vlastniho postupu. Varianty
usi, které byly v prodeji, obsahovaly vidy nékolik kuli-
¢ek stejné barvy. To skladani podstatné ulehéuje, pro-
toZe piehozeni kulidek stejné barvy neni vidét. Troj-
cykly mizeme proto délat také tak, ze konjugujeme
postup Q néjakym postupem, ktery na mista kulitek
v jednom z trojeyklu ptevede tii kulitky stejné barvy.
S vyhodou muzeme takto pouzivat i kratky postup P.

Zbyva jesté potadné ukazat, Ze muzeme udélat jaky-
koliv trojcyklus. Budeme postupovat stejné jako v pfi-
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padé hranovych kosti¢ek na Rubikové krychli. Umime
udélat trojeyklus na mistech 1, 2, 3, staéi proto libovolné
t# kuli¢ky ¢, j, k£ vhodnym postupem -pfemistit na mista
1, 2, 3. Timto postupem pak konjugujeme postup,
ktery udéla trojcyklus na kuli¢kach 1, 2, 3.

Napied posuneme kulidku k na misto 17 a tahem 47!
pak na misto 1. Potom najdeme kuli¢ku j. Je-li v uchu
B, posuneme ji vhodnym opakovanim tahu B na misto
17, k zistavé na misté 1. Tahem A~! pak dostaneme k
na mfsto 2 a § na misto 1. Nenf-li j v uchu B, vhodnym
opakovanim tahu 4! posuneme j do jednoho z prisedi-
ku tak, aby k zustala na jednom z mist 1—8. Tahem B
pak premistime j do ucha B a opakovanim tahu 4 vré-
time k zpét na misto 1. Z ucha B uZ umime dostat j
na misto 1 a k na misto 2. S kuli¢kou ¢ postupujeme
analogicky. Je-li v uchu B, posuneme ji na misto 17,
a tahem A~! dostaneme vSechny tfi kulitky tam, kam
chceme: k© na misto 3, j na misto 2 a ¢ na misto 1.
Pokud ¢ neni v uchu B, opakujeme napfed vhodné tah
AT, abychom dostali # do jednoho z pruseéikd a j, k
zustaly v oblouku na mistech 1—8, Tahem B pak do-
staneme ¢ do ucha B a opakovanim tahu A vratime k
na misto 2 a j na misto 1. Z ucha B uZ ¢ spolusjak
na mista 1, 2, 3 umime dostat. Tim jsme ukazali, Ze na
usich jde opravdu udélat kaZdy trojcyklus.

Cviceni 4.10. Dokaite, Ze libovolnych Sest riznych ku-
li¢ek miZeme vhodnym postupem dostat na mista 1, 2,
3, 4, 5, 6, aniZz byste pouzivali toho, Ze umime kaZdou
pozici slozit.

A jak je to s variantou s tfindcti kulitkami v jednom

uchu? Postup S funguje i na ni. Funguje i na mnoha
dalsich.
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4.7. Dvandctistén, ftyfstén, domino, patnactka, haby-
lénska vE&%. U dalsich her budeme postupovat rychleji.

Dvanéectistén. Vzhledem k tomu, Ze jedna vrstva tvofi
jen malou &ast hradky, je nalezeni postupi, které pro-
hodi v jedné vrstvé jen dva rohové nebo dva hranové
prvky, jednoduché.

Jak prohodit rohové prvky acd a ade tak, aby zby-
vajici prvky ve vrstvé g zastaly na pivodnich mistech ?
Tahy C'E dostaneme obé kostitky mimo vrstvu a.
Zbyva je néjak zaménit, a pfitom nepohnout ostatnimi
prvky a. K tomu mame na dvanactisténu velky prostor,
muzZeme to udélat tieba tahy G-1HG (ade je uZ tam, kde
ma byt),a potom H~1E-1C vritime vée zpét do vrstvy a.
Postupem P = C1EG'HGH1E-C tedy prohodime
ve vrstvé a dva rohové prvky acd a ade. Postupem
PAP-'4-1 potom udélame trojcyklus na rohovych ko-
stitkdch ade, abc, acd a vhodnym konjugovanim tohoto
postupu udélame jakykoliv rohovy trojcyklus.

Cvilenf 4.11. Stejnou metodou, jakou jsme pouzili
u hranovych kostitek na Rubikové krychli, dokazte, Ze
libovolné tfi rohové prvky na dvanictisténu muZeme
pfevést na mista ade, acd a abc.




Protoze kaidou sudou permutaci lze sloZit z troj-
cyklti, umime libovolnou pozici, ktera ma polohovou
permutaci na rohovych kosti¢kach sudou, pievést do po-
zice, ve které jsou viechny rohové prvky na spravnych
mistech. Ma-li byt pozice fesitelnd, musi byt také jeji
polohovd permutace na hranovych kostitkach suda.
Zbyva proto najit postup, ktery udéla néjaky trojeyklus
na hranovych kostidkach, a ponecha vsechny rohové
prvky na spravnych mistech.

To je rovnéz snadné. Prohodime nejdiive néjaké dva
hranové prvky, treba ac a ad, ve vrstvé a. Tahy BD™!
uvolnime prvek ac a tahem C-! jej pfesuneme mimo
vrstvu g. Tahy DB™! vratime zbyvajici prvky z a zpét
na pavodni mista. Nyni tahy CE~! uvolnime ad, tahy
D~1D~' posuneme ac na jeho misto a opét vratime po-
stupem EC~! viechno ostatni zpét do vrstvy a. Nakonce
piesuneme ad na misto ac postupem D 'BGCCB™'D.
Prvky ac a ad jsme pak prohodili postupem’

Q = BD\C'\DB'CE'D'\D'EC'D1BGCCB™'D.

Snadno asi najdetc jednodus$i postup, ktery udéla
ve vrstvé g totéz, co Q. Postupem QA Q147! udélame
trojcyklus na hranovych prveich ab, ac, ad a vsechno
ostatn{ zlistane na pivodnich mistech. A nakonec kon-
jugovanim tohoto postupu udélame jakykoliv troj-
cyklus.

Cviteni 4.12. Dokaite, Ze libovolné tfi hranové prvky
muzeme vhodnym postupem pievést na mista ad, ab
a ac.

Kazdou pozici, kterd méd polohovou permutaci sudou
jak na rohovych, tak na hranovych prvceich, umime tedy
prevést do pozice, ve které jsou vSechny prvky na sprav-
nych mistech. Z minulé kapitoly uz vime, Ze u ostatnich
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pozic to nejde. Objasnili jsme tak zcela, které pozice
na dvanactisténu jde srovnat.

Kazda pozice na dvandctisténu se su-
dou polohovou permutaci na rohovych
i hranovych prveich Ize pfevést do po-
zice, ve které jsou vSechny prvky na
spravnych mistech.

CtyFstén. Aby mohla byt pozice viibec fesitelna, musi
byt jeji polohova permutace suda jak na rohovych, tak
na hranovych kostitkich. Ctyfstén méa &ty¥i rohové
prvky a kazdou sudou permutaci na ¢tyiprvkové mno-
Ziné muzeme slozit z nejvyse dvou trojeykli. Protoze
kazdé tFi rohové prvky lezi v jedné vrstvé, miZeme na
ttyfsténu udélat libovolny trojcyklus na rohovych prv-
cich, hranové pfitom ale nezistanou na misté! V kazdém
piipadé tak sta¢i nejvyse dva tahy, abychom dostali
viechny rohové prvky na spravna mista.

Abychom dostali na spravna mista i prvky hranové,
najdeme opét postup, ktery udéla néjaky hranovy troj-
cyklus, a viechno ostatni necha na misté. Jeho konju-
govanim pak uz udélame kazdy hranovy trojcyklus. Do-
sud jsme vidy zadinali postupem, ktery prohodil dva
hranové prvky v jedné vrstvé. V pripadé étyfsténu to
znamena najit postup, ktery tieba ve vrstvé a prohodf
dva hranové prvky, a ostatni kostidky v této vrstvé
(tj. jeden hranovy a t#i rohové) necha na pivodnich
mistech. U Rubikovy krychle a dvanéctisténu se nim
podafilo najit dokonce takové postupy, které tyto prvky
nechaly nejen na pivodnim misté, ale i s pivodnf orien-
taci. Najit takové postupy na &tyisténu se zda byt obtfz-
né&jsi, podstatnou roli zde hraje skuteénost, ze v kazdé
vrstvé lezi vice nez polovina véech pohyblivych prvku.
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Na rozdil od krychle a dvanactisténu neni na Styfsténu
dost prostoru mimo jednu vrstvu, a to éini jeho skladani
obtiZnéjsim. V této chvili ndm jde o to, abychom do-
stali v8echny prvky na sprivna mista, a tak si orientaci
nebudeme zatim vdimat.

Jak prohodit prvky ad a ac?

Postupem D-'4ABA-! zistanou ve vrstvé a vsechny
prvky na pivodnich mistech s vyjimkou ad, ktery si
vystiidd misto s protilehlym prvkem bc. Nyni pouZijeme
konjugovéani. Tahem A posuneme prvek ac na misto ad,
pak udélame stejny postup D 1ABA~!, kterym zamé-
nime ac za ad, a zakondime konjugovani tahem A~
Prvek ad je ui na misté ac, a zbyvd pouze vyménit
prvek bc z vrstvy a za ac. To uZ umime, stadf udélat
opét D*4ABA. Cely postup, ktery prohodi ve vrstvé
a prvky ad a ac tak, Ze viechny ostatni prvky v a ztsta-
nou na misté (n8které se zménénou orientacf), se proto
rovna Q = (D'ABAY)YA(D'ABAY)A Y (D1'ABA™).

Dale uZ pokradujeme standardnim zpusobem. Postu-
pem QA QA ! udélame trojcyklus prohazujici hranové
prvky ab, ac a ad, a ponechavajici viechny ostatni po-
hyblivé prvky na pivodnich mistech. Jeho dal§im konju-
govanim udélame libovolny hranovy trojcyklus. Kazdou
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pozici, kterd je suda jak na hranovych, tak na rohovych
kostidkach, umime tak prevést do pozice se viemi prvky
na spravnych mistech. Ze tteti kapitoly vime, %e u jinych
pozic to nejde. Tim jsme zcela vyjasnili, kdy mizZeme
dostat kaZdy prvek na spravné misto, a nasli postup, jak
to udélat.

KaZdou pozici na &tyfsténu, kterd ma
polohovou permutaci sudou na roho-
vych i na hranovych prvcich, lze srov-
nat do pozice se viemi prvky na sprav-
nych mistech.

Domino. Skladani domina je podstatné ulehéené tim,
Je existuje pomérné jednoduchy postup, ktery prohodi
pouze dva hranové prvky, a vsechny ostatni nechd na
piavodnich mistech. Pfipomenime si oznaéeni stén:

F

2
w
Obr. 4.20

Timto postupem je Q = BAABAABAA a prohodime
jim prvky 14 a 16 v dolnf vrstvé (tah A je otodeni dolni
vrstvou). Snadno se pfesvédéime, Ze jeho konjugovanim
udéléme kaZzdou hranovou transpozici, a tedy libovolnou
permutaci na hranovych kostitkach, kterda nechava
viechny rohové na piivodnich mistech.
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Cvileni 4.13. Stejné jako v pfipadé hranovych prvki
na Rubikové krychli dokazte, ze libovolné dva hranové
prvky %, § na dominu miiZeme vhodnym postupem pfe-
vést na mista 14 a 16.

Zbyva dopravit néjak viechny rohové prvky na sprav-
na mista. Konjugovanim postupu Q pak uZ umime pfte-
mfstit na sprivna mista i hranové prvky, aniz bychom
si rohové opét rozhazeli. Zatneme zase postupem, ktery
prohodi v hornf vrstvé dva rohové prvky, a zbyvajict
dva nechd na misté. Hranové prvky nas v této chvili
nezajimaji. Prosté otodeni boéni vrstvou C udéla per-
mutaci na obrazku 4.21.a. Nyni staéi konjugovat tah C
néjakym postupem, ktery piesune tyto dva dvojcykly
tak, Ze jeden bude v horni vrstvé a druhy v dolni.
Konjugujeme-li tahem A4, udélame postup ACA™?
a permutaci na obrazku 4.21.b.

a) , Z | | b)
/ Obr. 4.21

c) / d) / - e /
Lo
\ 7R

Dalsim konjugovdnim tahem B udélime postup
BACA'B~! a permutaci na obrazku 4.21.c. Ted konju-
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gujeme tahem A4 -1, postupem A-1BACA1B 14 udélame
permutaci 4.21.d. A nakonec konjugujeme tahem E,
cely postup P = EA"'BACA1B~14E"! prohodi v horni
vrstvé dva hranové prvky 3 a 9 a zbylé dva 1 a 7 necha
na puvodnich mistech — obrazek 4.21.e.

Dale pokratujeme obvyklym zptsobem. Pro tento
jediny okamzik oznaéime otodenf horni vrstvou vpravo
pismenem F. Postupem PFP-1F-! udélame trojeyklus
na rohovych prveich v horni vrstvé a jeho konjugovanim
libovolny trojeyklus na rohovych kostitkach, a tim i kaz-
dou sudou permutaci. Pokud nidhodou na poé¢itku neni
permutace na rohovych prveich sudd, sta¢i udélat na-
pied tah A.

Kazda pozice na dominu je feSitelna.

Patnictka. Ve druhé kapitole jsme ukdzali, ze sudé
pozice s lichym priazdnym mistem a liché se sudym
prizdnym mistem jsou nefeSitelné. Nyni ukaZeme, Ze
viechny ostatn{ pozice Fesitelné jsou. Pfedevsim si ujas-
nime, %e kaZdou takovou pozici lze prevést do sudé
pozice s prazdnym mistem 16. Kazdy tah déla totiz
transpozici, a je tedy lichy. Je-li pozice sud4, je prazdné
misto také sudé, a sudym poétem tahd ho pfesuneme
na misto 16. Udélame tim sudou permutaci, nova pozice
proto bude zase suda. Je-li pozice lichd, je prazdné misto
také liché, po lichém poétu tahii ho dostaneme na misto
16. Udéléme tim lichy podet transpozic, lichou permu-
taci, nova pozice bude proto suda.

Pri praktickém sklidani je tfeba umét slozit pozici
na obrazku 4.22.

Cvileni 4.14. Najdéte postup, ktery pievede pozici na
obrazku 4.22. do pozice zdkladni.
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112(3]4
516|718
9(10|11 |12
15{13 114 Obr. 4.22

Postup P, ktery jsme nasli ve cvideni, je specialnf, za-
¢ind a konéi prizdnym mistem v pravém dolnim rohu.
Pouzijeme ho také pfi nasem dikazu, Ze zbyvajici pozice
na patnactce jsou fesitelné. Druhy potfebny krok je
obsahem dalsfho cvideni. -

Cvifeni 4.15. Vezméte v zdkladni pozici t#i libovolné
prvky t, §, k (prazdné misto mezi nimi nen{) a dokazte,
Ze existuje specidlni postup, ktery pFevede ¢ na misto 13,
j na misto 14 a k na misto 15,

Tento postup oznatime Q. Postup P ze cvideni 4.14.
udélal trojcyklus na mistech 13, 14 a 15. ProtoZe jsou
P i Q specialnf, muZeme je sklidat. Konjugovany po-
stup QP Q! pak udélad trojcyklus na prveich 1, j a k.
Tim jsme ukazali, %e existujf specidlni postupy, které
udélajf libovolné trojeykly. KaZdou sudou permutaci
Ize slozit z trojeykld, muZeme tedy sloZit kaZdou sudou
pozici s prazdnym mistem 16. Na pod¢atku jsme ukazali,
te do takové pozice muzeme snadno pievést kaidou
potenciilné Fesitelnou pozici. Dokazali jsme tak pravidlo
uvedené ui ve druhé kapitole.

KaZd4 suda pozice se sudym prazdnym
mistem a kaZda licha pozice s lichym
prazdnym mistem je Fesitelna.
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Babylénska véX. Tato u nds hodné rozsifena hra je
prostorovou variantou patnictky. Jeji FeSenf je v pod-
statd stejné jednoduché, aZ na jedno obtiZné&jsi misto —
prohozeni dvou kuli¢ek. UkdZeme si, jak pomoci vhodné
modifikace triku se Sachovnici a rozliseni sudych a li-
chych permutaci toto misto snadno pifekonat.

Zatneme podrobnéjsim popisem hry. Na obrazku
4.23. vidime rozvinutou zakladni pozici, misto barev-
nych kuliéek pouzivime opét ¢isla.

51|52|53|54/55(56
1(42[4344|45]46
31/32(33|34/35[36
21|22|23[24|25]26
11[12[13[14 [15[16
01]02[03]04 [05]06
LA. _E Obr. 4.23

Jednotlivé vrstvy budeme oznadovat symboly (0), (1),
(2), (3), (4), & (5). Ve vrstvé (5) lez{ &fsla 51, 62, 53, 54,
55, 56. Kazdou vrstvou miZeme otdéet vidi zbyvajicim
vrstvam, na obrizku se to projevi jako posunutf ptislus-
ného Fadku vpravo nebo vlevo. Posunutf vpravo budeme
oznadovat symbolem pfislusné vrstvy — (2), (5), atd.,
pro oznaden{ posunut{ vlevo pfidime opét -1. (2)2,
(0)1a (5)71. Tak tfeba po tahu (3) bude &fslo 31 na mistd
disla 32, 32 na misté 33 atd. Cislo 36 bude na mists 31.
Tah (2)7! pifesune 21 na misto 26, 26 na misto 25 atd.
Kromé téchto tahi muiZeme jesté posunovat kulit¢ky
vertikalné ve sloupci obsahujicim prazdné misto. Prazd-
né misto se objevi, pokud do jednoho ze dvou mist ozna-
¢enych 4, B (nikoliv do obou soudasné) posuneme ku-
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licku ze sousedniho pole 01 nebo 04. PFi téchto tazich
muZeme posunout kulicku na s ni sousedni prazdné
misto. NemuzZeme je proto délat kdykoliv, nezavisle na
tom, jaké prvky se na sousednich mistech nachazeji —
babylénska véz je hra netiplna.

Jestlize #adna kulitka neni na nékterém ze dvou
mist A, B, budeme fikat, %e véZ je ve specidlni pozici.
Postuptim, které zadinaji a konéi ve specialni pozici,
fikdme také specidlni. Specidlni postupy muZeme libo-
volné skladat.

Posunutf kulitky na sousedni prazdné misto ve stej-
ném sloupci udéla transpozici. Jaké dal§i transpozice
muZeme snadno udélat ? Budeme pfedpokladat, %e pozi-
ce, ve které se véz nachazi, nenf specidlni — na jednom
z mist A, B je néjaka kulitka. Potom miZeme jedno-
duse udélat fadu dalsich transpozic. UkaZeme si jak na
konkrétnim pfipadé. Necht je prazdné tfeba misto 23.
Vhodnym opakovanim tahu (3) dostaneme nad prazdné
misto 23 libovolnou z kuli¢ek na mistech 31—36, pak ji
transpozici (23, 33) pfesuneme na misto 23 a opakova-
nim tahu (3)~! vratime zbyvajici kuliéky ve vrstvé (3)
na puvodni mista. Udélame tak transpozici, ktera na
prazdné misto 23 pfesune libovolnou z kulitek v sousednf
vrstvé (3). Naprosto stejné najdeme také postup, ktery
na misto 23 pkesune libovolnou z kulidek v druhé
sousedn{ vrstvé (1), a viechny ostatni ponechd na pu-
vodnich mistech .Umime tedy jednoduse udélat ty trans-
pozice, které na prazdné misto posunou kteroukoliv
z kuli¢ek v sousedni vrstvé.

Skladame-li véZ, jsme obvykle v pokuseni pouZivat
pouze tyto transpozice. To vsak ke sloZenf vSech pozic
nestaéi. Specialné timto zplsobem nedokaZeme proho-
dit dvé kuli¢ky tak, aby vSechny ostatni ztistaly na pi-
vodnich mistech. DokaZeme to vhodnou aplikaci meto-
dy, kterou jsme pouZili uz u patnactky.
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Ka#dé posunuti kulicky na prazdné misto v sousedni
vrstvé budeme povaZovat za jeden tah. Témito tahy
délame rizné transpozice. Pro¢ nestadi ke sloZeni pozice
na obrazku 4.24.a se dvéma piehozenymi kulidkami 23
a 337 Tato pozice je lichd, ma jediny sudy ecyklus. Za-
kladni pozice 4.23. je suda. Kaidym tahem udélame
néjakou transpozici, lichou pozici 4.24.a proto muiZeme
slozit, pokud to vibec néjak jde, pouze lichym poétem
tahu-transpozic. A to vyloudime spravnym pouzitim
triku se Sachovnici. Jednotlivda mista na vézi obarvime
podle obriazku 4.24.b.

al{51]52]s3[54]55[56] b | '

41)42[43]s4l45]46 RRinnkaa
31{32|23]34]35[36
21]22|33]24(25[26 T
11[12[13]14 |15 |16
01]02/03}04|0s|06 AT

- [ ] [
Obr. 4.24

Kaidy tah-transpozice zméni barvu prizdného mista,
z jedné specialni pozice do druhé — tieba z pozice 4.24.a
do zédkladni — se proto mizeme dostat jen sudym po-
¢tem taht-transpozic, nikdy lichym. Pozici 4.24.a tedy
pouzZitim pouhych tahii-transpozie nikdy neslozime. Na-
prosto stejné se ukaZe, Ze tahy-transpozice nestaéi ke slo-
Zenf Zadné specidlni pozice, ktera ma polohovou permu-
taci lichou. Staéi pouze na sudé speciilni pozice. To uz
dokaZeme béZnym zpisobem. Nejprve najdeme specidlnf
postup, ktery udélid néjaky trojeyklus, potom konjugo-
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vanim udélame viechny trojeykly a nakonec pouZijeme
vysledku z odstavce 4.1.

Cvifeni 4.16. a) Najd&te specidlni postup z taht
transpozic, ktery udéla trojeyklus na mistech 31, 41, 51.

b) Dokazte, Ze pro libovolné tfi kuliky 2, j, k existuje
specidlni postup z tahi-transpozic, ktery pfemisti ¢ na
misto 31, § na misto 41 a k na misto 51.

c¢) Dokaite, Ze libovolny trojcyklus se da udélat vhod-
nym specidlnim postupem sloZenym jen z tahi-transpo-
zic.

d) Dokaite, Ze pomoci tahii-transpozic lze sloZit kaz-
dou sudou specialni pozici.

A jak tedy sloZfme pozici 4.24.a? Odpovéd je jedno-
duché. Musime ji napted néjak dostat do sudé specialni
pozice. Ve cviéeni jsme pravé dokdzali, Ze takové pozice
slozit jdou. Tahem-transpozici to neudélame, zbyva
jenom otodeni néjakou vrstvou. Jakou pozici tak dosta-
neme? Ototenim udélime permutaci, kterd ma jeden
cyklus délky 6 a zbyvajici jednoprvkové. Otoéeni je
lichy tah. Z liché pozice 4.24.a tak dostaneme pozici
sudou. ProtoZe je to navic pozice specialni, sta¢i k jejimu
sloZeni dale pouzivat uZ jenom tahy-transpozice. Otode-
nfm néjakou vrstvou tak dostaneme z kazdé liché specidl-
ni pozice sudou specialni pozici, kterou uz umime sloZit.
Vsechny specidlni pozice proto sloZit jdou. A jelikoZ
z kazdé pozice se snadno dostaneme do specialni, jsou
vSechny pozice fesitelné.

Na babyl6nské vézi jsou viechny pozice
Fesitelné.
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Cvileni 4.17. a) DokazZte, Ze pozice se dvéma piehoze-
nymi kulitkami na babylénské vézi, kterd ma lichy
podet sloupei, je nefesitelna.

b) Popiste FeSitelné pozice na takovych véZich.

*4.8, k-tranzitivni grupy permutaci. Mnohokrat jsme
uZ pouzivali postupy, které néjakou trojici prvka pte-
mistily na misto jiné trojice. DaFilo se nam to diky tomu,
%e grupy polohovych permutaci na jednotlivych hlavo-
lamech byly ,,dostatetné bohaté‘‘. UkaZeme si nyni ma-
tematicky pojem, ktery tuto bohatost zachycuje. V sou-
vislosti s tim také zopakujeme souvislé a nesouvislé hry.

Rikdme, e néjaka grupa G permutaci na mno%iné I
je tranzitivni, jestliZe pro kazdé dva prvky ¢, j € I existu-
je permutace p € G takova, Ze ip = j.

Je-li G grupa vsech polohovych permutaci na néjaké
hfe, pak tranzitivita G znamend, %e kaidy pohyblivy
prvek i lze néjakym postupem pievést na misto libovol-
ného jiného pohyblivého prvku j. Néjaka hra je proto
souvisla, pravé kdyZ grupa polohovych permutaci na
této hie je tranzitivni.

U nesouvislych hlavolamu jsme rozliSovali orbity.
TotéZ miZeme udélat u libovolné permutaéni grupy.
Je-li G grupa permutacn na I a 1, j € I libovolné dva
prvky, pak fikdme, Ze i je ekvivalentni s §, jestliZe existuje
permutace p € G takové, Ze ip = j.

Axiémy grupy maji nasledu]ici t¥i dusledky.

a) Je-li ¢t ekvivalentni s § a j ekvivalentn{ s k, pak také
¢ je ekvivalentni s k. Podle pfedpokladii existuji permu-
tace p, ¢ € G takové, Zeip = jajqg = k. Potom i(p o0 q)=
= (ip)qg = k, tj., opravdu ¢ je ekvivalentni s k.

b) Kaidy prvek i € I je ekvivalentni sam se sebou,
nebot identickd permutace na I zobrazuje ¢ do z.

c¢) Je-li1 ekvivalentni s §, pak také j je ekvivalentni s .
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Existuje totiz permutace p € G takova, %e ip = j. Po-
tom ale jp~! = ¢, tj., j je ekvivalentni s 1.

Maximélnim mnoZindm vzijemné ekvivalentnich prv-
ki budeme tikat orbity grupy G. Podle bodu b) kazdy
prvek ¢ € I lezf v néjaké orbité. UkdZeme, Ze rizné orbity
jsou disjunktni, nemaji Zadny spoleény prvek. Jsou-li K,
L dvé orbity, které se protinaji, j néjaky jejich spoleény
prvek, potom kaidy prvek k € K je ekvivalentnf s j
a prvek j je ekvivalentn{ s kazdym prvkem [ € L. Podle
vlastnosti a) je také k ekvivalentni s /. V mnoZiné
K {J L jsou proto kazdé dva prvky ekvivaletnni. Vzhle-
dem k tomu, Ze K i L jsou maximalni mnoZiny vzdjemné
ekvivalentnich prvki, plati K, L D K |J L. ProtoZe je
také K \JL D K, L, dostavime tak K = L = K {J L.
Tim jsme dokazali, Ze rizné orbity permutaéni grupy G
jsou disjunktni.

Orbity na néjakém hlavolamu tak, jak jsme je pouii-
vali, odpovidaji orbitam grupy polohovych permutaci
tohoto hlavolamu.

Grupa permutaci G na mnoziné I je tranzitivni, praveé
kdyz jsou kaZdé dva prvky I ekvivalentni, a to je, pravé
kdyZ ma pouze jednu orbitu. Jestlize G neni tranzitivni
a J je néjaka orbita, potom ka?dd permutace p € @
zobrazuje kazdy prvek j € J do jednoznaéné urdeného
prvku jp € J. Zobrazeni p;, které kazdému prvku
j € J pfifazuje prvek jp, = jp € J, je, jak snadno ové-
fime, vzdjemné jednoznaéné zobrazeni, tj. permutace
na mnoziné J. Rikdme mu restrikce p na J. P¥ipometime
si, Zze v pfipadé polohcvé permutace p néjaké pozice na
Rubikové krychli, &tyfsténu nebo dvanactisténu, jsme
restrikei p na rohovou (hranovou) orbitu fikali rohova
(hranova) éast p.

Cvi¢eni 4.18. Pfedpoklidejme, Ze G je néjaka grupa
permutaci na mnoziné I a J orbita G. Dokaite, Ze mnoZi-

158



na vsech restrikei p, permutaci p € G na J spolu s opera-
ci sklddani tvofi grupu. Této grupé budeme fikat res-
trikce G na J a oznadovat ji G,.

Ndvod. Ovéite axiémy grupy.

Samotnd tranzitivita grup polohovych permutaci,
pfipadné jejich restrikci na orbity, nam pti sklddani her
nestatila, potfebovali jsme vice. Kazdou trojici raznych
prvka z jedné orbity piemistit vhodnym postupem na
mista néjaké jiné trojice. Odpovidajici vlastnost grupy
polohovych permutaci popisuje nasledujici dulezity
pojem.

Rikame, e grupa G permutaci na mno%iné I je k-tran-
zitivni (k je nenulové piirozené &islo mensi nebo rovné
pottu prvku I), jestlize pro kazdé dvé posloupnosti
i1, %2, -+ - 8]y, ], . -+, Jx FUZNych prvki I existuje per-
mutace p € G takova, Ze i;p = j, prokaidé | = 1, 2,

k. Jinak feéeno, grupa G je k-tranzitivni, ]estllze
kaidou tabulku permutace na I, ve které je uz napséno
libovolné k sloupct, miZeme doplnit do tabulky permu-
tace patfici do G. Nebo jedté jinak, libovolnych k Sipek
mezi prvky mnozZiny I (z kazdého a do kazdého nejvyse
jedna) miZeme vidy doplnit do grafu néjaké permuta-
ce z G.

Grupa permutaci je tedy 1-tranzitivni, pravé kdyz je
tranzitivni. Je-li k > 2, pak kaZd4a k-tranzitivni grupa je
samoziejmé (k — 1)-tranzitivni. Nasledujici jednoduché
tvrzeni nam ponékud usnadni zjistovani, kdy je néjaka
grupa k-tranzitivni.

Kdy je grupa tranzitivni? Grupe G permutaci na
mnofiné I ={1,2, ..., m} je k-tranzitivni, prdvé kdyZ
splituje jednu z ndsledujicich dvou podminek.

1. Pro kaZdou posloupnost 1., ..., % raznijch proki 1
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existuje permutace p € G takovd, Ze lp =1, pro kaidé
=12 ...k

2. Pro kaZdou posloupnost 1., ..., i raznych proka I
existuje permutace r € G takovd, Ze uyr =1 pro viechna
=12 ...,k

Ditkaz. Je-li G k-tranzitivni, pak permutace p takova,
%e Ilp = i, pro viechna [ existuje podle definice k-tranzi-
tivnich grup.

Necht naopak G splituje podminku 1., 7, 7,, ..., %
&y, Jzs -« Jx jsou dvé posloupnosti ruznych prvku I.
Potom existuji permutace p, ¢ € G takové, Ze lp =4,
a lg =4, pro kazdé 1 =1, 2, ..., k. Pak ale plati
Li(p~t oq) = j, pro véechna l =1, 2, ..., k, G je tudiz
k-tranzitivni.

Dokazat, Ze také podminky 1. a 2. jsou ekvivalentni,
je snadné. Plati lp = ¢, prokazdé! = 1,2, ..., k, pravé
kdyz 4,p ! = I pro vsechna .

Ve cvid¢eni 4.10. jsme ukazali, Ze libovolnych Sest ku-
li¢ek na usich mizeme vhodnym postupem pfevést na
mista 1, 2, ..., 6. Grupa v§ech Fesitelnych pozic na usich
je tedy podle podminky 2. 6-tranzitivni. Ukazeme
jesté, jak moc tranzitivn{ jsou symetricka a alternativni
grupa.

Symetrickd grupa §; na mnoziné I = {1, 2, ..., m},
ktera ma m prvku, je m-tranzitivai, alternativni grupa
A; je (m — 2)-tranzitivni.

Dokazeme to pomoei podminky 1. Je-li 4, %5, ..., %,
posloupnost riznych prvki I, pak

1, 2, ...,m
p:

Lslay v cny Uy

je tabulka permutace p € §;, ktera zobrazuje kaidy
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prvek 1 =1,2, ..., m do ¢,. Symetricki grupa §, je
tudiZ m-tranzitivni.

Je-li 4, ,, ..., ©._s posloupnost riznych prvka 7,
pak pouze dva prvky I v ni nelezi. Oznaéime je ¢ a 5.
Nyni uvaZujeme dvé razné permutace na mnoZiné I:

cee,m—2 m—1m
(z,,zo.... T s i, ]

_(1, 2, ....om—2m—1m

C A i, i

Vsimnéme si, Ze ¢ = p < (2, j). Pravé jedna z permutaci
P, q je tedy licha a druhd sudd. Vidy proto existuje
suda permutace, ktera zobrazuje kazdy prvek I =1, 2,

.,m — 2, do t,. Podle podminky 1. je alternativni
grupa A; (m — 2)-tranzitivni.

Grupa vsech Fesitelnych pozic na usich je proto ve sku-
tednosti 22-tranzitivni, kazda pozice je FeSiteln4.

Zivérem tohoto odstavce jesté kratkd poznamka.
4-tranzitivnich grup je velice malo. Pokud mnozina [
nema pravé 11, 12, 23 nebo 24 prvkid, pak jediné
4-tranzitivni grupy, které na I existuji, jsou symetricka
a alternativni grupa. Na mnozinach s 11, 12, 23 a 24
prvky existuje vidy jesté jedna dalsi 4-tranzitivni gru-
pa, a %adné jiné 4-tranzitivni grupy neexistuji. To je
matematikim zndmo pouze nékolik let a je to disled-
kem jednoho z nejobtiZnéjsich tvrzeni, které kdy bylo
v matematice dokazano. Vice si o tom povime v posled-
nim dvouhvézditkovém odstavci této kapitoly.

*4.9. Soudin grup. Tentokrit zahdjime zcela mimotad-
né &tylsténem. Na &étyfsténu jsou dvé orbity, jednu
tvolf &tyfi rohové prvky, druhou Sest hranovych. Polo-
hovd permutace p libovolné pozice p uréuje dvé rtizné
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restrikce — restrikei na rohovou orbitu, kterou oznaéi-
me p,, a restrikei na hranovou orbitu, kterou ozna¢ime
p,. Polohu vSech pohyblivych prvki v pozici p mizeme
popsat nejenom permutaci p, ale také dvojici restrikei
(py, p;). Permutace p, je permutace na &tyiprvkové
mnoziné {abc, abd, acd, bcd} rohovych kostidek, p, je
permutace na Sestiprvkové mnoziné {ab, ac, ad, bc, bd, cd}
hranovych kostidek.

Které dvojice (p,, p,) permutam odpovidaji polohové
permutaci néjaké srovnatelné pozice ? V minulé kapitole
jsme dokazali, Ze polohova permutace p kaidé srovna-
telné pozice je suda jak na rohovych, tak na hranovych
prveich, t). p, a p, jsou v tomto pfipadé sudé. V této
kapitole jsme naopak dokazali, Ze kazdou pozici, jejiz
polohova permutace ma obé restrikce sudé, lze srovnat.
Polohovym permutacim srovnatelnych pozic proto
odpovidaji dvojice (p,, p,), kde p, a p, jsou sudé permu-
tace na mnozinach rohovych a hranovych prvki. Kazda
polohovd permutace p je jednoznafné urdena svymi
restrikcemi p, a p,. Jsou-li p a ¢ dvé razné polohové per-
mutace na ¢tyfsténu, pak plati aspon jedna z nerovnosti
Py # ¢1, P2 £ ;. Ruznym polohovym permutacim
proto odpovidaji ruzné dvojice restrikci. To znamena,
Ze mezi polohovymi permutacemi srovnatelnych pozic
na &tyfsténu a dvojicemi (p,, p,) sudych permutaci na
&tyfprvkové, resp. Sestiprvkové mnoZiné existuje vza-
jemné jednoznalné zobrazeni, které oznadéime W. Plati

W = (p,, p,).

Polohové permutace tvofi grupu — grupu polohovych
permuta,ci étyf'sténu. Skladani mezi prvky této grupy
muZeme pomoci zobrazeni W pFenést na mnozinu dvojic
(p,, p,) Vezmeme dvé polohové permutace p, q. Plati
pW = (p1, Po)aqW = (q1, ¢z). Cemu serovna (p o q)W?
Muslme najit restrikce sloZené permutace p o ¢ na ro-
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hovou a hranovou orbitu. Libovolny rohovy prvek 7 se
permutam p o g zobrazi do prvku i(p o q) = (ip)g =

= (¢p,1)q, = (P, © q;). Restrikee p o ¢ na rohovou orbi-
tu se tedy rovna p, ¢ q,. Zcela stejné snadno se ovéii,
Ze restrikce p o ¢ na hranovou orbitu se rovna p, o ¢,.
Plati proto (p o q)W = (p, © q1, P» © ¢,). Mezi dvojicemi
restrikei mizZeme tak pFirozenym zpisobem definovat
operaci skladani, ktera dvojicim (p,, p,) a (¢;, ¢,) pFifadi
dvojici (py, P2) © (g1, 92) = (P1 © Gy, P2 © ¢»). DokaZeme
nyni v mnohem obecnéjdim tvaru, Ze takto definovana
operace skladanf ma vlastnosti grupy. Nejdiive ale jednu
definici.

Vezmeme dvé grupy G, a G, definované na mnoii-
nach G, a G,. Operaci skladani budeme v obou ptipa-
dech oznatovat stejnym symbolem o. Dale oznadime
G, x @G, kartézsky souéin mnozin @, a G,, tj. mnozinu
v8ech uspofadanych dvojic (g,, g,), kde g, € G, a g, € G,.
Na mnoziné G, x G, definujeme operaci skladani takto:
(gl, gs) o (ky, h 2) = (9, 0 ky, g» O hy). UkdZeme, Ze mno-
Zina G, x G, s takto deﬁnovanym skladdnim tvoii gru-
pu. Budeme | Ji nazyvat souéinem grup G, a G, a oznado-
vat G, x G,.

Musime ovétit, Ze mnozina G, X G, s operaci skladani
spliiuje aiémy grupy. Pokud jde o asociativu, platf

(91, 92) © (g, k) © (44, 35) =
= (¢y O hy, g5 0 hy) O (4y,%5) =
= (g1 0k 0y, (g20hy) 01y) =
= (g1 0 (k1 0%), g2 0 (hy 0 1,)) =
= (¢1,92) O (hy C %y, by 0%y) =
= (g1, 92) © (R, 2) O (3, %))
Asociativita tedy plyne z toho, Ze operace v obou grupach

G, a G, jsou asociativni. Jsou-li n, a n, neutralni prvky
v grupach G, a G,, pak pro kazdy prvek (g,, ¢,) € G, X
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x Gy plati (g1, 9,) © (ny, ny) = (g; 01y, g2 © ny) = (g1
gs), a také (ny, n;) © (g1, §:) = (g1, g2)- Dvojice (ny, n,) je
proto neutralni prvek. A nakonec, jsou-lig, € G, a g, €
€ G, libovolné prvky, existuji k nim inverzni prvky
gi ' a go'. Potom plati (g,, ¢5) o (g7", g2") = (gL o g1,
g2 0 gz') = (nq, my), a také (g, gz') © (g1, 2) = (ny, My).
Prvek (g7, g57') je tedy inverzni k prvku (g, , g,). MnoZina
G, x @G, spolu s operaci skladani je tedy opravdu grupa.

Ted uZ nenf tézké dokazat, Ze zobrazeni W, které
jsme definovali na podatku odstavce, je izomorfismus
grupy polohovych permutaci na ¢tyfsténu a soudinu
alternativnich grup A; x A,.

Grupa polohovych permutaci na &¢tyt-
sténu je izomorfni soudinu alternativ-
nich grup A, x A;.

Cvileni 4.19. Dokazte nasledujici vlastnost grupy po-
lohovych permutaci na dvanactisténu:

Grupa polohovych permutaci na dva-
nictisténu je izomorfni soulinu alter-
nativnich grup A,, x A,,.

Stejné muzeme dokdzat o dominu:

Grupa Fesitelnych pozic na dominu je
izomorfni souéinu symetrickych grup

S. x S;.

Cvigeni 4.20. Dokazte pravé uvedenou vlastnost grupy
Fesitelnych pozic na dominu.
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A jak je to s Rubikovou krychli? Také tady uréuje
kaidé polohova permutace p néjaké srovnatelné pozice p
dvé restrikce p,.a p, na rohovou a hranovou orbitu.
Z minulé kapitoly vime, Ze obé restrikce musi byt sou-
¢asné sudé nebo soudasné liché. V této kapitole jsme do-
kézali, Ze kazdou pozici p, jejiz polohova permutace p
mé tuto vlastnost, lze srovnat. Grupa polohovych per-
mutacf{ na Rubikové krychli je proto izomorfni s pod-
grupou soudinu symetrickych grup $§, x §,,, kterou
tvofi takové dvojice (p,, p,), ve kterych maji obé per-
mutace p, a p, stejnou paritu. Jsou bud obé sudé, nebo
obé liché. Této podgrupé mizeme fikat paritni podgrupa
S, x §,, a ognadime ji R.

UkéZeme, %e index paritni podgrupy v grup€ §; x §,,
se rovna 2. K tomu stadi najit néjaky prvek z grupy
S, x §,,, ktery nelezi v R a pro ktery plati §; x §,, =
= R J Rz. V grupé R leif viechny dvojice (p,, p,), kde
P, & p, maji stejnou paritu. Zvolime x = (n, t), n je iden-
ticka permutace na rohové orbité a ¢ je libovolna trans-
pozice na hranové orbité. Permutace »n a ¢ maji riznou
paritu, proto 2 ¢ R. JestliZe nyni néjaka dvojice (q,, ¢)
nelezi v R, pak ¢,, ¢, maji rdznou paritu. Dvojice
(915 2) © (m, 2) = (qy, q. © t) potom musi leZet v R. Pak
plati (¢,, g2) = (91, g2) O ((», 1) © (n, ?)) = ((q1, ¢2) ©
o (n, t)) o (n, t) € Rx. Odtud vyplyva, Ze §; x §;, =
= R (J Rz, tj. paritni podgrupa R ma index 2 v §, X
X 85,

Grupa polohovych permutaci na Rubi-
kové krychli je izomorfn{ s paritni pod-
grupou soudinu symetrickych grup
S; x §,,. Paritni podgrupa m4a index 2
v S8 xS,
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**4,10. Mathieuovy grupy a vicetranzitivnf permutaéni
grupy. Dosud se ndm u kaZdého hlavolamu podafilo najit
postupy, které udélaly transpozici nebo trojcyklus. To fe-
Seni velmi usnadnovalo, konjugovanim jsme nasli po-
stupy, které udélaly libovolnou transpozici nebo troj-
cyklus. A sloZit kaZdou permutaci z transpozic nebo
kaZdou sudou permutaci z trojcykld uz je snadné. Nej-
obtiinéjsi je vidy udélat viabec néjakou transpozici
nebo trojcyklus. Také p¥i tom pouZivime konjugovani.
Nemiuzeme to ale délat mechanicky, musime vidy také
pfemyslet o konkrétnich vlastnostech hratky, abychom
mohli konjugoviani dob¥e pouzit.

Existuje viibec néjaky hlavolam, na kterém by neslo
udélat transpozici nebo trojcyklus? Pokud vim, nikdo
takovy nevyrobil. MiZeme si ho ale predstavit. Pro za-
jimavost ted ukdZeme matematické modely dvou tako-
vych hlavolamu. Pfipomeifime si, modelem hry bez
orientace je vidy néjakd mmnozina I (odpovidajici po-
hyblivym prvkam) a nékolik permutaci-generatora
na I (které si pfedstavujeme jako tahy). ,,Redeni‘‘ takové
hry spodiva v popisu grupy vech permutaci, které lze
z generdtord poskladat, a v nalezeni metody, jak kazdou
takovou permutaci z generdtoru sloZit. Grupy permu-
taci, které ukazeme, objevil kolem roku 1860 francouzsky
matematik E. Mathieu a na jeho poéest jsou nyni na-
zyvany Mathieuovy grupy.

Prvni z nich budeme oznaéovat M,,. Je definovana
na mnoziné I = {1, 2, 3, ..., 12}, Patii do ni viechny
permutace na I, které lze dostat skladanim nasledujicich
tfi generatoru:

gl 2345678, 910,11,12

- (2, 3,4,5,6,7,8,9,10,11, 1,12)°’

b — 1,2,3, 4,5,6, 7,8,9,10,11, 12
“\1,2,17,10,6,4,11,3,9, 5 8,12)°
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(1, 2,3,4,56, 7,89,10,11,12
~\12,11,6,8,9,3,10,4,5, 7, 2, 1

Nakreslete si grafy téchto permutaci, abyste méli pred-
stavu, jak sloZita je jejich vzajemna poloba, a jak obtiz-
né by asi bylo ,,feSeni’ takové hry.

Druhy piiklad, ktery ukazeme, je grupa M,,. Je defi-
novana na mnoziné I = {1, 2, 3, ..., 24}. Patfi do ni
viechny permutace na I, které lze dostat skladanim
nésledujicich t¥ generitoru:

1,2,3,4,5,6,7,8, 9,10, 11, 12, 13, 14,
[2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,
15, 16, 17, 18, 29, 20, 21, 22, 23, 24
16, 17, 18, 19, 10, 21, 22, 23, 1,24]’

1,2, 3, 4,5,6,7, 8,9, 10,11,12, 13, 14,
[1,2,17,13,4,6,9,18,3, 7,12,23, 14, 19,
15,16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24
20,15, 10,11, 5,22, 16,21, 8,24)’

1, 2, 3, 4,5 6, 7, 8, 9,10,11,12,
(24,23,12,16,18,10,20,14,21, 6,17, 3,
13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24
22, 8,19, 4,11, 515 7, 9,13, 2, 1)

Nakreslete si opét grafy téchto permutaci.

Snadno se ovéif, Zze obé grupy M,, a M,, jsou tranzi-
tivni. O trochu vic prace da dokazat, Ze jsou 2-tranzitiv-
ni. Matematiky zaujaly pfedeviim proto, Ze jsou obé
5-tranzitivni a nejsou 6-tranzitivni.

Tuto vlastnost dokazovat nebudeme (neni to snadné!),
pouze s jeji pomoci ukaZeme, Ze grupy M,, a M,, ne-
obsahuji Zadnou transpozici ani trojeyklus. MiZe grupa
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M,, obsahovat néjakou transpozici? Kdyby ji obsaho-
vala, pak by také, protoZe je 5-tranzitivni (2-tranziti-
vita by v této chvili zcela statila), obsahovala viechny
ostatni transpozice (konjugovani!). Z transpozic lze ale
sloZit kaZdou permutaci, grupa M,, by tedy musela
obsahovat viechny permutace na I a byla by 12-tranzi-
tivni. My ale vime, %e neni ani 6-tranzitivni. M,, tedy
zaddnou transpozici neobsahuje. Zcela stejné se ukéze,
Ze neobsahuje ani Zadny trojcyklus. Kdyby totiZz néjaky
méla, pak by opét z 5-tranzitivity plynulo, Ze obsahuje
viechny trojeykly, a tedy vSechny sudé permutace na I.
Musela by byt 10-tranzitivni, coZ zase nenf. M,, proto
neobsahuje ani Zadny trojeyklus.

Cviteni 4.21. Podobné dokaite, Ze grupa M,, neobsa-
huje Zadnou transpozici ani trojeyklus.

E. Matheiu odvodil z grup M,, a M,, dalsi zajimavé
grupy, které se také nazyvaji Mathieuovy grupy. Zpi-
sob, jak to udélal, je dileiitou standardni metodou
v teorii permutaénich grup. Proto si ji nyni podrobnéji
ukazeme.

Vezmeme si néjakou permutaéni grupu G na mnoziné
I a libovolny prvek a € I. Symbolem G, oznaéime mno-
Zinu vdech permutaci z G, které zobrazuji prvek a
do sebe, tj., p € G,, pravé kdyz ap = a. Rikdme také,
Ze p fizuje a. MnozZina G, spolu s operaci skladani per-
mutaci je podgrupa grupy G. Jestlize p a ¢ fixuji a,
_pak jejich slozenf p o ¢ také fixuje a. G, obsahuje také
neutralni permutaci n (ta fixuje ka%dy prvek I) a spolu
s kaidou permutaci p také permutaci k ni inverzni.
Grupu G, budeme nazyvat stabilizdtor bodu a v grupé G.
Grupa G, zavisi nejenom na puvedni grupé G, ale také
na volbé prvku e € I. Dokaieme, Ze v piipadé tranzi-
tivni grupy G rizné volby dévaji izomorfni grupy.
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Izomorfismus mezi stahilizitory riznyeh hoda.
Bud G tranzitivni grupa permutaci na mnoZiné I a a,
b € I dva proky. Potom jsou stabilizdtory G, a G, izo-
morfni.

Ditkaz. Grupa @ je tranzitivni, existuje proto permu-
tace s € G takova, Ze as = b. JestliZe permutace p fixuje
bod «, pak permutace s7! o p o s fixuje bod b. Skuteéné,
plati b(s *opos) =(bs)pos =a(pocs) =as =0
Kazdé permutaci p € G, miZeme proto ptifadit jedno-
znaéné urdenou permutaci pW =s1c pose Gy. Do-
kazeme, Ze takto definované zobrazeni W j je izomorfis-
mus stabilizatora G, a G,. Nejdkive ukaZeme, Ze je zobra-
zeni W vzajemné jednoznadéné. Je-li pW = ¢W, pak
slopos=stoqos Odtud plyne so(stopo
oglogPd=s0(sTogos)osd, tj. p=gq. Pro kai-
dou permutaci r € G, existuje p € G, takové, zer = pW.
Je-li totiz t € G, pak br = b. Potom a(s o r 0 s71) = a,
tj. s or o s7! € G,. Pro permutaci p = s o r o s7! plati
pW =810opos=slo(soros?) os =r. Zobra-
zeni W je tedy opravdu vzajemné jednoznaéné.

Dale plati (pogqW =s1o(poglos=s1o (po
cgosloglos=(stopos)o(stoqos) =pWo
o qW, zobrazeni W proto zachovava operaci sklddéni.
Zachovava také neutralni prvek,nW =s 1 on os = n.
Nakonec (p)YW =s1oplos=(stopos)!=
= (pW)™1. Tim je dokazdno, e W je izomorfismus sta-
bilizatori G, a G,.

V piipadé tranzitni grupy G tedy vibec nezilezi na
tom, jaky prvek a € I zvolime, stabilizatory viech prvki
jsou izomorfni. UkdZeme jesté, jak je to s tranzitivitou
stabilizatoru.
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Tranzitivita stabilizatoru hedu. Je-li G k-tranzitivni
grupe permutaci (k > 2) na mnoZiné I, pak stabilizdtor
G, bodu a € I je (k — 1)-tranzitivni grupa permutaci na
mnoZiné I — {a}.

Dikaz je jednoduchy. Jsou-li ¢, ¢, ..., 4 a j,,
j ey Jry dvé posloupnostl ruznych prvku mnoziny.
1 —fa} doplnime je prvkem a na posloupnosti i,, i,,
o1y W = @& ]y, Ja, ..oy i, Jx = @ riznych prvka
I Grupa. G je k- tranzitivni na I existuje proto permu-
tace p € (7 takova, Ze i;p = j,prokaidél = 1,2, ..., k.
Specidlné tedy plati ap = i;p =j =a, tj., p€GC.
Existuje proto permutace p € @, kterd zobravu]e i, do 3,
pro véechna l =1, 2, ..., k— 1, grupa G, je opravdu
(k — 1)-tranzitivni na mnoziné I — {«}.

E. Mathieu zkoumal stabilizdtor prvku 12 v grupé
M,;. My si tento stabilizator oznaéime M,,. ProtoZe je
M,; 5-tranzitivni na mnoziné {1, 2, ..., 12}, je M,
4-tranzitivni na mnoziné {1, 2, .... 11}. Symbolem M,,
dile oznadime stabilizator bodu 24 v grupé M,,. Grupa
M,, je 4-tranzitivni na mnoziné {1, 2, 3, ..., 23}.

Nyni muZeme koneéné potadné zformulovat vétu
o existenci vicetranzitivnich grup, o které jsme se zmini-
li v odstaveci 4.8.

Kazda 4-tranzitivni permutaéni grupa je bud syme-
tricka grupa, nebo alternativni grupa, nebo jedna z Mat-
hieuovych grup M,;, M,,, M,;, M,,

Grupy M,, a M,, jsou 4-tranzitivni, a nejsou 5-tranzi-
tivni. KaZda 5-tranzitivni grupa permutaci je proto bud
symetrickd, nebo alternativni grupa, anebo jedna ze
dvou 5-tranzitivnich Mathieuovych grup — M,, a M,,.
A protoZe zadna z Mathieuovych grup nenf 6-tranzitivni,
jediné 6-tranzitivni grupy permutaci jsou symetrické
a alternativni grupy.
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Pfi feSeni hlavolamu jsme hledali postupy, které udé-
laji transpozici nebo trojeyklus, aniz bychom si byli
jisti, Ze takové postupy existuji. O jejich existenci se
ted muzZeme piesvédéit pomoci uvedeného vydtu 4-tran-
zitivnich grup permutaci. UkaZeme si to na jediném p#i-
kladu — na usich.

Celkem jednoduse se da ukazat, Ze grupa vsech Fesi-
telnych pozic na usich je 6-tranzitivni, udélali jsme to
ve cvideni 4.10. Nezbyva tedy jind mozZnost, nez Ze grupa
vsech Fesitelnych pozic je bud symetricka, nebo alterna-
tivni. Kaidy tah je lichy, nemuze to proto byt alterna-
tivni grupa, a musi to byt grupa symetrickd. Kaidou
pozici lze tedy sloZit, mimo jiné proto existuji postupy,
které udélaji transpozici nebo trojcyklus. Vime tedy,
Ze takové postupy existuji, zbyva je néjak najit.

Upliny seznam 4-tranzitivnich permutaénich grup je
diosledkem tzv. klasifikace koneényjch jednoduchijch grup,
aosazené pfed nékolika lety. NemiZeme se poustét do
vysvétlovani, co tato klasifikace Fikd. Omezime se pouze
na velice hrubou analogii. Kazdé slozené pfirozené éislo
je soudinem mensich prvodisel, prvoéislo uz jako soudin
néjakych mensich ¢&isel vyjadiit nemuzZeme. Prvodisla
jsou tedy jakési stavebni kameny, ze kterych nasobenim
dostaneme viechna ostatni pfirozena &isla. Také koneéné
grupy miZeme nasobit. Nasobeni grup je ale mnohem
slozitéjsi zalezitost neZ nasobeni ptirozenych é&isel.
Velice specidlni pfiklad soudinu dvou grup jsme si uka-
zali v minulém odstavei. Konedné jednoduché grupy
jsou podobné stavebni kameny, ze kterych muZeme
dostat kazdou koneénou grupu nasobenim, zadna jedno-
ducha grupa jako souéin dvou mensich grup uz vyjadrit
nejde. Podobné jako prvotisel, také koneénych jednodu-
chych grup je nekoneéné mnoho. Po¢itkem osmdesatych
let se podafilo dokonéit seznam viech téchto grup.
U vétsiny koneénych jednoduchych grup je jasné, kde
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se vzaly. Zbyva ale mald skupina 26 jednoduchych
grup, kterym se Fka sporadické, o nichZ se sice vi, Ze
existuji, pHéina jejich existence ale neni jasna. Prvnf{
sporadické grupy objevil privé E. Mathieu. Kromé &tyt
uz uvedenych to byla jesté pata grupa — stabilizator
bodu 23 v grupé M,, — kterd se oznaduje M,,. Sesta
sporadickd grupa byla objevena aZ po vice neZ sto
letech, a pak béhem necelych dvaceti let nisledovaly
daldf, a% se jejich seznam uzaviel na &sle 26. Zadné
jiné nikdo nenajde, neexistuji.

To je ale jenom &ast pozoruhodné historie Mat-
hieuovych grup. Kolem roku 1950 nasly zcela neéekanou
aplikaci v teorii samoopravnych kédiu, oblasti matema-
tiky, ktera tvof{ teoreticky zaklad bezchybného pienosu
informace, a umoznila soudasnou revoluci v pfenosu in-
formaci. Mathieuovy grupy tak dobfe ilustruji jednotli-
vé etapy vyvoje matematické teorie. Na podatku byly
zajimavé jen jako piekvapivé izolované piiklady. Po
dlouhé dobé byly logicky zafFazeny do rozsihlé matema-
tické teorie, ktera vznikla zéisti také ze snahy vysvét-
lit, kde se tyto piiklady vzaly, najit pfiklady podobné,
piipadné dokazat, 7e dalsi neexistuji. A praktickd apli-
kace, o které prvni matematik zaujaty zvlastnostf téchto
piikladit viibec nemél, a ani nemohl mit tuseni, se objevi-
la zcela nedekané. Kdo mél v roce 1860 ponéti o foto-
grafiich Saturnova prstence, pienosu televizniho signalu
prostiednictvim druZie, potitatich provadéjicich sta-
tisice operaci za sekundu nebo sondach odebirajicich
automaticky vzorky hornin z povrchu Mésice? Nie
z toho by bez samoopravnych kédi nebylo mozné.
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