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Pata kapitola

ORIENTACE

5.1. Rubikova krychle zbyvajici nefefitelné pozice. Ve
tieti kapitole jsme uz odhalili fadu netesitelnych pozic
na kryebli, kazda pozice s lichou polohovou permutaci
je nefeditelnd. Mezi pozicemi se sudou polohovou per-
mutaci je stile jesté dost nefeditelnych. Jejich nefesi-
telnost je zpusobena orientacemi jednotlivych prvka,
ne uZz polohou. V tomto odstavei se nau¢ime poznivat
viechny zbyvajici nefesitelné pozice.

Tak jako jsme v pfedchozich dvou kapitolach zcela
zanedbavali orientace a zkoumali pouze polohu pohybli-
vych prvkt, budeme nyni studovat jenom orientace
a polohy si nebudeme vsimat. Pro vétsi nazornost si
k tomuto ugelu krychli nové obarvime. A protoZe bu-
deme zkoumat zvlast orientace hranovych kosti¢ek
a zvlast rohovych, budeme pouZivat dvé rizna obarveni.
Na obrazku 5.1.a je obarveni pro hranové prvky. Kazda
hranova kostitka mé jednu plosku bilou a druhou &er-
nou. Ruzné kostitky jsou obarvené stejné, nemuzZeme
je proto nijak rozliit. At je kterdkoliv z nich kdekoliv,
je na spravném misté. MuZeme rozliSovat pouze jejich
orientace. U rohovych prvki nemiZeme ani to, viechny
jsou celé bilé.

Obarveni 5.1.b budeme pouzivat p¥i studiu orientaci
rohovych prvka. Tady ma kaidy rohovy prvek jednu
plodku &ernou a dvé bilé, opét nemuZeme rozliSovat
Jejich polohy, pouze orientace. Hranové prvky jsou celé
bilé, vibec na nich nezilezi. Obé pozice na obrazku 5.1.
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Obr. 5.1

budeme povaZovat za spravné a popiseme viechny pozi-
ce, které z nich miuzeme dostat néjakym postupem.

Jednodussi to je u hranovych prvki, zaéneme tedy
obrizkem 5.1.a. Takto obarvena krychle ma dvé proti-
lehlé vrstvy éerné (podle barvy stiedového prvku), dalsi
dvé bilé, a zbyvajicim dvéma budeme fikat &ernobilé.
V libovolné pozici mizeme o kaZdém hranovém prvku
rozhodnout, ma-li spravnou orientaci nebo ne: pokud le-
Zi v derné vrstveé, musi byt v piislusné sténé ¢erna plos-
ka, lezi-li v bilé vrstvé, musi tam byt bilou ploskou. Na
obrazku 5.1.a jsou vSechny prvky spravné orientované.

Kolik spatné orientovanych prvkd mizeme néjakym
postupem z pozice 5.1.a dostat ¢ Napied zjistime, jak se
zméni polet Spatné orientovanych prvki, udélame-li
v néjaké porzici jeden tah. K obrazku 5.1.a si pfibereme
jeSté obrazek 5.2., na kterém jsou naopak vsechny
prvky se §patnou orientaci.

Oto¢ime nyni v obou pozicich éernou vrstvou. V pozici
5.1.a zustanou vSechny prvky i nadile se spriavnou
orientaci, v pozici 5.2. budou mit stdle orientaci $patnou.
Otodeni dernou vrstvou tedy neméni orientaci Zadného
prvku. Otoéime-li éernou vrstvou v libovolné pozici,
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Obr. 5.2

potet Spatné orientovanych prvki se nikdy nezmeéni.
Zcela stejné se ukaZe, Ze ani oto¢eni bilou vrstvou ne-
zméni podet Spatné orientovanych prvki. Prvky, které
jsou dob¥e orientované, ziistanou se sprivnou orientaci
1 nadale, prvky se §patnou orientaci ziistanou po tomto
otodeni Spatné orientované.

Jiné je to s &ernobilou vrstvou. Otolime-li touto
vrstvou v pozici 5.1.a, budou mit prvky v Cernobilé
vrstvé v nové pozici stejré orientace, jako maji prvky
v horni vrstvé v pozici 5.2. — viechny budou #patné
“orientované. Otoéime-li naopak &ernobilou vrstvou
v pozici 5.2. (0 90°), budou mit v nové pozici viechny
prvky stejnou orientaci jako prvky v horni vrstvé v po-
ziei 5.1.a, tentokrat budou dobfe orientované. To zna-
mena, e po ototeni ¢ernobilou vrstvou se zméni orien-
tace kazdého prvku v této vrstvé. Ty, co byly pivodné
dobfe, budou nyni §patné orientované, a ty, co byly
§patné, budou naopak orientované dobfe.

Pokud jsou tedy vSechny prvky v &ernobilé vrstvé
se spravnou orientaci, po jejim otoéeni{ budou 3patné
orientované. Potet §patné orientovanych prvki se tak
zvétsi o Styfi. Pokud jsou tii dobfe orientované a jeden
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Spatné, budou po otodeni tfi §patné a jeden dob¥e orien-
tovany, podet Spatné orientovanych prvkid se v tomto
pfipadé zvétsi o dva. Jsou-li dva dobfe a dva Spatné
orientované, bude tomu tak i po otoéeni, podet Spatné
orientovanych se tedy nezméni. V piipadé tii Spatné
orientovanych a jednoho dobfe se podet Spatné oriento-
vanych zmensi o dva, a koneéné v pfipadé viech dtyt
prvka se Spatnou orientaci se zmensi dokonce o ¢tyfi.
Ve vSech pfipadech se tak poéet Spatné orientovanych
prvki zméni, zvétsi, zustane stejny nebo zmensi, o sudé
¢islo.

Ototeni libovolnou vrstvou tedy podet §patné orien-
tovanych prvki bud nezméni, nebo zméni o sudé ¢islo.
Zadiname-li v pozici 5.1.a, ve které je 0 §patné oriento-
vanych prvka, zméni se tento podet kazdym tahem
vzdy zase na sudé &éislo. V kazdé pozici, kterou dostane-
me néjakym postupem z 5.1.a, musf byt podet Spatné
orientovanych prvki proto sudy, nikdy lichy.

A co to ma viechno spole¢ného s normalni Rubikovou
krychli ? Velice mnoho. Pojmenujeme si prosté jednotlivé
vrstvy a plosky ¢ernd a bila tak, aby to odpovidalo obraz-
ku 5.1.a. Na normalni krychli zvolime libovolné dvé
protilehlé vrstvy — tteba @ a d — a budeme jim fikat
terné (nebo jedté radéji dominantni, aby se to nepletlo
se skutetnymi barvami) a jinou dvojici protilehlych
vrstev, tieba ¢ a f, a tém budeme Fikat bilé (nebo rece-
sivni). Viem malym ploskdm na hranovych kosti¢kach
oznafenym @ nebo d budeme rovnéz fikat dominantni
a ploskdm ¢ a f pak recesivni. Zédny hranovy prvek
nemuize mit soulasné obé malé plosky dominantni nebo
soutasné recesivni, protoZe Zadné dvé sousedni vrstvy
nejsou dominantni nebo recesivni. Nékteré prvky — ty,
co majf jednu plosku oznatenou b nebo ¢ — maji pojme-
novanou zatim pouze jednu plosku. Té druhé budeme
fikat dominantni nebo recesivni tak, aby kaZdy prvek
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mél vidy jednu plosku recesivni a jednu dominantni —
obrazek 5.3.a.

Tim jsme si jednotlivé plosky oznatili stejné jako na
obrazku 5.1.a, a miZeme tak o kazdém hranovém prvku
rozhodnout, ma-li spravnou nebo Spatnou orientaci.
Na obrazku 5.3.b ma napi. prvek ac Spatnou orientaci,
protoZe je recesivni ploSkou v dominantn{ vrstvé. Rovnéz
prvek ab ma Spatnou orientaci, dominantni ploska je
v recesfvni vrstvé. Prvek df ma orientaci spravnou. Oba
prvky oznatené sipkami maji orientaci §patnou. Je-li né-
jaky prvek, dejme tomu ac, na spravném misté, pak ma
podle nasi definice spravnou orientaci, jestlize lezi do-
minantni plodkou, tj. @, v dominantni sténé, tj. také a.
To souhlasi 8 tim, jak mé byt orientovany v zdkladni
pozici. Nade definice spravné orientace néjakého prvku,
ktery je na spravném misté, odpovida pfesné tomu, jak
mé byt orientovany v zakladni pozici.

V prvni &asti odstavce jsme ukdazali, Ze néjakym po-
stupem muZeme ze zakladni pozice 5.1.a, a tedy také
z 5.3.a, dostat pouze pozice se sudym poltem S§patné
orientovanych prvki. Tim jsme ukazali nasledujici
pravidlo o orientacich hranovyjch prvka.

Obr. 5.3
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Vsechny pozice na Rubikové krychli, ve
kterych je lichy podet Spatné orientova-
nych hranovych prvki, jsou nefesitelné.

Pozice na obrazku 1.14.a je tedy opravdu netesitelna,
m4a pouze jeden Spatné orientovany prvek.

Dokéizeme pravidlo o orientacich hranovych prvkiu
jesté jednou, ponékud jinym zptsobem. Nejprve ohod-
notime obé mozné orientace hranového prvku é&isly.
Budeme fikat, Ze dpatné orientovany prvek ma orien-
taci 1 a dobfe orientovany prvek orientaci 0. Podet
Spatné orientovanych hranovych prvka se potom rovna
souétu orientaci viech téchto prvki.

Zménime-li orientaci néjakého hranového prvku ze
spravné na Spatnou, zméni se jeji hodnota z 0 (spravna)
na 1 (S8patnd). Znamena to vlastné, Ze jsme k orientaci
tohoto prvku pFiéetli ¢islo 1. Radi bychom si piedstavili
také opa¢nou zménu orientace — ze Spatné na spravnou
— jako pFigtenf 1. Spatna orientace 1 se tentokrat zméni
na dobrou 0. Nase pFi¢itani &fsla 1 musf mit proto
vlastnost 1 + 1 = 0. Nen{ to obyé&ejné séitanf &isel, a dii-
ve neZz budeme pokrafovat v jiném dukazu pravidla
o orientacich hranovych prvkda, zastavime se u tohoto
séitani podrobnéji.

Grupa Z,. Hranovy prvek muzZe mit dvé orientace —
spravnou 0 a Spatnou 1. Na mnoziné {0, 1} budeme de-
finovat skladani tak, aby mélo stejné vlastnosti jako
pravé zjisténé vlastnosti orientace hranovych prvki.
A protoZe ma toto skladani blizko ke séitani, budeme je
misto b&iného symbolu o oznafovat ®. Definujeme
060=0,120=001=1alol=0.

DokéZeme ted, Ze mnoZina {0, 1} spolu s operaci @ je
komutativni grupa. Budeme ji oznatovat Z,.
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Abychom ukazali, ze Z, je opravdu grupa, musime
ovéfit axiomy grupy. Pvek 0 je zfejmé neutralni prvek.
Ten je inverzni sam k sobé. Také prvek 1 je inverzni
sdm k sobé, nebof 1 @ 1 = 0. Ke kazdému prvku Z, tedy
existuje inverzni prvek. Dale musime ukazat rovnost
zo(y®z) = (x@y)®z pro libovolnou trojici prvki
z,y,z€{0,1}. Kazdy si snadno ovéff sim, Ze obé
strany se rovnaji 0, pokud je mezi z, y, z sudy podet
prvka 1, a Ze se obé strany rovnaji 1, pokud je mezi
z, y, 2 lichy potet prvka 1. MnoZina Z, spolu s operaci ®
je tedy opravdu grupa. Navic je to grupa komutativni,
operace ® ma vlastnost r®y = y ® r pro kaidé dva

prvky z, y.

Cvideni 5.1. Dokazte, Ze slozenf sudého podtu prvki 1
v grupé Z, se rovna 0 a sloZeni lichého poé¢tu prvka 1 se
rovné 1.

Cviceni 5.2. a) Dokazte, Ze grupa Z, je izomorfni gru-
pé T, kterou tvoii prvky {1, —1} spolu s operaci ni-
sobeni.

b) Dokazte, ze kaida grupa, kterd ma dva prvky, je
izomorfn{ grupé Z,.

Vratme se zpét k Rubikové krychli. MoZné orientace 0
a 1 hranovych prvki budeme nadale povaZovat za prvky
grupy Z,. Zménit orientaci hranového prvku znamena
pFidist k jeji hodnoté prvek 1 v grupé Z,. Spravna
orientace 0 se tak zménina Spatnou0 ® 1 = 1,a §patnd 1
piejde na spravnou 1 ® 1 = 0. Grupa Z, ma tedy piesné
ty vlastnosti, které maji mozné orientace hranovych
prvki, a budeme j{ proto Fikat také grupa orientaci
hranovyjch proka.

Uz dfive jsme ukazali, Ze jediné otodeni &ernobilou
vrstvou méni podet Spatné orientovanych prvka. Tento
polet se rovnd soudtu x, + x, + ... + x5, kde z; jsou
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orientace jednotlivych hranovych prvki. MiZeme pied-
pokladat, Ze tfeba z,, x,, =, a x, jsou orientace prvki
lezicich v é&ernobilé vrstvé, kterou otad¢ime. Protoze
ototeni ¢ernobilou vrstvou méni orientaci kazdého prvku
v této vrstvé, bude se podet §patné orientovanych prvki
po tomto otodeni rovnat souétu (v, ®'1) + (x,® 1) +
+ (@@l +(z4©1) + 25+ ... +x,,. Pokud byl
v pavodni pozici sudy podet §patné orientovanych prv-
ki, byl mezi orientacemi z,, x,, ..., z;, sudy poéet
jednotek. Ve vyrazu (z,@1) + (z,@ 1) 4+ (2,0 1) +
+ (x,®1) + x5 + ... + 2, se potom také vyskytuje
sudy pocet jednotek, pfidali jsme &tyfi. Abychom do-
stali skuteény poéet Spatné orientovanych prvka v nové
pozici, musime provést soudty v zavorkach (v grupé Z,).
Je-li néktera z orientaci z,, z,, £, a x,rovna 1, dostavame
z,@l =1®1 = 0. Seltenim takové dvojice potom
zmizi dvé jednotky v novém vyrazu, zistane jich
proto zase sudy polet. A protoZe v zdkladni pozici maji
viechny hranové prvky orientaci 0, muZeme dostat
néjakym postupem zase jenom pozice se sudym soudtem,
tj. se sudym podtem S§patné orientovanych hranovych
prvki. Tim jsme znovu dokazali pravidlo o orientacich
hranovych prvki.

Udélame jesté jeden maly kridek navic. Pro Fesitel-
nost pozice nenf dileZity konkrétni polet Spatné orien-
tovanych hranovych prvku, ale pouze jeho parita —
sudost & lichost. Orientace jednotlivych prvkua jsou
prvky grupy Z,, zkusme proto ve vyrazu z, + z; +
+ ... + z,, stitat nikoliv jako v grupé celych &isel
s operaci séitdni, jak jsme to délali dosud, nybrz opét
v grupé Z,. Zajim4. nas vlastné sloZeni{ z, 02,0 ... @
® Zy,.

Podle cviéeni 5.1, je tento soudet rovny 0, je-li mezi
orientacemi z,, z,, ..., z,, sudy podet jednotek, a je
revny 1, je-li tento polet lichy. Tim jsme kaZdé pozici
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na Rubikové krychli ptifadili jeden ze dvou prvka
grupy Z, — soudet orientaci viech hranovych prvki
v Z,. Pozice se sudym podtem Spatné orientovanych
hranovych prvki maji tento soutet rovny 0 a ty s lichym
podtem pak 1. Pravidlo o orientacich hranovych prvkd
muZeme vyjadfit také takto:

Je-li soudet orientaci hranovych prvka
v né)aké poz101 na Rubikové krychh
rovny 1 v grupé Z,, pak je tato poznce
nefesitelnd.

Druhy a ponékud abstraktnéjsf z obou ptistupi k ori-
entacim hranovych prvki nyni pouZijeme také na orien-
tace rohovych prvkji. Tentokrit budeme pouiivat
krychli obarvenou podle obrazku 5.1.b, pfipomeinme si,
Ze stfedovy prvek a viechny plosky na rohovych kostié¢-
kach v zadn{ sténé jsou také ¢erné. Takto obarvena kry-
chle ma dvé vrstvy &erné a &tyti bilé (podle stfedovych
prvki). KaZdy rohovy prvek miZe byt na libovolném
misté orientovany tfemi rdznymi zptsoby. Na obrazku
5.1.b jsou vSechny se spravnou orientaci — &erné plosky
jsou v &ernych vrstvach. Spravné orientované prvky
budou mit opét orientaci 0. Na obrazku 5.4.a vidime
rohové prvky se §patnou orientaci.

Oba prvky oznadené svislymi Sipkami jsou oproti
spravné orientaci pootodené o 120° doprava. Hodnota
orientace téchto prvkd bude 1. Dalsi dva rohové prvky
oznadené vodorovnymi Sipkami jsou vidi spravné orien-
taci pootodené o 120° vlevo. Orientace takto pootodenych
prvkid bude mit hodnotu 2. Nynf muZeme o kaidém
rohovém prvku rozhodnout, jakou ma orientaci. Napfi-
klad prvek v levém dolnim rohu na obriazku 5.4.a je
spravné, m4 orientaci 0. Prvek v pravém dolnim zadnfm
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Obr. 5.4

rohu ma &ernou plosku v bilé vrstvé, je orientovany
Spatné. Oproti sprivné orientaci je pootodeny o 120°
doleva, ma proto orientaci 2. Prvek v levém zadnim
hornim rohu je pooto&eny o 120° doprava, jeho orientace
se rovnd 1.

V pifipadé hranovych prvki tvofily moZné orientace
grupu Z, — grupu orientaci hranovych prvki. Také
u rohovych prvkia bychom radi nasli grupu, ktera by
odpovidala mozZnym orientacim téchto prvkia. Méme
tfi orientace, 0, 1, 2. Nyni budeme uvaZovat néjaky
rohovy prvek a pootodime jej v duchu o 120° vpravo
na stejném misté. Pokud mél piivodné spravnou orienta-
ci 0, bude potom pootodeny o 120° doprava a bude mit
orientaci 1. Pokud mél piavodné orientaci 1, bude pak
pootofeny o 240° vpravo, tj. o 120° vlevo, bude mit
tedy orientaci 2. Prvek s orientaci 2 bude mit po otogeni
orientaci sprivnou — 0. Chceme-li vyjadiit pootodeni
vpravo o 120° pfi¢tenim é&fsla 1 k pavodni orientaci,
tak, jak to vychéazf v prvnich dvou ptipadech, musi
mit hledand grupa orientaci rohovych prvkia vlastnost
2 4+ 1 = 0. Takova grupa skuteéné existuje.
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Grupa Z,. Na mnoiiné Z, = {0, 1, 2} definujeme ope-
raci sklddani takto: 000 =0, 00l =100=1,
092 =200 =2 (prvek 0 je tedy neutrilni), 151 =
=2 192=28®1=0,202=1 K prvku 1 je in-
verzni prvek 2, a k 2 je proto inverzni 1. Ke kaZdému
prvku Z, tak existuje prvek inverzni. Zbyvé, ovéfit
asociativitu, rovnost (z @ y) ® z = z ® (y @ z) pro kaidé
tfi prvky z, v, z € {0, 1, 2}. MiZeme to udélat tak, Ze pro-
bereme postupné vsech 3.3.3 = 27 moinych voleb
trojice &isel z, y, 2. Mnohem jednodussi je ale viimnout
si, Ze &fslo z @ y je vidy zbytek é&fsla z + y (normaln{
soudet celych ¢isel) pfi déleni ¢&islem 3. Oba vyrazy
(z®y)®zazo (yo® z)se proto rovnaji zbytku pfi deé-
lenf soudtu z + y + z &islem 3. Rovnost (z@y)oz =
=z o (y ® z) tedy plati a Z, je opravdu grupa. A pro-
toze plati x @ y = y ® z pro kazdé dva prvky Z,, je to
navic grupa komutativni.

Pootodime-li néjaky rohovy prvek o 120° vpravo,
dostaneme jeho novou orientaci tak, Ze k pivodni orien-
taci pti¢teme prvek 1 v grupé Z;. Pototit néjaky prvek
o 120° vlevo znamena totéZ ]ako poototit jej dvakrat
0 120° vpravo. Prvek s orientaci z bude mit tedy po oto-
genf o 120° vlevo orientaci (zeo 1)l =zo(1al) =
= z ® 2. Novou orientaci dostaneme tak, Ze k pivodni
orientaci pfidteme prvek 2 v grupé Z,. Grupa Z, tak
dobfe vystihuje vlastnosti orientace rohovych prvki,
budeme ji proto fikat grupa orientact rohovych prvki.

Kaidému rohovému prvku v kazdé pozici nyni umi-
me pfifadit néjaky prvek grupy Z,. Tak jako v pFipadé
hranovych prvku budeme zkoumat soudet z, ® z, ®
® ... ® Ty orientaci vSech rohovych prvka v grupé Z,
Jak se tento soulet zméni, udélime-li néjaky tah?
Jednoduché to je v piipadé otodeni &ernou vrstvou.
Podivejme se na pozici 5.4.b, kterou dostaneme z 5.4.a

183



otolenim pfedni &erné vrstvy o 90° vpravo. LeZi-li néja-
ky prvek v této vrstvé ¢ernou ploskou (tj. ma orientaci 0
v pozici 5.4.a, jako tfeba prvek vlevo dole), bude v ni
touto ploskou lezet i po otodeni. Prvky se spravnou
orientacf 0 zistanou spravné orientované i nadale. Je-li
néjaky prvek v pozici 5.4.a pootodeny doprava (tj. ma
orientaci 1, jako t¥eba prvky vpravo dole a vpravo na-
hofe v pfedni vrstvé), bude pooto&eny doprava i nadile.
Stejné tak prvky s orientaci 2 (tfeba vlevo nahofe) budou
mit orientaci 2 i po uvedeném tahu. Otoéeni &ernou
vrstvou nezméni orientaci Zadného prvku, soudet
T, ®Z,® ... ®x, se tedy také nezméni, protoZe se ne-
zméni zddny z prvka z; grupy Z,.

&
74

. Obr. 5.5

Slozitéjsi je to v piipadé otodeni bilou vrstvou. Na
obrazku 5.5. vidime pozici, kterou dostaneme ze spravné
pozice 5.1.b po otodenf pravou bilou vrstvou. Vsechny
¢tyfi rohové prvky v této vrstvé mély piivodné spravnou
orientaci 0, nyni je jejich orientace zménéna. Prvek,
ktery byl pivodné dole v pfedni vrstvé, je v nové pozici
v predni vrstvé vpravo nahofe a ma orientaci 1 = 0 ® 1.
Pokud by mél pivodné orientaci z; bude jeho nové
orientace rovna z; ® 1. RovnézZ prvek, ktery byl puvodné
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vzandu nahofe a v nové pozici je vzadu dole, mé novou
orientaci 1, Pokud by jeho orientace byla z;, bude nova
orientace z; ® 1. Zbylé dva prvky v pravé bilé vrstvé
maji novou orientaci 2, k piivodni orientaci musfme ten-
tokrit pfidist v grupé Z, prvek 2, abychom dostali orien-
taci novou. Otadime-li pravou bilou vrstvou v libovolné
pozici, musime k piavodnim orientacim dvou prvka
v této vrstvé pFidist 1 a kde druhym dvéma 2, abychom
dostali orientace v nové pozici. Podobné ovétime, Ze se
stejné zménf orientace prvki i po otodenf ostatnimi bily-
mi vrstvami.

A jak se zmén{ soulet z, ®x,® ... ® 4 po otodenf
néjakou bflou vrstvou? Mazeme pfedpokladat, Ze orien-
tace prvku v této vrstvé jsou x,, x,, z; a z,. V nové po-
zici se bude soulet orientaci rohovych prvkia rovnat
(oo (z,022)0(x;,01)® (v, ® 2)oz;0 ... D 4.
Grupa Z, je komutativni, v uvedeném soudtu muzeme
jednotlivé prvky libovolné pferovnat, cely soudet se
proto rovna také (z, @ z,® ... 0 z) @ (1l @ 2) @ (1 ® 2).
V grupé Z, ale plati 1 ® 2 = 0, soudet orientaci v nové
pozici se proto rovna x, @z, ® ... ® &y, co je soudet
orientac{ v ptivodn{ pozici. Soudet orientaci viech roho-
vych prvku zustava tedy po kazdém tahu stejny, pfesto-
%e se orientace jednotlivych prvki mohou ménit. Kazdou
fesitelnou pozici dostaneme néjakym postupem z pozice
zdkladni, ve vSech feditelnych pozicich je proto soudet
orientaci rohovych prvki stejny jako v pozici zakladni.
V té jsou ale viechny prvky orientované spravné, maji
orientaci 0. Soudet orientaci viech rohovych prvki je
tedy v zakladnf pozici rovny 0. Stejny soudet 0 musf
byt proto v kaidé Fesitelné pozici. Pozice se souftem
orientaci rohovych prvkid rovnym 1 nebo 2 jsou proto
nefesitelné.

Nyni pfeneseme vysledky z pomocné krychle 5.1.b
na normaln{ krychli pouZitim stejné ivahy jako v pii-
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padé hranovych prvka. Zvolime dvé protilehlé vrstvy,
tieba a a d, a budeme jim tikat éerné — dominantni.
Zbyvajici vrstvy jsou bilé — recesivni. Kazdy rohovy
prvek m4 pravé jednu plosku oznadenou @ nebo d,
a témto ploskam budeme rovné% iikat dominantni.
Je-li rohovy prvek dominantni ploskou v dominantni
vrstvé, ma spravnou orientaci 0, je-li potoéeny doprava
(nebo doleva), ma orientaci 1 (nebo 2). Specidlné, je-li
néjaky prvek na spravném misté, ma orientaci O, pravé
kdyZ je spravné orientovany. Z poznatki o krychli
5.1.b plyne nasledujfci pravidlo o orientacich rohovych
prvki.

Je-li soudet orientaci rohovych prvkia
v néjaké pozici na Rubikové krychli
rizny od 0 (v grupé Z,), je pozice nefe-
Sitelna.

Odtud vyplyva nefesitelnost pozice na obrazku 1.14.b.
Véechny prvky aZ na jeden maji spravnou orientaci 0,
posledni ma orientaci 1. Souéet orientaci je tedy 1 # 0,
pozice je opravdu nefesitelna.

P#i dilkazech pravidel o orientacich hranovych a ro-
hovych prvki jsme museli vidy probirat fadu p¥ipadia
v zavislosti na tom, jak byly jednotlivé prvky oriento-
vané. Nyni dokazeme pravidlo o orientacich rohovych
prvku jedté jednou rafinovanéjsim zpisobem, ktery
budeme v daliim textu pouZivat i u ostatnich hradek.
Vezméme si krychli 5.1.b v libovolné pozici, tfeba v po-
zici na obrazku 5.6.

Na obrizku je Sipkami vyznaleny jeden tah — oto-
teni bilou vrstvou. Udélame-li tento tah &tykikrat
po sobé, vrati se krychle opét do pozice 5.6., viechny
prvky budou zase na puvodnich mistech a s pivodni

186



orientaci. Ted budeme pfedpokladat, e orientace prvku
vpravo dole v predni vrstvé je z, € Z;. Po jednom tahu
bude orientace tohoto prvku z, @ ¢,, kde i, je néjaky
prvek grupy Z,. Udélame-li dali tah, bude mit prvek
orientaci (T, ® 1,) @ 1,, pki tfetim tahu pFicteme iy & pfi
stvrtém i,. Po &tyfech tazich bude tento prvek zpét

X3

X,

it |/
||y
. Obr. 5.0

X1

na pivodnim misté a s orientaci z,©1, ® 1, ® i, @ 1,.
Tato orientace se ale musi rovnat orientaci puvodni, tj.,
z,01, 01,01, ®1, =x,. SloZime nyni obé strany po-
slednf rovnosti s prvkem 27! € Z,. Dostaneme z7 '@ z, ®
@1, 012,01,0t, =z oz, tj., ,01,0i,01 =0.
Pfi jakékoliv definici spravnych orientaci na jednotli-
vych mistech musi platit ¢, @i, 94, @¢, = 0. (To je
v souladu s plivodnim pFistupem, kdy jsmé ukazali
i, =13 =1ai, =1 =2.).

Jak se zméni soudet orientaci x, @2, @ 2,0z, ® ; ®

® ... @z po jednom tahu? Bude se rovnat
(Z,01,)0 (2, 01,)C (T3€13) @ (2, 01,)0T;® ... ® Ty =
=L 05,0T,0%,@ ... CTy® (1), ® 1, ® iy ®1,).

Ukazali jsme uZ, Ze vyraz v zdvorce se rovna neutralni-
mu prvku 0 grupy Z,. Zadny tah tedy sotdet orientaci
nezménf, po libovolném postupu bude stejny jako na
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podatku, tj. 0. Resitelné pozice proto musi mit soudet
orientacf rohovych prvki rovny 0.

Viimnéte si, Ze pfi poslednim dikazu jsme nepouii-
vali téméf Zddné specidlni vlastnosti Rubikovy krychle.
Jediné, co jsme pouzili, byla skutednost, Ze pfi opakovani
stile jednoho tahu se vsechny prvky vritily poprvé
na pivodni mista také s pivodn{ orientaci. Jinymi slovy,
opakovanim stale jednoho tahu ze zdkladni pozice ne-
dostaneme nikdy néjaky prvek zpét na pivodni misto
se zménénou orientaci, vidy jenom zase s orientaci pu-
vodnfi. Takovou vlastnost maji téméF viechny ostatni
hry s orientaci. Proto také viechny hry, aspoii pokud jde
o orientaci, maji velmi podobné vlastnosti. Jedinou vy-
jimku tvoii koule.

5.2. Jak sloZit Rubikovu kryehli. Ve tfetf kapitole
a v prvnim odstavei této kapitoly jsme se nauédili pozna-
vat mnoho nefesitelnych pozic na Rubikové krychli.
Kazda pozice, jejiz polohovd permutace je lichd, je ne-
Fesitelna. Také vsechny pozice; ve kterych je soudet
orientac{ hranovych nebo rohovych prvka rizny od 0,
jsou nefesitelné. Nyni ukdZeme, Ze viechny ostatni po-
zice uZ Feditelné jsou. Tyto pozice musf mft nasledujicf
vlastnosti:

a) polohova permutace je suda,

b) soudet orientaci hranovych prvki je 0 (v grupé Z,),

c¢) soudet orientaci rohovych prvki je také 0 (v gru-
pé Z,).

Vezméme si tedy néjakou takovou pozici p. Ve &tvrté
kapitole jsme ukazali, Ze existuje postup, ktery tuto po-
zici pfevede do pozice q, ve které jsou vsechny prvky
na spravnych mistech. Soulet orientaci hranovych nebo
rohovych prvku se zadnym postupem nezménf{, bude se
proto rovnat 0 i v pozici q. Znamena to specidlné, Ze
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v pozici q je sudy podet §patné orientovanych hranovych
prvka.

Jak opravit orientace hranovych prvka? Pouiijeme
opét znamy trik s konjugovanim postupd. Nejdfive
najdeme néjaky postup, ktery v jedné vrstvé zménf
orientaci jediného hranového prvku, a viechny ostatni
prvky v této vrstvé ponechd na puvodnich mistech
a s puvodni orientaci. Budeme ménit orientaci prvku ab
ve vrstvé b, a jako obvykle zaéneme v zakladni pozici
5.7.a.

a /b /b /6 bl So,/6 /O
b 75 /5 /1€ % °
é-'éécc ' 0

alala]| ¢ e
410

(o] oo

cd Jb/6 /5 d /&6/5 /6
6,/6.5 /(¢ 66 ,/5,/]¢

2 écc % 0,/ /¢

a al| ¢ QQQGC

Obr. 5.7
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Nejdiive tahy CF~! prvek ab uvolnime a tahem 4 jej
odsuneme z vrstvy b. Dostaneme pozici 5.7.b. Nyni tahy
FC~' pfesuneme ab do dolni vrstvy a vriatime zbylé
prvky v b na puvodni mista. Pak tahem E~! piesuneme
ab zpét do vrstvy a — pozice 5.7.c. Dile tahy CF™}
znovu uvolnime prvek ab ve vrstvé a, tahy 44 ho pke-
suneme na sprivné misto se zménénou orientaci a tahy
FC~! vratime ostatni prvky z vrstvy b zpét na pavodni
mista. Dostali jsme tak pozici 5.7.d. Cely postup R =
= CF1AFCE-'\CF'AAFC™! tedy v horni vrstvé b
ototf hranovy prvek ab, a vSechny ostatni prvky b
necha na pivodnich mistech a s pivodni orientaci. Prvky
mimo vrstvu b se pfehazely, to uz ale umime spravit.

Pomoci postupu R najdeme jiny postup, ktery zmeén{
orientaci pouhych dvou hranovych prvkia. Tahem B
pfesuneme prvek bc na misto ab. Nyni inverzni postup
R~ vrati véechno mimo vrstvu b zpét na puvodni mfsta
a zméni orientaci prvku na misté ab, tj. prvku bc. Na-
konec tahem B™!' vriatime vsechny prvky vrstvy b
zpatky. Cely postup RBR™1B-! tedy udéla pozici na
obrazku 5.8.a. Zméni orientaci dvou hranovych prvku
na mistech ab a bc a vdechno ostatni zistane pa puvod-
nich mistech a s pivodni orientacf.

aQ /g /5 /& b)

S/ /6
66060 6,676 ,]¢
& /0/5 c écéccc
aqaccc alq}a| 1
alalalYc alalalYc
alalalé a alC

Obr. 5.8
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Konjugujeme-li inverznf postup R~! tahy BB, dostaneme
postup RBBR™1B-1B~1, Timto postupem udéldme pozici
na obrazku 5.8.b, hranové prvky ab, bd maji zménénou
orientaci. Pokud pottebujeme zménit orientaci néjakych
dvou prvki, které nelezi ve stejné vrstvé, najdeme néja-
ky pomocny postup, ktery tyto dva prvky presune do
jedné vrstvy, a timto postupem konjugujeme RBR™1B}
nebo RBBR'B 1B, Tak napiiklad prvky vyznatené
na obrizku 5.9.8 otodme postupem A(RBR™!'B1)A47,
prvky vyznadené na obrazku 5.9.b postupem

AC Y RBR1B~1)CA™1 nebo postupem
AD(RBBRB'B1)D"147},

a) b)
O o)

c) d)

Obr. 5.9
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Cvileni 5.3. Najdéte postupy, které otoéi prvky vy-
znadené na obrazku 5.9.¢ a 5.9.d, a viechny ostatnf
nechaji na pivodnich mistech a s pavodni orientaci.

Postupem RBR '8 1, piipadné postupy k nému kon-
jugovanymi, umime zménit orientaci vidy dvou hrano-
vych prvkt soudasné. Predpokladali jsme, Ze v pozici ¢
je sudy polet S8patné orientovanych hranovych prvku
(to je disledkem vlastnosti b) podateéni pozice p). Tento
pocet umime postupné snizovat vidy o dva prvky. Do-
staneme se tak nakonec do néjaké pozice r, ve které
jsou nejenom viechny prvky na spravnych mistech, ale
navic véechny hranové se spravnou orientaci.

Abychom dostali z pozice r pozici zakladni, musime
jesté umét ménit orientace rohovych prvka. Také tady
.nas konjugovani snadno dovede k cili. Jako vZdy udéla-
me napfed nejjednodussi moiné rohové otodeni v horni
vrstvé b — pootodime prvek abc doprava, a vsechno
ostatni ve vrstvé b zistane na misté. To je jednoduché,
nejdiive tahem C~! dostaneme abc do dolni vrstvy, po-
tom tahem E oddélime abc od ostatnich prvka vrstvy b
a tahem C vratime zbylé prvky b zpét na sva mista —
obrazek 5.10.a.

o /E/6 /b b B /5 /5
6/ 76 /¢ %5 /6 /1¢
Y7 ¢ ooaqc
ala ¢ ajafo | ¢
a a
(o]
Q
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o /8/6/a d /8 /6 /c
6 /5 /6 /1b éééd
6éaqcc 6 ,/6 /01X
alalalYc aqch
aaac c1aac
Obr. 5.10

Nyni vriatime abc zpét do vrstvy b-postupem E-1C1EC
— obrazek 5.10.h. Cely postup $ = C'ECECEC
pootodi prvek abc doprava, a jinak neché vrstvu b
beze zmény. Zhyla ¢ést krychle se rozhaZe, to u% ale
umime napravit. Tahem B ptesuneme prvek bcd na
misto abc, pak inverznim postupem $-! vratime viechny
prvky mimo vrstvu b zpét na mista. Postup S~ navic
pootodf prvek na misté abc — tj. prvek bcd — doleva.
Pak tahem B~! umistime zpét prvky ve vrstvé b na pi-
vodnf mista. Postup SBS B! proto udéla pozici na ob-
razku 5.10.c, poototi abc doprava, bcd doleva, a jinak zé-
stane viechno na puvodnich mistech as pivodni orientaci.

Inverzni postup S™! pootadi abc doleva. Pokud by-
chom zahajili postupem S$-!, tj., udélali S'BSB7},
dostaneme pozici 5.10.d. Prvek abc je pootodeny doleva
a bcd doprava.

Cvilenf 5.4, Ovéfte, Ze misto postupu S miZeme pouzit
také postup C1ECAEA™'. Vysvétlete kazdy tah!

Zatim umime pootddet pouze dva sousedni rohové
prvky. Jiné dvojice rohovych prvki snadno pootodime
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pomoci konjugovani. Tak napiiklad prvky abc a bdf
pootodime postupem SBBS"1B~1B~! nebo postupem
DY (SBS'B™1)D, viz obrizek 5.11.a. Dva protilehlé
prvky abc a def (neviditelny na obrizku 5.11.b) oto¢ime
tieba postupem DD(SBS'B71)D~1D"! nebo
D~YSBBS1B'B1)D.

Q) /=755 by b/ /&
s /6 /5 /)¢ éééc
ééﬂacc 6,6 /24 1c
alalo 0] alalo CC
ala Crc oaacc
ala ¢ alalal®
Obr. 5.11

Naudili jsme se poototit libovolné dva rohové prvky,
jeden doleva a druhy doprava, tak, aby vSechno ostatni
zustalo na piavodnich mistech a s pavodni orientaci.
Nyni uz snadno dostaneme krychli z pozice r do pozice
zakladni. Zbyva opravit orientace rohovych prvki.
Pokud jsou néjaké spatné, musi byt Spatné aspon dva.
V opaéném piipadé by totiZ sedm rohovych prvki mélo
orientaci 0, a pouze jeden orientaci nenulovou, 1 nebo 2.
V kazdém piipadé by byl soudet orientaci rohovych
prvki rizny od neutralniho prvku 0 € Z,, a to by bylo
ve sporu s vlastnosti ¢) pozice r.

Vime tedy, Ze jsou aspon dva rohové prvky oriento-
vané Spatné. Vezmeme si dva takové rohové prvky
a vhodné konjugovanym postupem SBS-1B-! je pootodi-

194



me tak, aby aspon jeden z nich byl po tomto postupu
dobfe orientovany. Takto sniZujeme podet Spatné orien-
tovanych rohovych prvki tak dlouho, aZ zustanou pouze
dva. ProtoZe je soulet orientaci stale 0, musi byt jeden
z nich pootodeny doprava a druhy doleva. Vhodné kon-
jugovanym postupem SBS-'B-! pak udélame sprivnou
orientaci u obou souéasné, krychle je sloZzena.

Tim jsme zcela vyjasnili, jaké pozice na Rubikové
krychli jsou fesitelné, a nasli postupy, jak je slozit.
Nepotiebovali jsme k tomu umét mnoho. Postupy P
a Q ze &tvrté kapitoly, postupy R, S z tohoto odstavce,
a hlavné dobfe pouiivat trik s konjugovanim. Neni
naprosto nutné znat postupy P, Q, R, S zpaméti, vysta-
¢ime s jakymikoliv postupy, které udélaji v horni vrstvé
totéz co P, Q, R nebo S. Takové postupy muzeme
vymyslet piimo p#i skladani, v podstaté stadi umét
z kazdé pozice slozit spravné jednu vrstvu. To je docela
jednoduché, kaidy to po néjaké dobé snadno zvlidne.
Zbytek uZ zavisi pouze na spravném pouZivani triku
s konjugovinim.

5.3. CtyFstén a dvanactistén. Polohova permutace kaz-
dé Fesitelné pozice musi byt u obou hratek suda jak na
rohovych, tak na hranovych prveich. V piedchozi kapi-
tole jsme se nauédili kazdou takovou pozici pievést do
pozice. ve které jsou vSechny prvky na sprivnych mi-
stech. Nvni si ujasnime, jak je to s orientacemi.

Nejdiive musime opét zvolit néjaky zpusob, jak
o kazdém prvku na kaidém misté rozhodnout, jakou
ma orientaci. Ctvistén ma &tyf vrstvy — a, b, ¢, d,
dvandctistén jich ma dvandct — a, b, ¢, d, e, f, g, h, i,
j» k, I. Na kaidém pohyblivém prvku zvolime opét
jednu plosku a prohlisime ji za dominantni. VyuZijeme
k tomu uspofadani pismen podle abecedy. Hranovy
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prvek ma dvé slozky a dominantni bude ta z nich, ktera
je oznadena pismenem, jez je v abecedé diive. Druha
ploska bude recesivni. Tak na prvku ab je ploska a
dominantni a b recesivni. Na prvku dg je d dominantni
atd. Podobné na rohovych prveich bude dominantni
vidy ploska oznadena pismenem, které je v abecedé
nejdfive. Na prvku abc je dominantni ploska a, na
prvku cdg je dominantni ¢ atd. (VSimnéte si, Ze po-
dobné jsme volili dominantni plosky-také na Rubikové
krychli, pouze uspofidani pismen bylo jiné nez v abece-
dé, pouzivali jsme uspotidani a, d, b, e, ¢, f.) i
Které hranové prvky budeme povazovat za sprivné
orientované, a které budou orientované spatné? Vy-
svétlime si to v pozici na &tyfFsténu na obrazku 5.12.

Obr. 5.12

Prvek ad je na misté ac. Dominantni ploska a je ve sté-
né a, ve které ma v zakladni pozici byt dominantni
plodka a prvku ac. Prvek ad budeme povaZovat za
spravné orientovany. Prvek ac je na misté ab, domi-
nantni plogka @ je ve sténé a, kde ma byt v zdikladni
pozici dominantni ploska a prvku ab. Také ac je dobie
orientovany. Prvek bc je Spatné orientovany, domi-
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nantni plodka b je ve sténé c, kde mé byt v zdkladni po-
zici recesivnf plo§ka prvku bc. Obecné miZeme defino-
vat, e néjaky hranovy prvek je orientovany dobfe,
je-li jeho dominantni ploska ve stejné sténé, ve které
mda byt dominantni ploska prvku na stejném misté
‘v zakladni pozici. Udélejte si nasledujicf evideni.

Cviteni 5.5. Rozhodnéte, které z ndsledujicich prvki
jsou orientované dobfe a které Spatné:

a) na dtyksténu 5.12. prvky ab, bd, cd, ,

b) na dvanéctisténu 5.13. prvky bk, cd, ad, bf, gh, ef.

Tak jako u krychle budeme oznalovat orientace hra-
novych prvka elementy grupy Z,, prvek mé orientaci 0,
je-li orientovany dobfe, a ma orientaci 1, je-li oriento-
vany Spatné. KaZdé pozici pak mizZeme pfitadit soudet
orientacf (v grupé Z,) viech hranovych prvka. Tak tfe-
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ba v pozici 5.12. jsou dva prvky, bc a cd, orientované
Spatné, ostatni &tyfi jsou orientované dobfe. Soudet
orientaci se rovnd 1®1©®0®0®0®0 = 0. Na &tyf-
sténu a dvanactisténu plati stejné pravidlo o orientacich
hranovych prvki jako na Rubikové krychli.

Kaida pozice na &tyfsténu nebo na
dvanactisténu s lichym podétem Spatné
orientovanych hranovych prvki je ne-
FeSitelna,

Pii dukazu pouiijeme metodu ze zavéru prvniho
odstavce. Zadneme ¢tyfsténem. Nechf jsou v néjaké
pozici orientace jednotlivych hranovych prvkt z,, 2,, x,,
x,, s, T4, & otodme vrstvou, ve které jsou tieba prvky
s orientacemi z,, =, a z,. Po tomto tahu budou mit
prvky v této vrstvé orientace z, ® i,, T, ® 1, Ty ® 14,
kde z,, ,, 1, jsou n&jaké prvky grupy Z,. Opakujeme-li
tento tah t¥ikrat, zménfi se orientace x, na x, ® ¢, ® ¢, ® 1.
Tento prvek mus{ mit ale po trojnasobném opakovan{
jednoho tahu stejnou pozici jako na podatku, tj., z, ®
®1 ®1, @1y = z,. Odtud plyne i, ® 7, ® 1, = 0. Soudet
orientaci viech hranovych prvka po jednom tahu bude
tedy

(X, 07)0 (X, 01%,) (X, @ 1,) OX, DTy © Xy =

=L, 0L, 0T, 0T, 0T; O L ® (1, ® 1, ® 1) =

=1,02,0T,0%,0T; 0T,

tj., bude stejny jako v pivodni pozici pred tahem. Zadny
tah tedy soufet nezménf a kazdd FeSitelnd pozice jej
musf mit stejny jako pozice zakladni, tedy 0. Podle
cvideni 5.1. musi byt proto v kazdé fesitelné pozici sudy
potet prvkiu s orientaci 1, neboli sudy podet Spatné
orientovanych hranovych prvku.
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Cvifeni 5.6. Dokazte pravidlo o orientacich hranovych
prvki na dvanactisténu — obrazek 5.14.b.

Obr. 5.14

Analogicky dokiZeme také pravidla o orientacich
rohovych prvki na étyfsténu a dvandctisténu. Stejné
jako u hranovych prvkid budeme definovat, kdy ma
rohovy prvek sprivnou orientaci. Rekneme, Ze rohovy
prvek je orientovany dobfe, ma orientaci 0, je-li domi-
nantni pologkou ve stejné sténé, ve které je dominantni
ploskou prvek na stejném misté v zakladni pozici. Je-li
prvek oproti spravné orientaci pooto¢eny o 120° vpravo,
pfifadime mu hodnotu orientace 1, a je-li poototeny
vlevo, bude mit hodnotu 2. Par piikladd definici osvétli.
Na obrazku 5.12: je prvek abd na misté abc. Dominant-
nf plogka a je ve sténé b, zatimco v zakladnf pozici ma
byt dominantni ploska prvku abc na stejném misté ve
sténé a. Prvek abd je tedy pootoéeny o 120° vpravo, md
orientaci 1. Vpravo dole na misté abd je prvek abc.
Dominantni ploskou g je ve sténé b, v zakladni poziei
ma byt dominantni ploska prvku abd na stejném misté
ve sténé a. Prvek abc je tedy pootodeny o 120° vlevo,
ma orientaci 2. Nahofe na misté acd je prvek acd. Domi-
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nantni ploskou a je ve sténé ¢, zatimeo v zakladni pozici
musf byt dominantni ploskou ve sténé a. Prvek acd je
tedy pootoleny vpravo. ma orientaci 1. Zbyva prvek
bcd. Ten je vlevo dole na misté bcd. Dominantni ploska b
je ve sténé b. Prvek bcd je spravné, ma orientaci 0.

Cviteni 5.7. Urdete hodnoty orientaci nasledujicich
prvki na dvandctisténu v pozici na obrazku 5.13.:

abc. cdg. deh, abf, gkl.

Kazdé pozici miZeme opét prifadit soudet (v grupé
Z,) orientaci vSech rohovych prvki. Tak jako ve viech
pfedchozich pfipadech muzeme ukazat, Ze se tento sou-
éet po Zadném tahu nezméni. U vsech Fesitelnych pozic
je proto stejny jako v pozici zakladni, tj. 0.

Kazida pozice na &tyfsténu nebo dva-
nactisténu, kterA ma soudet orientaci
rohovych prvka rizny od neutralniho
prvku grupy Z,, je nefesitelna.

Cviteni 5.8. Dokazite pravé uvedené pravidlo. Navod
je na obrdazku 5.15. Je pozice 5.12. Fesitelna ?

x3 X

Obr, 5.15
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Shriime dosavadni poznatky o &étyfsténu a dvanacti-
sténu. Ma-li byt pozice feSitelna, musi mit nasledujici
vlastnosti:

a) polohova permutace musi byt sud4 jak na hrano-
vych, tak na rohovych prveich,

b) podet Spatné orientovanych hranovych prvki musi
byt sudy,

¢) soudet orientaci rohovych prvki musi byt neutralni
prvek 0 grupy Z,.

Dokéazeme nyni, Ze kazda takové pozice opravdu Fesi-
telna je. Ve étvrté kapitole jsme si ukazali, jak poziei
spliiujici podminku a) ptevést do pozice, ve které jsou
vSechny prvky na spravném misté. Zbyva jesté spravné
orientovat jednotlivé hranové a rohové prvky.

Jednodussi to je u dvandctisténu. MiZeme pouiit
v podstaté stejné postupy jako na krychli. Postup
R =CF4FC D \CF1'414A'FC zméni orientaci
prvku ab ve vrstvé b, a jinak véechny prvky v této vrstvé
ponecha na puvodnich mistech a s pivodni orientaci.
(Vysvétleni postupu je doslova stejné jako v piipadé
krychle.) Postup RBR™1B~! pak zméni orientace prvki
ab a bc, a jinak nic nezméni. Konjugovanim tohoto
postupu ukaZeme, %e lze zménit orientace libovolné
dvojice hranovych prvkt na dvanactisténu tak, aby
vSechny ostatni rohové i hranové prvky zustaly na pi-
vodnich mistech a s pavodni orientaci. Postupnym
provadénim vhodné konjugovaného postupu RBR™B™!
opravime orientace vSech Spatné orientovanych hrano-
vych prvki (na podatku jich byl sudy podet!).

Stejné snadno opravime orientace rohovych prvku.
Postupem S = C1DCD-1C1DC pootodime ve vrstvé b
prvek abc vpravo, a jinak nic v této vrstvé nezménime.
Vysvétlenf postupu je opét doslova stejné jako v pfi-
padé krychle. Postup SBS-1B~! pak pootodi abc vpravo,
bch vlevo, a jinak ponechd viechny prvky na pivodnich
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mistech a s pivodni orientaci. Dal8im konjugovanim
postupu SBS'B3°! pootodime libovolné dva rohové
prvky, jeden vpravo a druhy vlevo. A protoZe soudet
orientaci rohovych prvka v pivodni pozici byl 0, opra-
vime takto postupné orientace viech rohovych prvki.
Na dvanactisténu umime tedy sloZit kazdou fesitelnou
pozici a dokazat nefesitelnost téch ostatnich.

Skladat étyfstén je obtiZnéjsi, kazidym tahem zméni-
me polohu vice neZ poloviny pohyblivych prvka.
Ve ¢tvrté kapitole jsme se naudili, jak dostat kaidy
prvek na spravné misto. Zbyva jesté viechny spravné
orientovat. Zadéneme hranovymi. V zakladni pozici
5.16.a chceme v horni vrstvé a zménit orientaci hrano-
vého prvku ab tak, aby zbyvajici dva hranové prvky
v této vrstvé, tj. ac a ad, zustaly na pivodnich mistech
a s puvodni orientaci, a aby rovnéi vsechny rohové
prvky v této vrstvé zistaly na pivodnich mistech. Orien-
tace rohovych prvki nas v této chvili nebude zajimat.

Jak tedy zménit orientaci prvku ab? Nejdfive si jej
odsuneme z vrstvy a tak, aby viechno ostatni v g zustalo
na pavodnich mistech. To uZ umime ze &tvrté kapitoly:
postup B'ACA ! ptesune ab na misto ¢cd — obrazek
5.16.b.

Obr. 5.16

Nyni musime vratit ab zpét do vrstvy a s opaénou orien-
taci. Udéldme to stejnym postupem, pouze zaménime
otodeni vrstvou c za otodeni d: udélime B4 'D'4. Cely
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postup R = B 'ACA'BA1D 4 udéla pozici 5.16.c,
viechny prvky ve vrstvé a ziistaly na puvodnich mistech,
a z hranovych zménil orientaci pouze ab.

Dalsi ¢dst je uz rutinni. Postupem RAR™14 ! zménime
u hranovych prvka pouze orientace ab a ad, a viechny
rohové a hranové prvky zistanou na puvodnich mistech.

Cvienf 5.9. Ovéfte, Ze misto postupu R miZeme po-
uZit rovnéZ postup B 'ACADAB™.

Vhodné konjugovanym postupem RAR1A4"! pak mii-
zeme zménit orientace libovolnych dvou hranovych
prvkid, a dostaneme tak pozici, ve které jsou vsechny
prvky na spravnych mistech a hranové navic se spravnou
orientaci. Postupem RAR 147! jsme sice zménili také
orientace nékterych rohovych prvka (nikoliv polohut),
to nam ale v tuto chvili nevadi, protoZe jsme o jejich
orientaci dosud nic nepfedpokladali. Tu opravime aZ
nakoneec.

Musime to udélat tak, aby se spravna orientace hra-
novych prvki uZ nepokazila. Znamena to tentokrat najit
postup S, ktery v horni vrstvé zméni orientaci jediného
rohového prvku, tfeba acd, a vSechno ostatni nechd ve
vrstvé g na puvodnich mistech a s pivodni orientaci.
Zatneme opét v zakladnf pozici 5.16.a. Budeme se snaZit
o to, aby trojice prvku abc, ab a abd zlistivala stale po-
hromadé. Za¢neme tedy tahy B 1(')"1. Dostaneme po-
zici 5.17.a. Nyni tahem A ~! pfemistime prvek acd od ac
k ad, a pak vriatime vdechno zpét do vrstvy a tahy
C DB Cely. postup $ = B 'CD 14" 'C DB udéla
pozici 5.17.b, ve vrsty& a je viechno na piavodnich
mistech s puvodni orientaci, pouze prvek acd je pootoée-
ny doleva. Postupem $SA4S7'47! pootodime acd doleva
a abc doprava. MuZeme si vidy hornf vrstvu vybrat tak,
aby na mistech abc a acd byly dva Spatné orientované
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prvky. Postup S4S57'A4-!' pak opravi orientaci aspon
jednoho z nich. JelikoZ je soudet orientaci rohovych
prvkia 0 € Z,, dostaneme nakonec zakladni pozici. Umi-
me tedy uZ Fesit také Etyistén.

Obr. 5.17

5.4. DalSi kryehle: 2 » 2 x 2,4 x4 x 4,5 X 5 x 5
a'™ xn xn 2 x2x2 Zopakujme si dosavadni po-
znatky. V kazdé pozici miizeme krychli natodit tak, aby
prvek abf byl v levém hornim rohu ploskou a v pednf
sténé. Tento prvek povaZzujeme za pevny a polohu a ori-
entaci zbyvajicich sedmi prvkt posuzujeme vzhledem
k abf. Libovolny ze zbyvajicich sedmi pohyblivych prv-
ki miZeme piesunout na misto kazdého jiného, krychle
2 X 2 x 2 je tedy souvisla hra. Kazdy ze t¥ moZnych
zakladnjch tahd C, D, E udéla lichou permutaci — &ty#-
cyklus. Polohové permutace Fesitelnych pozic mohou
byt proto jak sudé, tak liché. Ve skutednosti kazdou
pozici maZeme pievést do pozice, ve které jsou viechny
prvky na spravnych mistech. Jde to udélat v podstaté
stejnymi postupy, jaké jsme pouZivali p¥i pfemistovan{
rohovych prvku na Rubikové krychli.

K zapisovani postupi budeme pouZivat znovu otodeni
vSemi vrstvami, nejenom témi, které neobsahujf zaklad-
nf prvek abf. A oznaéeni tahii bude zaviset na tom, jak
krychli driime, nikoliv na poloze prvku abf — ototeni
horni vrstvou bude B, otodeni prednf A, zadni D, dolni
E, pravou C a levou F.
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Jak udé&lat trojeyklus? Opét pouZijeme konjugovani,
a k tomu potiebujeme prohodit v horni vrstvé b dva
prvky, tieba abc a bcd, tak, aby bdf a abf zistaly na pt-
vodnim misté. To udélime snadno postupem P =
= C71DED. Dalsi uz je dobfe zndmé. Postup PBP1B~1
udélé trojeyklus na prveich abc, bdf, bcd a zbyvajici
prvky zustanou na puvodnich mistech a s puvodni
orientaci. Dale pouZijeme vysledku nasledujiciho cvi-
éeni.

Cvigeni 5.10. Dokazte, Ze libovolné t¥i pohyblivé prv-
ky miZeme néjakym postupem posunout na mista abc,

bdf a bcd.

V disledku tohoto cvi¢eni mizeme vhodnym konju-
govanim postupu PBP~1B-1 udélat libovolny trojeyklus,
a tim tedy pFevést kaidou pozici se sudou polohovou
permutaci do pozice, ve které jsou vdechny prvky na
spravnych mistech. A tim to umime z kazdé pozice. Je-li
na poéatku licha, stadi napted libovolnym tahem dostat
krychli do pozice sudé.

Z kazdé pozice na krychli 2 x 2 x 2
muZeme dostat pozici, ve které jsou
véechny prvky na spravnych mistech.

Zbyva je§té viechny prvky spravné orientovat. Tak
jako v pfipadé Rubikovy krychle zvolime barvy a a d
za dominantni a orientacim prvku pfifadime hodnoty
0, 1, 2 podle polohy jejich dominantnich plosek. Napro-
sto stejné jako u Rubikovy krychle dokazeme pravidlo
o orientacich prvki na krychli 2 x 2 x 2.
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Je-li soudet orientaci viech pohyblivych
prvk@t v néjaké pozici na krvchli
2 x 2 x 2razny od neutralniho prvku
0 grupy Z,. je tato pozice nefesitelna.

Cvidenf 5.11. DokaZte pravé uvedené pravidlo.

a) b)

6 /6

8/6 /)¢
¢

ala| ¢ BB
alal® ..

Obr. 5.18

V Sestém odstavei této kapitoly dokiZeme Kiizovu
vétu, ktera popisuje mozné orientace prvkit na vsech
hlavolamech s orientaci uvedenych v této kniZce, spe-
cidlné také na krychli 2 < 2 x 2.

Vsechny pozice, ve ktervch je soutet orientaci rizny
od neutrilnifho prvku 0 € Z,. jsou tedy nefesitelné. Ty
zbyvajici sloZime postupem znamym uz z Rubikovy
krychle. Postup R = C1ECE 'C'EC pootoéi.prvek abc
vpravo, a viechno ostatni ve vrstvé b ziistane na ptivod-
nich mistech a s plivodni orientaci. Postup RBR-1B~!
pak pootodi abc vpravo, bcd vlevo. a jinak nic nezméni.
Vhodnym konjugovanim tohoto postupu pootoéime
prvky na libovolnych dvou mistech a tim slozime celou
krychli 2 x 2 x 2. '

4 x 4 x 4. Narozdil od krychle 2 x 2 x 2 je krychle
4 X 4 X 4 nesouvisld] ma tfi orbity. Jednu tvofi roho-
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vé prvky, druhou hranové a t¥etf sténové. Jinak ma ale
krychle 4 x 4 x 4 mnohem bliz ke krychli 2 x 2 x 2
nez k normilni Rubikové 3 x 3 x 3. Opét neexistuji
zadné pevné prvky, tak si znovu vybereme prvek abf,
ktery budeme povaZovat za pevny, a polohu a orientaci
viech ostatnich prvka budeme posuzovat vzhledem
k nému.

Na krychli 4 x 4 x 4 miZeme otadet krajnimi nebo
stfednimi vrstvami. Otoéeni krajni vrstvou udéla jeden
¢tyFevklus na rohovych a jeden na sténovych kosti¢kach,
zatimco na hranovych udéla &tyfeykly dva. Tento tah
je tedy sudy na hranové orbité a lichy na rohové a sté-
nové. Otodeni stfedni vrstvou udéld na sténovych prv-
cich dva étyfcykly a na hranovych jeden. Toto otodeni
je proto liché na hranové orbité a sudé na sténové a ro-
hové orbité.

Kaidy tah ma proto stejnou paritu na rohové a sté-
nové orbité. Libovolnd pozice, kterou dostaneme néja-
kym postupem z pozice zakladni (tj. FeSitelnd), musi mit
stejnou vlastnost. Nyni najdeme postupy, které kazdou
takovou pozici pfevedou do pozice, ve které jsou viechny
prvky na spravnych mistech. MizZeme pfedpokladat, Ze
pozice je sudid jak na rohové, tak na sténové orbité,
v piipadé potfeby otod¢ime libovolnou krajni vrstvou,
a ze je také sudd na hranové orbité. Pokud by byla lich4,
otodime stfedni vrstvou.

Oznadeni tahl je na obrazku 5.19. na dalsi strance.
Dva vyznadené hranové prvky prohodime v horni
vrstvé postupem Q = F,A,E,A7'ET'F;'. Viechny osta-
tni prvky v horni vrstvé zistanou na puvodnich mistech
a s puvodn{ orientaci. Pomoci Q uz znamym trikem udé-
lame trojcyklus na hranovych kosti¢kach v horni vrstvé
a dal§im konjugovanim libovolny hranovy trojcyklus.
Viechny hranové prvky tedy umime dostat na spravna
mista, aniZ bychom pohnuli prvky rohovymi nebo sté-
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novymi. Elementarni rohovou transpozici v horni vrstvé
udélame tfeba postupem P = A,D E,D7'ET'AT (pro-
hodime abc a bcd) a sténové prvky b, a b, prohodime
postupem S = F,A,E,A;'E;'F;'. 7 téchto postupi
dostaneme opét postupy, které udélaji libovolny rohovy
nebo sténovy trojcyklus. To uZ staéi k prevedeni kazdé
pozice do pozice, ve které jsou viechny prvky na sprav-
nych mistech. Postupujeme rychle, pro nikoho, kdo se
pFi &teni dostal az sem, by uz ale nemély existovat pti
skladani hlavolamu Zadna velké problémy.

A jak je to s orientacemi prvkid?! Prvek abc pooto-
¢me doprava starym znimym zpisobem: R =
= CT'E\C,ET'CTE O, Postup RBR 1B 1 pak pootodi
abc vpravo, bcd vlt‘vo o vicchno ostatni ponecha
beze zmény. A protoZe soudet orientaci rohovych prvki
musf byt v kazdé feditelné pozici rovny 0 € Z, (dokaie-
me to v Sestém odstavei — Kiizova véta), umimc spmv-
né orientovat viechny rohové prvky.

U sténovych prvka p¥i normilnim oznadeni stén bar-
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vami nemuiZeme rizné orientace rozlisit, zbyva tedy
orientovat hranové. Pokousime-li se najit postup, ktery
by udélal elementarni hranové otodeni v horni vrstve,
tfeba prvku ab vyznaleného na obrizku 5.19., zjistime,
e se stejny prvek vraci na stejné misto vidy se stejnou
orientaci, jakou mél pivodné. Jde vibec otodit prvek
ab tak, aby vSechno ostatni v horni vrstvé zistalo na
puvodnich mistech ?

Ne, a pro¢ to nejde, si vysvétlime pomoci obrazku
5.20. Na ném je orientadni systém pro hranové prvky
podobny systému z obrazku 5.1.a.

al b)
y Y
& >
(10 c
a

|
L]

Obr. 5.20

Pouze tahy 4,, D,, C, a F,, tj. otoleni pFedni, zadni,
pravou a levou vrstvou, neméni orientace Zadnych hra-
novych prvku. Zbyvajici tahy, otofeni horni a dolni
vistvou B, a E, a vSechna otodeni stfednimi vrstvami,
méni orientace vsech hranovych prvka, které v piislus-
nych vrstvach lezi. Kazdy prvek se tedy muZe objevit
na raznych mistech s riznou orientaci vzhledem k orien-
tatnimu systému 5.20.a. NemiZe se ale vyskytnout
rizné orientovany na stejném misté. Dokazeme to po-
mocf obrazku 5.20.b.

Na ném jsou kiizky vyznadena uréita mista pro hra-
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nové prvky. Jsou to viechna mista, jejichZ prvky na sebe
muzZeme prevadét, pouzivame-li pouze tahy 4,, D,, C,
a F,. Tyto tahy neméni orientace hranovych prvku.
Oznatenym mistim budeme Fikat mista typu X. Pokud
tedy pouZivime pouze tahy nemeénici orientaci hrano-
vych prvkil, mizeme pievést prvek z mista typu X
zase jenom na jiné misto typu X. KaZdy jiny tah, ktery
ménf orientace hranovych prvku, naopak prevadi prvky
z mista typu X na mista, ktera typ X nemajf, fikejme
jim tFeba mista typu Y. Orientaci néjakého hranového
prvku zménime pouze za cenu toho, Ze zménfme typ
mista, na kterém se nachazi, z X na Y, nebo naopak.
Ma-li byt néjaky prvek na podatku a na konci néjakého
postupu na stejném mfsté, musf byt poéet téchto zmén
nutné sudy. Kazdy hranovy prvek se proto musi vratit
na stejné misto vidy se stejnou orientaci. Hranové prvky
na krychli 4 x 4 x 4 Jsou bez orientace, pokud jsou na
spravném misté, maji v feditelné pozici nutné také
spravnou orientaci. Zadny postup, ktery by udélal ele-
mentirni hranové otofeni v jedné vrstvé, neexistuje,
a ani ho nepotfebujeme.

Kazdy, kdo si nékdy hral s krychli 4 x 4 x 4, ted asi
namitne pozici 5.21,

””

Obr. 5.21
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V ni jsou pouze dva $patné orientované hranové prvky.
jinak je vSechno spravné. A pfesto je tato pozice FeSi-
telna. Neni to ve sporu s tim, Ze hranové prvky mohou
byt na spravném misté pouze se spravnou orientaci?
Vtip je v tom, Ze oba prvky jsou obarvené stejné, takie
jsou na spravnych mistech pouze zdanlivé, ve skutetno-
sti jsou prohozené. Pokud se ndm je podati zaménit, zmé-
nf kazdy z nich typ mista, na kterém se nachazi, a tim
se také zméni jeho orientace na spravnou. V pozici na
obrazku 5.21. jsou tedy dva hranové prvky prohozené,
polohova permutace pozice je na hranové orbité licha.
Udélame napfed libovolny tah stfedni vrstvou, tieba C,.
Dostaneme tak pozici, jejiz polohovd permutace je
sudd na viech tfech orbitach, a pak uz pouZivame pouze
postupy uvedené dfive.

5 x b x 5. Umime-li sklddat Rubikovu krychli
3 x3 x 3 a krychli 4 x 4 x 4, slozime snadno také
krychli 5 x 5 x 5 na obrazku 5.22. To uZz ponechame
jako sloZitéjsi cvideni.

Najdéte viechny orbity, rozhodnéte, které prvky se
mohou objevit na stejném misté s ruznou orientaci, na-

V Z X 7728
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jdéte postupy, které udélaji elementdrni transpozice na
jednotlivych orbitach, ptipadné elementarni otoceni,
pokud jsou mozZna. A pokud vam to ptijde dobfe, mi-
zete vvzkouset sily na krychli *» x n x n. Tady je du-
lezité rozlisit pfipady, kdy je n sudé a kdy liché.

*35.5. Matematiecky model hlavolamii s orientaci. Vén-
covy soufin grup. Ve tieti kapitole jsme sestrojili mate-
maticky model upinych her bez orientace. Riznym po-
zicim odpovidaly razné permutace na mnoZiné I po-
hyblivych prvkia. Kazdy tah udélal néjakou permutaci,
témto permutacim jsme ¥fikali generdtory. Postupnému
provadéni taht odpovidalo skladani permutaci-genera-
tori. Umét fesit hlavolam pak znamenalo popsat viech-
ny permutace, které mizeme dostat skladanim generi-
tort (tj. popsat Fesitelné pozice), a pro kazdou takovou
permutaci najit néjaké konkrétni vyjadfeni jako sloZeni
generatora (tj. najit postup, ktery kazdou Fesitelnou po-
zici slozi). Stejny model jsme pouzivali také pii zkouma-
ni polohy prvku u her s orientaci. Orientace ale nebyla
v tomto modelu nijak zachycena.

Nyni sestrojime model tplnych her s orientaci, ktery
bude obsahovat také viechny potfebné informace o ori-
entacich jednotlivych prvka.

Nazornéjsi bude zaéit s néjakou souvislou hrou s ori-
entaci. Takovou zname dosud pouze jednu — krychli
2 » 2 v 2. Jak miZeme zapsat polohu a orientaci viech
prvki v néjaké (FeSitelné nebo nefeSitelné) pozici p?
Polohu a orientaci posuzujeme vzhledem k prvku abf,
ktery povaZiujeme na pevny. Polohu zaznamenavat
umime. Je popsina permutaci p na mnoiiné ] =
= {abc, ace, aef, bcd, bdf, cde, def} viech pohyblivych
prvki. Zbyva néjak zachytit orientace. Vzhledem k ori-
entadnimu systému na obrazku 5.18.b m4& orientace
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kaZdého pohyblivého prvku hodnotu 0, 1 nebo 2 v grupé
Z,. Orientaci viech prvki popiSeme zobrazenim g:.I —
—~ Z,, které kazdému prvku ¢ € I pfifadi hodnotu jeho
orientace ig € Z,. Poloha a orientace vsech prvki v po-
zici p je tak zcela popsdna dvojici (p, g), kde p je per-
mutace na mnoZiné I a g je zobrazeni z mnoziny I do
grupy Z,. Tato dvojice pozici p tiplné popisuje, pro
jednoduchost budeme dvojici (p, g) s pozici p ztotoziio-
vat a psat p = (p, g). Prvek ¢ je na misté ip a ma orienta-
¢i ig vzhledem k orienta¢nimu systému 5.18.b. Zobrazem
g budeme nazyvat zobrazeni orientace.

Jakou dvojici je popsina zékladni pozice n? Kazdy
prvek  je na spravném misté, poloha prvki je popsana
identickou permutaci n na mnoziné I. Kazdy prvek mi
navic spravnou orientaci 0. Zobrazeni orientace, které
ka%dému prvku ¢ € I pfirazuje neutrilni prvek grupy
orientac{ (v tomto piipadé Z;), budeme vidy oznaéovat
pismenem o, {0 = 0. Zakladni pozice n je tedy popsana
dvojici (n, o).

Postupem P udélime ze zakladni pozice na krychli
2 x 2 x 2 néjakou pozici PU = p = (p, g). Jinym po-
stupem Q udélame pozici QU = q = (¢, #). Jakou po-
zici udélime sloZenym postupem PQ? Vezmeme libo-
volny prvek ¢ € I. Musime uréit, na jakém misté a s ja-
kou orientaci bude po provedeni postupu P Q ze zakladni
pozice. Poloha je jasna — postupem P pfejde z mista ¢
na misto ¢p a z tohoto mista déle postupem Q na misto
(3p)g = i(p o q). Zbyvé urdit funkci orientace v pozici
(P Q)U. Prvek i je po postupu P na misté ¢p s orientaci g.
Délame-li postup Q ze zakladni pozice, zménf se puvodm
orientace 0 prvku na misté ip ha orientaci (¢p)k v pozici
q. Tentokrat ale délime postup Q z pozice p, ve které
mé prvek na misté ¢p orientaci ig. Postnpem Q pfejde
tento prvek dile na misto i(p o ¢) a jeho pivodni orien-
tace ig se zméni na ¢g ® (¢p)h. Funkce orientace k v po-
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zici (PQ)U je proto popsana rovnosti tk = ig © (ip)h
(séitame v grupé Z,). Postupem P Q tedy udélame pozici
(p o g, k). Tuto pozici miZeme nazvat sloZenf pozic pa q
a oznaéime ji p o q. Definovali jsme tak sloZen{ libovol-
nych dvou pozic, které dostaneme ze zdkladni pozice
néjakymi postupy, tj. libovolnych dvou Feditelnych
pozic. Naprosto stejné muzeme ale skladat i nefeditelné
pozice.

Definice skladani pozie na krychli 2 x 2 x 2. Jsou-li
P =(p,9) a q = (g, k) dvé pozice, pak jejich sloZen{
P © q je pozice p o @ = (p © g, k), kde funkce orientace
k je definovana pfredpisem ¢k = ig ® (ip)h.

Polohové permutace pozic na hlavolamech spolu
s operacf sklddani permutaci tvofi grupu. UkaZeme nyni,
Ze také vSechny pozice na krychli 2 x 2 x 2 s pravé
definovanou operaci skladani pozic tvofi grupu.

Grupa pozie na kryechli 2 x 2 x 2, Musime ové&fit
axiémy grupy. Pokud jde o existenci neutrilnfho prvku,
méame o¢ividného kandidita — zakladni pozici n =

= (n,0). Plati (p, g) o(n, o) = (p om, k), kde ik =

=19 ® (ip)o = 19 ® 0 = ig. Protoze také pon = p,
plati (p, g) © (n, 0) = (p, ¢). Stejné spoditime (n, 0) o
o (pv g) =(no y l) =(p l)) kde il =i0® (1’n)g =
=00®1g =1g, tj. (n, o) c (p, ¢) = (p, g). Pozice n =
= (n, 0) je tedy skutetné neutralnf vzhledem k operaci
skladani.

Déle budeme hledat inverzni prvek k pozici (p, g).
Inverzni pozici k néjaké pozici p = (p, g), kterou udélé-
me néjakym postupem P, bychom méli udélat nejspis
inverznim postupem P~'. Jakou pozici tento postup
udéla? Polohova permutace je jasnd, je to inverzni
permutace p~* k permutaci p. Postup P premist{ prvek ¢
na misto § = ip a jeho nova orientace bude ig. Inverznf
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postup P! vrati prvek i z mista j = ¢p na misto 7 = jp!
a orientace bude spravna 0, tj. k orientaci g musime pf¥i-
&st (¢g)7! = ((jp~V)g) . Zkusme tedy jako kandidata
na inverzni prvek k pozici p = (p, g) pozici (p~}, k), kde
th = ((tp~V)g)"'. Potom plati (p, g) o (p™, B) =(pc
op~lk) = (n,k),kde ik = ig® (ip)h = ig ® (((ip)p~)g) "
=1g @ ((¢(p o p™V))g) ! = ig @ (¢g)~! = 0. Hodnota zo-
brazeni orientace k se proto vidy rovné, 0Oe Z,,tj.k =o.
Tim jsme dokéazali (p, g) o (p! = (n, o). Podobné
ukdZeme také (P k)o (p, g) (n 0), tj. (p7, h) je
opravdu inverzni poznce k pozici (p, g).

Zbyva ovéfit asociativitu skladani pozic. Zvolime tfi
libovolné pozice p = (p, 9). 9 = (¢, k) ar = (r, k). Mame
ukézat rovnost (poq)or=po(qor).Platipoq =

= (p o q, 1), kde il = ig ® (ip)h. Potom (poqlor =

=(poglyo(r,k)=((pogq)or, cﬁzzm:il@
@ (¢(p 0 9k = (tg ® (Zp)h) ® (i(p © q))k Nyni budeme
poditat p o (3 or) =(p,g)o(qgor,s), kde zobrazeni
orientace ¢ je definované pevnost{ ts = ih ® (¢g)k. Potom
(P, g)o(gor, ) =(polgor), t) a it =ige (ip)s =
=it @ ((sp)h ® (i(p 0 q))k). ProtoZe operace skladani
v grupé Z, je asociativni, plati ¢ = ¢m pro kazdé i € I.
A protoze také sklddani permutaci je asociativni, mame
rovnéi (pogq)or = po(qor). Tim jsme dokazali, Ze
opravdu plati (p 0 @) o r = p o (q o r). MnoZina vsech
pozic na krychli 2 X 2 x 2 spolu s operaci skladani
tvoff grupu. .

Pfi konstrukei grupy pozic na krychli 2 x 2 x 2 jsme
pouZivali dvé grupy — grupu vsech permutaci na mno-
Ziné I pohyblivych prvki a grupu orientaci, v tomto
ptipadé Z,. Zadné specialni vlastnosti téchto dvou grup
jsme nepotfebovali. Ve skuteénosti je konstrukce grupy
pozic na krychli 2 x 2 x 2 velice specidlnim pfipadem
obecné a duleZité konstrukce v teorii grup, véncového
soudinu grup.
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Definice véncového soufinu grup. Predpoklidejme, Ze
P = (P, ¢) je permutaéni grupa na néjaké mnoziné I
a G = (G, ®) libovolna grupa. Na mnoziné vSech dvojic
tvaru (p, g), kde p € P a g:I — @ je zobrazeni, definuje-
me operaci sklidani pfedpisem (p, g) o (¢, k) = (p 0 ¢, k)
zobrazeni k je definovano formuli ik = ig ® (zp)h Mnoizi-
nu vsech dvojic (p, ¢) spolu s pravé definovanou operaci
skladani budeme nazyvat véncovy soudin grup P a G
a oznatovat ji budeme P | G.

Véncovy soulin grup je grupa. To jsme vlastné doka-
zali uz pfed definici véncového soudinu. Pfi dikazu, Ze
mnoZina pozic na krychli 2 x 2 x 2 s operaci sklddan{
tvoli grupu, jsme nijak nevyuzivali specidlnich vlastno-
st{ grupy polohovych permutaci a grupy Z,, a cely du-
kaz muZeme doslova zopakovat i v pfipadé obecnych
grup P a G.

Grupa vSech moznych pozic na krychli
2 X 2 X 2serovna véncovému soudinu

S, [ Z,.

A ted zpatky k Rubikové krychli. Tady je situace
o néco malo komplikovanéjsi, protoZze grupy orientaci
prvki z raznych orbit jsou rizné — Z, u rohové orbity
a Z, u hranové. Jak,tedy popiSeme polohu a orientaci
viech prvka v néjaké pozici p? Zadtneme rohovymi
prvky. Jejich poloha je popsana permutacf p, na mnozi-
né J = {abc, abf, ace, aef, bcd, bdf, cde, def} viech roho-
vych prvki. Jejich orientace jsou stejné jako u krychle
2 X 2 X 2 popsiny zobrazenim orientace g,:J — Z,,
které kaidému rohovému prvku j € J pfifadi hodnotu
jeho orientace jg, € Z, vzhledem k né&jakému' pevné
zvolenému orientaénimu systému, naptiklad k tomu
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na obrazku 5.1.b. Poloha a orientace vSech rohovych
prvki v pozici p je tedy popsana dvojici (p,, ¢,).

Podobné popiseme také polohu a orientaci hranovych
prvki v pozici p. Poloha je uréena permutaci p, na mno-
ziné K = {ab, ac, ae, df, bc, bd, bf, cd, ce, de, df, ef } viech
hranovych prvki. KaZdy z nich ma dvé mozné orientace
0,1 € Z, a tato orientace je popsana zobrazenim orienta-
ce g,:K — Z,, které kazdému prvku k € K piifazuje
hodnotu jeho orientace kg, vzhledem k néjakému orien-
ta¢nimu systému, tfeba k tomu na obrazku 5.1.a. Poloha
a orientace viéech hranovych prvka je potom popséna
dvojici (p,, g,). Celd pozice p je jednoznaéné popsina
dvojici dvojic ((p,, §1), (P2, g2)). Pro jednoduchost bu-
deme tuto dvojici dvojic s pozici p ztotoZiiovat a psat
P = ((pl ’ gl)’ (Pe, 92))

Také pozice na Rubikové krychli miZeme pfirozenym
zpusobem sklddat. Udélame-li postupem P pozici PU =
= p = (P, ¢1), (P2, 9,) 8 postupem Q pozici QU =
= q = ({¢1, M), (g2, k), jakou pozici udéldme sloZzenym
postupem PQ? Zcela stejné jako v pfipadé krychle
2 X 2 x 2 ukiZeme, Ze postup P Q udéla pozici (PQ)U=
= ((p1 © q1, k), (P2 © @y, k2)), kde jk, = jg, @ (jp)hy
(s¢itdme v grupé Z,), a ik, = ig, ® (vp,)h, (tady séfta-
me v Z,). Tuto definici skladdni pozic na Rubikové
krychli miZzeme rozsifit i na nefesitelné pozice.

Definice skladani pozic na RubikovE krychli. Jsou-_li
P = (11, 91), (P2, 92)) 8 9 = (@1, 1), (G2, Do) .dVé pozi-
ce na Rubikové krychli, pak jejich sloZeni je pozice
Poq=(poq, k), (P.0q, k), kde jk, = jg,

® (jpi)hy a iky = igs ® (iPy)hs.

Podfvame-li se pouze na rohové &asti pozic, vidime,
Ze jejich sklddéni je zcela stejné jako skladani v grupé
S, | Z,, kter4 je véncovym soudinem symetrické grupy
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na mnoZiné J s grupou Z;. Podobné skladani hranovych
¢dsti pozic na Rubikové krychli je stejné jako skladani
ve véncovém souéinu Sy [ Z,. A vzpomeneme-li si na
definici obyé&ejného soudinu grup ze &tvrté kapitoly,
vidime, Ze sklddani pozic na Rubikové krychli je stejné
jako operace skldadini v soutinu grup (S, Z;) X
X (Sk | Z,). Vzhledem k tomu, Ze¢ mnoZina J méi osm
prvki a K dvanact, dostavame, %e:

MnoZina viech moZnych pozic na Ru-
bikové krychli spolu s operaci skldddni
pozic je grupa a rovna se soudinu grup

(Se f Z3) x (8, | Z,).

Matematicky model Rubikovy krychle pak vypada
nasledovné. V grupé viech moznych pozic (S, [ Z;) X
X (8,2 | Z,) zvolime pozice @ = AU, b = BU, ¢ = CU,
d =DU,e = EUa f = FU. Jsou to pozice, které udé-
lime jednotlivymi tahy. Umét fesit Rubikovu krychli
pak znameni popsat mnozinu v§ech pozic, které dosta-
neme sklddédnim prvki a, b, ¢, d, e, f, tj. popsat viechny
Feditelné pozice a pro kaZidou Ffeditelnou pozici p najit
néjaké jeji vyjadfeni jako sloZeni prvka a, b, c, d, e, f,
neboli najit postup P, kterym pozici p slozime. Oboji uz
umime.

Strudné jesté uvedeme grupy vsech moZnych pozic
na dalsich hlavolamech s orientaci, kterymi jsme se do-
sud zabyvali. Na &tyfsténu jsou dvé orbity, étyFprvkova
rohové a Sestiprvkova hranova. Grupa orientaci roho-
vych prvka je Z,, hranovych Z,.

Grupa vdéech moZnych pozic na &tyf-
sténu se rovna soudinu (§, | Z,) X

X (8¢ | Zs).
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Podobné popiseme grupu pozic na dvanactisténu.

Grupa vsech mo#nych pozic na dva-
nactisténu se rovna soudinu (S,, [ Z,) X

X (Sgo0 § Zy).

Na krychli 4 x 4 X 4 mohou mft riznou orientaci
rohové a hranové prvky, orientace sténovych prvki
zanedbavame. Rohovych prvki je osm a grupa jejich
orientaci je Z,, hranovych prvki je dvacet &tyFi a grupa
orientaci je Z,. Také sténovych prvku je tyfiadvacet.

Grupa véech mdinjah pozic na krychli
4 x 4 X 4serovna soudinu (S, | Z,) X
X (Sqq f Zy) X Sy

Pfipomenme jesté jedpou, Ze viemi moZnymi pozice-
mi na n&jakém hlavolamu rozumime vSechny pozice,
které muZeme udélat tak. Ze hratku rozebereme a zase
slozime. Patfi sem tedy i -pozice nefesitelné,

Grupy FeSitelnych pozie. Také vSechny fesitelné pozice
na kazdém iiplném hlavolamu tvofi spolu s operaci
skladéni grupu, podgrupu grupy vsech moinych pozic.
Resitelné pozice jsou ty, které muzeme udélat ze zaklad-
ni pozice néjakym postupem. Jsou-li tedy p a q dvé Fe-
Sitelné pozice. pak p = PU a q = QU pro néjaké po-
stupy P. Q. SloZzenym postupem PQ udélame pozici
P © q (tak je skladani pozic definované), pozice p o q je
proto také Fesitelna. Nulovym postupem N zdkladnf
pozici nezménime. udélaime jim tedy vlastné neutrainf
prvek grupy viech moZnych pozic. A protoZe postupy
PP a P7'P nic nezménime, hra ztstane v zakladnf
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pozici, plati, Ze pozice (PP 1)U = (P-1P)U je neutrilni
prvek grupy vSech moinych pozic. Oznaélme li (P YU =
= r, rovnaji se obé pozice (PP")U = p o ra (P~ lP)U =
= r o p neutralnimu prvku, r je proto inverzni prvek
k p. Tim jsme dokazali, Ze:

MnoZina v8ech Fesitelnych pozic na né-
jakém udplném hlavolamu spolu s ope-
raci skladani pozic je podgrupa grupy
vsech moinych pozic na tomto hlavo-
lamu.

*5.6. KfiZova vEta.Resitelné pozice na viech moznych
hlavolamech jsme charakterizovali na mnoha mistech
v ptedchozim textu. Vlastnosti polohovych permutaci
jsme zkoumali ve tfetf a &tvrté kapitole, orientace
v prvnich odstaveich této kapitoly. Tam jsme se také
zminili o KiiZové vété, ktera popisuje moiné orientace
prvki v fesitelnych pozicich. Nynf si pro zajimavost
tuto velmi péknou vétu uvedeme. Jejim autorem je
Igor KF#iz, byvaly dspésny ulastnik matematickych
olympiad a nyni posluchal matematicko-fyzikdlni fa-
kulty Univerzity Karlovy v Praze.

Uvazujeme néjakou orbitu na tplném hlavolamu
s orientaci, jejiZ prvky se mchou na stejném misté vy-
skytovat s riznymi orientacemi. Budeme pfedpoklidat,
ze grupa @ orientaci prvku této orbity je komutativni.
Takovou vlastnost majf viechny hlavolamy v této knize,
grupa orientaci byla dosud vidy Z, nebo Z;. Dile
budeme ptedpokladat, ze opakovanim Zadného tahu
nemuZeme zménit orientaci néjakého prvku nasi orbity.
Jinak Feleno, opakujeme-li jeden tah tak dlouho, az se
néjaky prvek z nasi orbity vrati na pavodni misto, vrati
se tam hned poprvé také s pivodni orientaci. I tuto
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vlastnost maji véechny dosud zkoumané hlavolamy, na
#Z4dném nemiZeme zménit orientaci néjakého prvku
na stejném misté opakovanim pouze jednoho tahu. Nyni
zvolime na hlavolamu orientaéni systém v nasi vybrané
orbité tak, abychom mohli o kaidém prvku na kazdém
misté rozhodnout, jakou ma orientaci, a aby hodnota
orientace spravné orientovaného prvku na spravném
misté byla rovnéd neutralnimu prvku 0 grupy orientaci G.
Takové orientadni systémy jsme vidy volili.
A jak znf KiiZova véta?

Za uvedenych pfedpokladi mé soudet
orientacf vSech prvku dané orbity
v ka%dé fesitelné pozici hodnotu 0 € G.

Dikaz je celkem jednoduchy. Predpokladejme, Ze
hra je v néjaké pozici p. Vezmeme si jeden prvek j ve zvo-
lené orbité a budeme pFedpoklidat, Ze ma orientaci
z, € G. Nyni udélame néjaky tah. V grafu polohové
permutace, kterou tento tah udéla, lezi nami zvoleny
prvek j v néjakém cyklu délky k¥ > 1 — obrazek 5.23.
Dalsi prvky v tomto cyklu maji v pozici p orientace

Zy, Xy, .. ., 23 podle obrazku. U Sipek v grafu permutace
jsou zaznamenané prvky i,, %,, . . ., % grupy orientaci G.
X2 3 X% '

L PR Obr. 5.23
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Tyto prvky zachycuji, jak se zménf orientace jednotli-
vych prvka v tomto cyklu, udélame-li zvoleny tah.
Prvek s orientaci z, bude mit po tomto tahu orientaci
x, ® ¢,, prvek s orientaci x, bude mit novou orientaci
z, ® 1, atd.

Prvek j se dostane poprvé zpét na své puivodni misto,
opakujeme-li zvoleny tah k-krat po sobé. Pfitom se jeho
puvodni orientace méni postupné z z, na z, ®1,, pak
na z, ® i, ® 4, atd., aZ nakonec po k tazich bude mit
hodnotu z, ® ¢, ® 1, ® ... @ %;. Druhy piedpoklad ¥fika,
Ze se tato hodnota bude rovnat opét poéitedni orientaci
z,.Zrovnostiz, ®4,®1,® ... @1 = z, plyne 1, @1, ®
®...0% =0.

Se&teme-li nyni hodnoty orientaci véech prvki v cyklu
obsahujicim j po provedeni zvoleného tahu, dostaneme
(r,©%)® (2, ®1,) ® ... ® (2, ® 7). ProtoZe grupa G je
komutativni, miZeme jednotlivé prvky soudtu libovolné
prohézet, aniz by se vysledek zménil. Soudet orientaci

se proto rovnid také (r,02,0...0m)0 (1,15
®@...0%) =2,02,® .., @x;, nebot 7, 0i,®...0

® 4 = 0. Soudet orientaci prvku v jednom cyklu se
tedy provedenim zvoleného tahu nezméni. A protoze to
plati pro viechny cykly, nezmén{ se ani souéegorientaci
viech prvka v nasi orbité. Plati to také pro kazdy tah,
soudet orientaci viech prvka ve zvolené orbité je proto
stejny jako soudet orientaci vsech prvkia v pozici zé-
kladni. V ni je kaidy prvek na sprivném misté a se
spravnou orientaci. Podle toho, jak jsme zvolili orien-
taéni systém, ma jeho orientace v zakladni pozici hodno-
tu 0 € G. Soulet orientaci vech prvki nasdi orbity
v zakladni pozici je tedy 0, a takovy musi byt i v kazdé
FeSitelné pozici.

Z Ktiizovy véty tedy okamzité plynou vlastnosti orien-
taci prvku v fesitelnych pozicich na vsech dosud zkou-
manych hlavolamech.
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*5.7. Koule a kosa krychle. Jsou to posledni dva hlavo-
lamy v této kniZce, které jesté neumime Fesit.

Koule. Koule — obrazek 1.10. — neni o nic obtiZné&jsi
neZ ostatnf hlavolamy. Jeji teorie je ale ponékud kom-
plikovanéjii, a proto ji uvedeme aZ nyni. Na kouli je
thicet pohyblivych é&tveredkd. MiZeme si je rozdélit
do patnacti dvojic, kazdou dvojici tvoti vidy dva proti-
lehlé &tverce. Tyto dva &tverce maji v sobé stéle
stejnou polohu, v kazdé pozici jsou na dvou protilehlych
mistech. Zvolime-li v kaZdém z nich jeden roh tak, aby
jejich spojnice byla prumérem koule, Zidny postup
tuto vlastnost nezméni. Pokud se nam podafi jeden ze
étvercu pootodit doprava, pootodf se druhy automaticky
doleva. Dvojice protilehlych &tverci maji stejnou vlast-
nost jako dvojice plosek na hranovych kostitkach na Ru-
bikové krychli — jejich poloha a orientace jsou vza-
jemné propojené, jeden vié¢i druhému nemiZeme ani
posunout, ani otodit. Pii skladani koule je proto musfme
povaZovat za jeden prvek. Tim jsme podet pohyblivych
prvki zmensili na polovinu, na patnact. Kazdy je tvo-
feny dvojici protilehlych &tvere¢ki.

Pii obarveni podle obrazku 1.10. jsou nékteré prvky
nerozlifitelné, jsou obarvené stejné. Ve gpravné pozici
tak mohou byt na riznych mistech. Jako vidy zméni-
me oznadeni tak, aby mél kazdy prvek v zdkladni po-
zici jediné spravné misto a jedinou spravnou orientaci.
Zakladni pozice je na obriazku 5.24 na dal3i strance.
Pohyblivé prvky jsou oznalené ¢isly 1, 2, 3, ..., 15,
kaZdy z nich mé jednu dominantni plosku, ozna¢enou A4,
a druhou recesivni, kterou oznadime B. 34 je domi-
nantni ploska prvku 3, 11B je recesivni ploska prvku 11.
Na obrazku 5.24. je navic §ipkou oznaéené spravné misto
a orientace pro prvek 1, pfesnéji pro jeho dominantni
plosku 14. Poloha a orientace vsech ostatnich prvki je
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pak jednoznaéné uréena vzhledem k prvku 1.

Na kazdé plosce zvolime dale jeden fidici vrchol. U do-
minantnich plosek (ty jsou viechny aspon ¢iste¢né vidét
na obrazku 5.24.) to bude vrchol vpravo nahofe nad

Obhr. 5.25

oznadenim, tj. vpravo nahofe nad 14, 24, atd. Na rece-
sivnich ploskach zvolime ¥idici vrchol tak, aby spojnice
Fidicich vrchold obou protilehlych plosek tvotficich jeden
prvek byla pramér krychle. Ridici vreholy jsou na obraz-
cich oznadené teckami.

Jaké orientace muZe mit jeden prvek na stejném
misté? Vysvétlime to tfeba na prvku 3. MuZe byt tak
jako na obrazku 5.24., nebo pootoéeny o 90°, 180° nebo
270° vpravo. Tato rizna pootodeni tvofi grupu, stejné
jako ji tvorily rizné orientace hranovych nebo roho-
vych prvkit na Rubikové krychli. Tentokrat je to gru-

Pa Z,.

Grupa Z,. Na mnoziné Z, = {0, 1, 2, 3} definujeme
operaci sklddini takto: x ® y se rovnid zbytku ¢&isla
z + y (normalnf soudet) pii déleni éislem 4. Tak tfeba
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203 =1, 202 = 0 atd. Zcela stejné jako v ptipadé
grup Z, a Z, lze dokéazat, Ze mnoZina Z, s pravé defino-
vanou operaci tvoif grupu. Budeme ji oznadovat Z,.
Je to grupa komutativni. Viimnéte si, Ze soudet (tj. slo-
Zeni) dvou sudych nebo dvou lichych prvki v grupé Z,
je sudy, soulet lichého se sudym pak lichy. Tato vlast-
nost bude dile%ita.

Cvieni 5.12. Ovéfte, Ze Z, spliiuje axiémy grupy.

Prvek 3 miZe byt navic pfevrz;meny, recesfvni plodkou
3B na misté dominantni 34, jako na obrazku 5.25.

Obr. 5.24

Pfevriceny prvek muZe byt také pootodeny &tyFmi raz-
nymi zpusoby. Celkem je proto pro orientaci jednoho
prvku na stejném misté osm riznych moZnostf.

Jakou grupu téchto osm moznych orientaci tvoff?
Orientaci kaZdého prvku na sprivném misté popiSeme
dvojici (z, y). Cislo x udavi, je-li prvek pfevriceny nebo
ne. Je-li £ = 0, prvek pfevriaceny nenf, je dominantn{
ploskou tam, kde ma byt dominantni ploika také v za-
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kladni pozici. V opaéném piipadé bude x = 1. Druhé
tislo y uddva, jak je prvek pootoéeny. Tady musime
byt trochu opatrnéjsi. Oto¢ime-li jednu plosku doprava
o 90°, oto¢i se ploska protilehld také o 90°, ale dolevn.
Ototeni budeme proto posuzovat pouze podle domi-
nantnich plosek. Je-li ¥idici vrchol dominantni plosky
tam, kde ma byt Fidici vrchol plosky na stejném misté
v zakladni pozici, ma y hodnotu 0. Je-li dominantni
ploska oproti spravné orientaci otodena o 90° doprava,
ma y hodnotu 1. Je-li oto¢ena o 180° nebo 270° vpravo,
ma y hodnotu 2 nebo 3. Podle recesivnich plosek to pak
vychazi pfesné naopak. Cislo y ma hodnotu 0, 1, 2, 3,
je-li recesivni ploska pootofend o 0°, 90°, 180°, 270°
doleva. Prvek 3 na obrizku 5.25. ma tedy hodnotu
y = 1. Jeho celkova orientace je (1, 1), je pfevraceny
a recesfvni ploska je otolend o 90° vlevo (dominantni
pak musi byt ototend o 90° vpravo).

Vsimnéte si také, Ze dvojnasobnym prevricenim se
vrati dominantni ploska na pivodni misto. Cislo x
proto budeme povaZovat za prvek grupy Z,, ¢islo y pak
za prvek grupy Z,.

Dominantni plosky a Fidici vrcholy nyni vyuZijeme
pro uréeni hodnoty orientace prvku na libovolném misté,
tj. ke stanoveni orientaéniho systému na kouli. Je-li do-
minantni ploska néjakého prvku ¢ tam, kde ma byt
dominantni ploska prvku na stejném misté v zakladn{
pozici, bude x = 0. V opaéném piipadé bude x = 1.
Je-li navie dominantni ploska pootofena viéi ploSce na
stejném misté v zakladni pozici o 0°, 90°, 180° nebo
270° vpravo, bude hodnota y rovna 0, 1, 2, nebo 3. Choe-
me-li posuzovat orientaci podle recesivni plosky, musime
brat v ivahu otodeni vlevo. Kazdému prvku na kazdém
misté tak umime pfifadit jednoznaéné néjakou dvojici
(®,y) € Z, x Z,, kterd popisuje jeho orientaci. Pozici p
potom miiZzeme stejné jako u jinych hlavolami s orienta-
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ci popsat dvojici (p, g), kde p je polohova permutace
na mnoziné I ={1,2,3,...,15}ag je zobrazeni orien-
tace, které kazdému prvku ¢ ptifazuje jeho orientaci
tig € Z, X Z4 Budeme psit p = (p, g).

Jak se méni orientace prvku, udélame-li ne]a.ky po-
stup ? Vezmeme si zakladni pozici a v ni néjaky prvek <.
Ma spravnou orientaci (0, 0). Postupem P pfejde na
misto ¢p a jeho orientace bude tg = (z, y). Pokud by byl
prvek  na potatku pootodeny, mél orientaci (0, v), pak
jeho dominantni ploska bude viéi dominantni plosce
v prvnim pfipadé stile pootodena o v.90° vpravo. Po po-
stupu P se tedy pivodni orientace (0, v) prvku i ve dru-
hém piipadé zméni na (z, v ® y), séitdme v grupé Z,.
Zatim to vychazi podle otekavani. K ptekvapeni dojde,
jestliZe je prvek ¢ na polatku pteklopeny, ma orientaci
(1, v). Nyni se recesivni ploska prvku“: pohybuje po
stejné draze, po jaké se pohybovala dominantni ploska
stejného prvku v prvnim ptipadé, kdy jsme zadinali
v zakladni pozici. Tehdy se dominantni ploska pootoéila
o y.90° vpravo. Tentokrat se pootodi stejné recesivni
ploska — o y.90°. vpravo. Orientaci ale posuzujeme
podle dominantni plosky. ProtoZe se recesivni ploska
otodila o y.90° vpravo, musi se dominantni ploska oto¢it
o y.90° vlevo, tj. o (4 —y).90° vpravo. Jestlize se
v prvnim pfipadé prvek ¢ preklopil, tj. jestlize z = 1,
pak se preklopi také v poslednim pfipadé. Podatedni
orientace (1, v) prvku ¢ se tak zménina (1o z,v® (4 —
— ¥)). Orientace prvku ¢ proto neskladiame stejné jako
v soudinu Z, x Z,, sklidani je v tomto pfipadé jiné:

(0,v) o (z,9) = 02z, v0Y),
prvni soudet je v grupé Z,, druhy v Z,,
(1! ’L‘) o (I, ZI) = (1 ®@r,ve (4_y))y
také tady jsou oba souéty v Z, a Z,,
rozdil 4 — y je normélni rozdil celych &isel.
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Mnozina Z, x Z, s pravé definovanou operaci tvofi
grupu. Neutralni prvek je (0,0), k (0, y) je inverzni
(0, 4 —y), k (1, ) je inverzni (1, y). Trochu pracnéjsi je
ovéfit asociativitu, nechame to jako dalsi cvigeni. Tuto
grupu budeme oznatovat Z, ® Z,, abychom ji odlisili
od oby¢ejného soutinu Z, x Z,. Obé grupy jsou defino-
vané na stejnych mnozinach, operace skladani jsou ale
razné, Grupa Z, ® Z, se nazyva semidirekini (polop¥i-
my) soucin grup Z, a Z,. Je to specialni piipad dalsi
dilezité zakladni konstrukce v teorii grup — semidirekt-
niho soudinu dvou grup. Abychom odlisili operace skla-
dani v grupach Z, x Z, a Z,o Z,, budeme pouzivat
v Z,® Z, symbol ® misto ©.

Véimnéme si jesté toho, Ze grupa Z, ® Z, neni komu-
tativeé 18, 1) @ (1, 0) = (1, 1) a (1, 0) ® (0, 1) = (1, 3).
Koule je tak jedina hratka v této knize, na které je
grupa orientaci nekomutativni. Jednu vlastnost ma ale
skladani v grupé Z, @ Z, spoleénou se skladinim v gru-
pé Z, x Z,. Ve sloieni (u, v) ® (x, y) = (r, 8) miZeme
o parité &isel r, s rozhodnout pouze na zikladé znalosti
parity éisel u, x a v, y. Jsou-li obé &isla u, x suda nebo
obé licha, pak je také r = « @ z sudé. Je-li jedno sudé
a jedno liché, je r = u ® x liché. Cisla y a + — y jscu bud
obé suda, nebo obé licha. Jsou-li &isla v, y obé suda, nebo
obé lichd, pak také v, 4 — y jsou obé suda, nebo obé licha.
Prvek s je bud v @ y, nebo v ® (4 — y), v kaZdém pfi-
padé je proto sudy. Je-li jedno z &isel r, y sudé a druhé
liché, je s v kazdém piFipadé liché. Zadna tato vlastnost
také nezavisi na pofadi, v jakém prvky skladime,

Kazdou pozici p na kouli mizZeme tedy popsat dvojicf
P = (p, g), kde p je polohova permutace na mnoziné
I={1,223, ..., 15 ag:1 >2Z,%Z, je zobrazeni
orientace, Jednotlivé pozice muzeme pak skladat tak,
jak jsme se to nauéili v odstavei 5.5. Dostavame tak gru-
pu viech moznych pozic na kouli.
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Grupa vSech pozic na kouli se rovna
véncovému soutinu §,; [ (Z, @ Z,).

Poznamenejme, Ze v definici zobrazeni orientace sloZe-
né pozice p o q musime pouZivat sklddini v grupé
Z,0 Z, tj. o.

Nyni popiseme fesitelné pozice a najdeme postupy
jak je slozit. K popisu Fesitelnych pozic nemiZeme po-
uzft K¥iZovu vétu, grupa orientaci Z, ® Z, nenf komu-
tativni. Koule navic nespliiuje ani druhy pfedpoklad
KFHzovy véty. Opakujeme-li jeden tah Sestkrat, vratf se
viechny prvky v pfislusném pruhu zpét na pivodni
mista pfevracené, dominantni plosky budou na mistech
recesfvnich. Koule je tak jedina hra, na které miZeme
ménit orientaci prvku opakovanim jediného tahu. Po-
loha a orientace prvki spolu vizce souvisi. Resitelné po-
zice musime popsat jinak, bez pouziti KiZovy véty.

Probereme, jaké pozice udélaji jednotlivé tahy. Za¢ne-
me B a B
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Na obrazku a) je pozice po tahu B, na b) pak po inverz-
nim B!, Tah B udéld cyklus délky Sest na prveich
1, 2, 3, 4, 5, 6, ostatni zGstdvajf na misté. Orientace
viech prvki s vyjimkou 6 je stejna jako puvodni —
(0, 0). Prvek 6 je pievraceny, recesivni ploska 6B je
na misté dominantni 14. Recesivni ploska je pootodena
0 90° vlevo, dominantni 64 proto musi byt o 90° vpravo.
Orientace prvku 6 je (1, 1), Tah B tedy udéla pozici
P = (P, 9), polohova permutace je lichd a souéet orien-
taci vSech prvka v (grupé Z, e Z,) je (1, 1), obé &isla
v souétu jsou licha.

S tahem B™! je to stejné. Udéla Sesticyklus, a pouze
prvek 1 zmén{ orientaci. Recesivni ploska 1B je na misté
dominantni 64 a otofend o 90° vlevo. Dominantni ploska
14 je proto otodena o 90° vpravo, orientace prvku 1 je
tedy také (1, 1). Soulet orientaci vSech prvka v pozici,
kterou udéla tah B, je proto (1, 1), také tady jsou obé
¢isla licha.

Podobné je to s tahy 4 a 471,
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Tah A na obrazku a) udéla Sesticyklus a zméni orienta-
ci pouze prvku 15. Recesivni ploska 158 na dominant-
nim misté.je otolena o 90° vpravo, dominantni 154
proto musi byt vlevo. Prvek 15 ma orientaci (1, 3). Po-
zice je lichda a soudet orientaci vSech prvku je (1, 3),
obé ¢isla jsou zase lichd. Stejné to je s tahem A~ —
obrazek b). Tentokrat se méni orientace pouze u prvku 9
a je také (1, 3). Soulet orientaci viech prvki je (1, 3),
vSechno je zase liché,
A nakonec tahy C a C1,

Obr. 5.28

Oba tahy udélaji cyklus délky sest, kazdy méni orien-
taci dvou prvku. Na obrazku a) je pozice po tahu C,
zménénou orientaci maji prvky 6 a 11. Prvek 6 je pouze
pootodeny doleva, neni pfevraceny, ma orientaci (0, 3).
Recesivni ploska 11B je na misté dominantnf plosky
64, spravné otodena. Prvek 11 mé orientaci (1, 0).
Véechny zbyvajici prvky maji spravnou orientaci (0, 0).
Soudet orientaci viceh prvki zivisi na pofadi, v jakém
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je s¢itame, mize byt bud (0, 3) ® (1, 0) = (1, 3), nebo
(1,0)® (0, 3) = (1, 1). V kaZzdém piipadé jsou obé é&isla
v soudtu lich4, coZ je pro nds dileZité. Stejné je to po
tahu C~! — obrazek b). Zméni se orientace prvku 7
na (0,1) a prvku 6 na (1,0). Jejich soudet je bud
(0, 1) ® (1, 0) = (1, 1), nebo (1, 0)® (0, 1) = (1, 3), ob&
¢isla jsou vidy licha.

MiuZeme shrnout: kazdy tah udéla lichou permutaci
a soudet orientaci vSech prvkia v nové pozici (v grupé
Z,® Z, a v libovolném potadi) je néjaky prvek (r, 8) €
€ Z, x Z,, ve kterém jsou obé &isla r, s vidy liché.

Udélame nyni dva tahy, jeden udéld pozici p = (p, g)
a druhy q = (g, #). Jejich sloZeni proto udéla pozici
pogq=(pcgq,k), kde ik = ig ® (ip) h. Permutace p o
o ¢ bude suda, je slozenim dvou lichych. Jesté potie-
bujeme setist véechny orientace ik = ig ® (ip) b v néja-
kém poFadi. Mizeme to udélat tieba tak, Ze sedteme
napted vSechny orientace ig a pak vSechny orientace
(¢p) k. Souédet se tim zméni, protoze grupa Z, ® Z, neni
komutativni, nezméni se ale parita &isel ve vysledku
(z, y). Sedtenim viech orientaci ¢g dostaneme néjaky
prvek (r, ), obé &isla jsou lichd. Také sedétenim vSech
orientaci (¢p) b dostaneme néjaky prvek (u, v), ve kte-
rém jsou obé ¢isla u, v licha, séitame orientace viech
prvka v pozici q. Celkovy soulet orientaci prvki v po-
zici p o q je proto (r, 8) ® (u, v) = (z, y). Tento vysledek
zavisi na tom, v jakém potadi orientace ik séitame, ne-
zavisi na ném ale parita &isel z, y. V tomto ptipadé jsou
obé sudd. Udélame-li dva tahy, je ve vysledné pozici
véechno sudé — jak polohova permutace, tak obé &isla
v libovolném souétu orientaci viech prvkia. Po tfech
tazich bude vSechno liché, po &tyfech zase sudé. V kazdé
Fesitelné pozici musi byt proto bud vSechno sudé, nebo
viechno liché.
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Je-li v néjaké pozici p = (p,g) na
kouli polohovd permutace p lichd
a v souétu (r, s) orientaci ig viech
prvki ¢ (v grupé Z, e Z, a v libovol-
ném poradf) aspoii jedno z &fsel 7, s
sudé, nebo permutace p sudé a aspoit
jedno z ¢&isel r, ¢ liché, je pozice nekesi-
telnd.

A nakonec ukdZeme, jak pozice, ve kterych je viechno
sudé nebo viechno liché, dostat do zdkladni pozice 5.24.
MizZeme pfedpoklddat, Ze v pozici p = (p, g) je viechno
sudé, v opaéném piipadé stadi udélat jeden tah. Nej-
d¥ive dostaneme vSechny prvky na spravni mista. Tak
jako vidy se napfed pokusime udélat transpozici v jed-
nom pruhu, tfeba v A, tak, aby vSechno ostatni v 4
zistalo na pivodnich ‘mistech. To je jednoduché.
Postup P = BAB1A7'B prohodi v pruhu 4 prvky 3
a 13 a viechno ostatni v 4 nechd na misté. Postup
PAP14 proto udéla trojcyklus na prveich 3, 12, 13,
a jinak na kouli nic nezméni. Konjugovanim tohoto
postupu udélame kazdy trojeyklus a tim i kaZdou su-
dou permutaci. Dostaneme tak pozici q = (n, k), ve
které je polohova permutace identickd, vSechno je na
spravném misté.

V soultu orientaci vSech prvkia v pozici ¢ musi byt
proto obé ¢isla sudd. Specialné to znamena, Ze je v q sudy
podet pfevracenych prvki. Dva sousednf prvky 12 a 13
prevratime tfeba takto: postup (PAP1471) A~1 necha
mimo pruh 4 vSechno na misté, v pruhu 4 nechd na
misté prvky 12 a 13 a na zbyvajicich &tyfech udéld
dtyfcyklus. 3 bude na misté 9, 9 na misté 15, 15 na 14
a 14 na misté 3. Navic bude prvek 9 pfevraceny. Udé-
lame-li (PAP1471) A-! &tykikrit po sobé&, vrati se
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véechny prvky na puvodni mista a prvky 3, 9, 14 a 15
budou prevracené. Nyni Sestindsobnym opakovanim
tahu A prevratime vsechno v pruhu A, prvky 3, 9, 14
a 15 pak pFevracené nebudou, zato 12 a 13 ano. Konju-
govanim tohoto postupu prevratime libovolné dva
prvky a dostaneme tak nakoneec pozici r, ve které je
viechno na spravném misté a nepfevracené, pouze snad
Spatné otodené. Soudet viech otoéeni musi byt sudy.

A jak zménime otod¢eni? Postupem
Q = BBBA'A'A'CCCAAA otodime prvek 3 o 90°
vlevo, jinak vSechno ostatni v pruhu 4 zustane na pu-
vodnich mistech a s pivodn{ orientaci. Postup Q4Q 14!
otodi prvek 3 vlevo, 13 vpravo, a jinak nic nezmeéni.
Konjugovanim QA4 Q'A~! muZeme pootodit libovolné
dva prvky, jeden vlevo a druhy vpravo. JestliZe byl sou-
tet orientaci v pozici r rovny (0, 0), dostaneme tak na-
konec pozici zakladni. Jestlize byl (0, 2), dostaneme
pozici, ve které vSechny prvky aZ na jeden maji sprav-
nou orientaci (0, 0), ten posledni pak (0, 2).

Necht je to tfeba prvek 3. Udélame napted Sestkrat
tah B a potom Sestkrat A. Prvek 3 se vrati na plivodni
misto a se spravnou orientaci (0, 0). VSechny ostatni
prvky v pruzich B, A jsou pfevracené, je jich celkem 10.
Ty pPevritime zpét se spravnou orientaci postupnym
pouZivanim postupu na pievraceni, napifed v pruhu 4
a potom v pruhu B. Tolik o kouli.

Ka#da pozice na kouli, ve které je bud
viechno sudé, nebo viechno liché, je
Fesitelna.

Kosa krychle je maskovany ¢&tyfstén. Pokud neni
z obrizku 1.6. jasné, jaké se na kosé krychli daji délat
tahy, pak na daliim obrazku je jeden naznadeny.
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Krychle ma &tyfi dlouhé télesové dhloptitky a rovina
kolméa na nékterou z nich a prochazejici stfedem déli
krychli na dvé pfesné stejné poloviny. Tyto poloviny
lze viéi sobé pootacet o 120° nebo 240°.

>

Obr. 5.29

Obarveni, které ze étyfsténu déla kosou krychli, je na
obrazku 1.7. A proé¢ jsou obé hradky, aspon pokud jde
o fedend, stejné, si vysvétlime na obrazku 5.30.

Na krychli jsou vyznaéené ¢tyfi rohy. Kazdy tah mu-
Zeme povaZovat za otodeni tou polovinou, kterd obsa-
huje ve sttedu vyznadeny vrchol. Tyto rohy jsou potom
pevné, mohou se pootitet, nemohou ale ménit polohu.
Odpovidaji tak sténovym prvkim na &tyfsténu. Ctverce
ve stiedech stén na krychli potom odpovidaji hranovym
prvkim a neoznadené vrcholy na krychli rohovym
prvkim na &tyfsténu. Otodeni polovinou krychle, kterd
obsahuje néktery oznadeny roh ve stfedu, pak zméni
vzdjemnou polohu a orientaci prvkd na krychli zcela
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Obr. 5.30

stejné jako otofeni vrstvou d¢tyfsténu obsahujici pii-
slusny sténovy prvek. Na obou hra¢kach se prvky pro-
hazuji stejné, umime-li fesit jednu z nich, umime i dru-
hou.

Abychom uméli Fesit ¢tyfstén obarveny podle obrazku
1.7., musime se jeité naudit pootadet sténové prvky. Pk
normalnim obarveni to nebylo tfeba. Tady si pomuzeme
dalsim trikem. Dosud jsme povazovali sténové prvky na
étyFsténu za pevné a rohové a hranové za pohyblivé.
Za tah jsme povaZovali ototeni jednou vrstvou, kazdy
ménil polohu ti rohovych a tfi hranovych prvka.
Nyni zaménime roli sténovych a rohovych kosti¢ek.
Rohové budeme povazovat za pevné a sténové za po-
hyblivé. Za tah budeme povaZovat otodeni doplikem
vrstvy, tj. jednou rohovou, tfemi hranovymi a tfemi
sténovymi prvky mimo néjakou vrstvu. Sténové prvky
méni vadi nyni pevnym rohovym polohu zcela stejné,
jako pavodné ménily rohové viidi sténovym. Oznaéime si
rohové prvky pismeny a, b, ¢, d podle obrazku 5.31.

Sténové prvky pak miZeme zapsat seznamem rohi,
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d Obr. 5.31

které lez{ ve stejné vrstvé. Na obridzku vidime stdnové
prvky abd a bcd. Déle uz miZeme postupovat stejné jako
na normélné obarveném &tyfsténu. Pomocf néjakého
orientaéniho systému pro sténové prvky zjistime, Ze
v ka%dé fesitelné pozici musi byt soudet orientacf t&chto
prvku 0 (v grupé Z;, coi je grupa orientacf st&énovych
prvki). Postupem S = B-'CD'A-*C'BD™! (tahy in-
terpretujeme jako otodeni skupin prvku kolem rohi!)
pootodime sténovy prvek acd doleva, jinak viechny
ostatni prvky sousedici s rohovym a zastavaji na piivod-
nich mistech a s puvodni orientacf. Postup $S45141
potom otodf acd doleva a abc doprava, viechny ostatnf
sténové a hranové prvky zistivaji na phvodnich
mistech a s pivodni orientaci. A protoze v postupu
SAS 1A otdadime kaidym rohovym prvkem tolikrat
doleva, kolikrait doprava, nezménf se ani puvodnf
spravna orientace rohovych prvki.

**5.8. Typy pozic — Rubikova krychle a koule. Bude-
me ifkat, Ze dvé pozice na Rubikové krychli jsou
podobné, jestliZe jednu z druhé miZeme dostat n&jakym
postupem. Kazdé dvé fesitelné pozice p, q jsou podobné.
Pozmx p udéldme néjakym postupem P a pozici q postu-

m Q. Sloienym postupem P-1Q pak udéldme pozici
P 1 Q) U = (PU) o (QU = p! 0 q. Udéldme-li postup
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P~1Q v pozici p, dostaneme pozici p 0 (P2Q)U =p o
o(ptogq)=(pop?) oq=q.Zpozice p dostaneme
q postupem P! Q.

Naudime se ted uréovat typy pozic tak, aby dvé pozi-
ce mély stejny typ, pravé kdyZ jsou podobné. Vyjdeme
z popisu FeSitelnych pozic uvedeného v odstavei 5.2.
Resitelnd pozice p musi mit tyto vlastnosti:

a) polohova permutace musi byt sudd,

b) soudet orientaci hranovych prvki v grupé Z, musi
byt 0,

c) soudet orientaci rohovych prvka v grupé Z, musf
byt také 0.

Libovolné (i nefesitelné) pozici p nynf pfitadime tro-
jici &sel (r, s, t), kterou budeme nazyvat typ pozice p
a oznadovat pT, takto:

je-li p sudd pozice, pak r = 0, je-li licha, pak r = 1.
Cfsla 0, 1 budeme povaZovat za prvky grupy Z,;

8 je soulet orientaci hranovych prvki v pozici p
v grupé Z,,

¢ je soudet orientaci rohovych prvkii v pozici p v grupé

2

Platf tedy r,s € Z, a t € Z;. Je-li pozice p Fesitelna,
pak r =8=1 =0, tj. pT = (0,0,0). Tato vlastnost
fesitelné pozice charakterizuje, pokud.je p nefesitelna,
nespliiuje aspon jednu z podminek a), b), ¢), a aspon
jedno z &isel 7, s, ¢ Je proto rizné od 0.

Vezmeme si nynf dvé pozice p, qs typy pT = (r, s, 1)
a qT = (u, v, w). Jaky je typ sloZené pozice p o0 ¢ =
= (p o q, k)? Ozna&ime (p o q) T = (z, y, 2). Cislo z po-
pisuje paritu polohové permutace p o ¢. Ta je suda,
pravé kdyz jsou obé polohové permutace p, ¢ soudasné
sudé nebo soulasné liché, a je lichd, pravé kdyZ je
jedna z nich sudd a druhi licha. V kaZdém ptipadé
dostaneme é&islo x tak, Ze sedteme &isla r a u v grupé Z,:
zT=reu.
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Je-li orientace hranovych prvka v pozici p popsana
zobrazenim orientace ¢ a v pozici q zobrazenim &, pak
orientace hranovych prvki v pozici p o q je popsina
zobrazenim orientace k, které kaidému hranovému
prvku ¢ piifazuje hodnotu orientace ik = ig ® (ip) h.
Méme-li seéist vSechna é&isla ¢k, vyuZijeme toho, Ze je
grupa Z, komutativni. MaZeme to udélat také tak, Ze
se¢teme napied &isla ¢g a k jejich soudtu pak pfi¢teme
soudet vSech ¢&isel (¢p) k. Soudet &isel ig — orientaci viech
hranovych prvku v pozici p — se rovna s. V soudtu
éfsel (¢p) b stitame orientace vsech hranovych prvka
v pozici q, nebof permutace p je vzajemné jednoznaéné
zobrazeni. Jejich soulet je proto v. Soudet orientaci
vSech hranovych prvkd v pozici p o q je proto rovny
y=380®0. )

Podobné se dokaze také z =t ® w (v grupé Z,). Typ
pozice poqjeproto (poq) T =(rou, sev, tow).
Typ sloZené pozice p o q tak zavisi pouze na typech
pozic p a q, nikoliv na pozicich samotnych.

Na mnoZiné viech typu pozic miZeme proto piiroze-
nym zpusobem definovat operaci skladani. SloZeni typa
(r,s,t)a (u, v, w)je typ (r,s,t) o (u, v, w) = (rou, s
@ v, t ® w). Snadno se opét ovéii, Ze mnozina vsech
moznych typu s takto definovanou operaci skladani je
grupa. Tuto grupu budeme nazyvat grupa typu pozic
na Rubikové krychli. Ma dvanact prvku, pro éisla r, s
mame vidy dvé moznosti 0, 1, pro &islo ¢ pak tii moz-
nosti 0, 1, 2. Typ (0, 0, 0) je neutrdlni prvek a k typu
(r, s, t) je inverzni typ (r7%, s7%, t71). Vzpomeneme-li si
na definici soudinu grup, miZeme Fict, Ze grupa typu
pozic na Rubikové krychli se rovna sou¢inu Z, x Z, X
x Zy. A pravidlo o typu slozené pozice, které jsme pied
chvilkou odvodili, muZeme vyjadiit také takto: (p o
oq) T=pToqT.

Jaky je typ inverzni pozice p!? Protoie p o p! =
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=n a nT =(0,0,0), plati také (0,0,0) = nT =
=(pop ) T=pTo(p)T. Typ (p*) T je proto
inverznf k typu pT. Je-li pT = (r, 8, t), pak (p7)) T =
= (r71, 871, ¢7),

Nyni muZeme dokazat, Ze dvé pozice p, ¢ maji stejny
typ, pravé kdyZ muZeme jednu z druhé dostat néjakym
postupem. Je-li pT = qT = (r,8,t), pak (ptoq) T =
=P YHVToqT =(rYs Lt ) ol(rs t)=(0,0,0)
Pozice p* o q je proto fesitelnd. Existuje postup P,
ktery ji udéla, PU = p~' o0 q. Udélame-li postup P
v pozici p, dostaneme novou pozici p o (PU) =p o
o(ptoq)=(poploq=q.

Nechf naopak néjakym postupem R dostaneme z po-
zice p pozici q. Postup R udéld néjakou resitelnou
pozici r a plati por =gq. Potom q=(por) T =
=pTorT =pTo(0,0,0) = pT. Pozice p a q maji
proto stejny typ.

Zajimavai je také grupa typi pozic na kouli. Vlastnosti
pozice p jsme zjistovali pomoci trojice (p, r, s), kde p
byla polohovd permutace pozice p a (r, s) byl néjaky
soudet orientaci viech prvka v pozici p. Zajimala nds
pouze parita p, r, s. Pozice je FeSitelna, pravé kdyz je
bud véechno sudé, tj. jak permutace p, tak &fsla r, s,
anebo viechno liché, Takovym pozicim pfifadime typ
PT = (0, 0, 0). V nefesitelnych pozicich nema vsechno
stejnou paritu. Dva z prvki p, r, 8 maji paritu stejnou
a tfeti jinou. Typ pozice pak uréime podle toho, ktery
z prvka p, r, ¢ ma paritu riznou od druhych dvou.
Je-li v pozici p polohova permutace sudd a obé ¢isla r, s
jsou lichd, nebo permutace p lichd a obé ¢isla r, s suda,
bude typ p rovny pT = (1, 0, 0). Lisi-li se parita é&isla r
od parity pa s, pak pT = (0, 1, 0), a je-li parita s odlisnd
od p ar pak pT = (0, 0,1). Kazdd pozice mé jeden
z typi (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0) a (0, 0, 1). Ozna&ime si
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(1,0,0) =a, (0,1,0) = b, (0,0,1) =¢ a (0,0,0) = 1.
Snadno se ovéfi. Ze je-li pT =a a qT = b, pak
(poq) T =c. Podobné v pfipadé pT = b a qT =c je
(poq) T =a, atd. Na mnoziné {1, a, b, ¢} typu pozic
definujeme operaci skladani takto: 1 ca =a o'l =a,
lob=bol=b loc=col =¢c,aca=bob=
=coc=1, aob=boa=c¢c, acc=coa=2»b
a nakonec b o ¢ = ¢ 0 b = a. Mnotina {1, a, b, ¢} s touto
operaci{ tvofi grupu, kterou oznad¢ime K. Plati, Ze typ
sloZené pozice p o q se rovna sloZeni typu pozic p, q
v grupé K. K je tak grupa typit pozic na kouli. Grupa K
senazyva Kleinova grupa na podest znamenitého némec-
kého matematika Felixe Kleina (1849—1925),
Podobné muZeme uréit grupy typu pozic i na daldich
hra&kach. Pro zajimavost uvedeme nékteré z nich uZ bez
dalsiho vysvétlovani. Na étyfsténu a dvanactisténu to je
grupa Z, x Z, x Z, x Z,, na krychli 2 x 2 x 2 to je
Z,. Na krychli 4 x 4 X 4 to je Z, x Z,, u patnactky
Z,. Grupa typu pozic na kosé krychlije Z, x Z, x Zy x
X Zs.

**5.9. Normalni podgrupy a faktorové grupy. Zpisob,
jakym jsme sestrojili v minulém odstavci grupu typt
pozic na Rubikové krychli a na kouli, je opét specialni
pfipad jedné zikladni konstrukce v teorii grup. Nasi
vypravu za tajemstvim Rubikovych kostek proto skon-
¢ime tam, kde teorie grup zadinda — definici normaln{
podgrupy a konstrukci faktorové grupy.

Podgrupa H grupy G se nazyva normdlni, jestliZe pro
kazdy prvek g € G a kaidy prvek k € H leif konjugo-
vany prvek g o h o g 1také v H.

Kaida podgrupa komutativni grupy je normalni,
platigohogt =gogloh =heH.

Alternativni grupa A; je normalni podgrupa symetric-
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ké grupy §;, permutace g o b © g~! je suda, je-li b € A,.

Také grupa R fesitelnych pozic na Rubikové krychli je
normalni podgrupa grupy vsech moinych pozic P. Je-li
p reditelnd pozice, tj. pT = (0,0,0), a qT = (r, 5, 1),
pak(qopoq ) T=qTopTo(@Y) T =(rst)o
©(0,0,0)0 (r 1 s, t1) =(0,0,0). Pozice qo p o q!
je proto také Feditelna, lezi v R.

Obé nevlastni podgrupy {r} a G grupy G jsou také
normalni,

Kazda normalni podgrupa H grupy G urluje ]mou
grupu — faktorovou grupu G podle H, ktera se oznatuje
G/H. Faktorovou grupu G/H nyni sestrojime. Jako vidy
oznatime G a H mnoziny, na kterych j jsou grupy GaH
definované. Plati H C G.

Je-li z libovolny prvek grupy G, pak symbolem Hz
oznadime mnozinu véech prvkid mnoZiny G, které jsou
tvaru h o x, h € H. Stejnou véc jsme délali pfi dukazu
Lagrangeovy véty. Tak jako tehdy ted dokazeme, Ze
dvé mnoziny Hz a Hy jsou bud disjunktni, nebo se
rovnaji. Piedpoklidejme, Ze existuje prvek z € Hz
) Hy. Potom z = h; o z a z = h, © y pro néjaké prvky
hy, by, grupy H. Z rovnosti h, o x = h, o y plyne h; ' o
ohyocx=y a hohi'ohox=hoy pro kaidy
prvek k € H. Kazdy prvek h o y € Hy se tak rovna né-
jakému prvku h ¢ h;' c hy o x € Hz. Hy je proto pod-
mnozina Hzx. Zcela stejné se dokaze také Hx C Hy,
obé mnoziny Hxz a Hy se proto rovnaji. Cela mnozina G
se tak rozpadd do vzajemné disjunktnich mnozin Hz.
Témto mnoiinam Fikame rozkladové tiidy grupy G
podle podgrupy H. V ptipadé, Ze je H koneénd grupa,
jsou vSechny rozkladové t¥idy stejné velké; na tom byl
zaloien dukaz Lagrangeovy véty. Budeme také Ffikat,
Ze dva prvky ve stejné rozkladové t¥idé jsou podobné,
maji stejny typ.

UkéZeme nyni, ze typ (tj. rozkladova tt¥ida) sloZeni
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z oy zavisi pouze na typech (rozkladovych tkidach)
prvki z a y. Vezmeme néjaky prvek h, o z, ktery lezi
ve stejné rozkladové tFidé jako z, a néjaky prvek
hy o y ze stejné rozkladové ttidy jako y. Pro jejich slo-
Zeni plati:

(fyoz)o(hyoy)=h,ox0oh,0y =
=hozxohyo(xlox)oy=hoxoh,oxzlo
oyox=ho(xoh,ox)ozxoy =
= (hyo(xoh,oz™)) o (z o y).

Prvek z o h, c 7! lezi v podgrupé H, protoze je H nor-
malni. SloZeni k, o (z o hy 0 x7) také lezi v H. Prvky
zoya(h,oxoh,ox!) o (x0y) proto leZi ve stejné
rozkladové tiidé G podle H, maji stejny typ. Rozkladova
tiida, ve které lezi prvek x o y, tak zavisi pouze na tom,
v jakych rozkladovych tfidach lezi prvky x a y. Vybe-
reme-li misto x prvek h, o x ze stejné rozkladové tridy
jako = a misto y prvek k, o y ze stejné rozkladové tiidy
jako y, pak jejich sloZeni (b, cz)o (hyoy) = (h,cz O
o hy 0 271) O (z O y) lezi ve stejné rozkladové t¥idé jako
slozeni x o ¥.

Dvé rozkladové tiidy Hx a Hy muZeme proto sloZit,
ptifadit jim tiidu H(z o y). Pravé jsme si ukdzali, Ze
sloZeni libovolného prvku z Hz s libovolnym prvkem
z Hy lezi vidy v H(x ¢© y). Na mnoiiné G/H vsech roz-
kladovych tfid jsme tak definovali operaci skladanf,
a dokaZeme, %e G/H s touto operaci tvofi grupu.

a){HzxoHy)oHz=H(zxoy)oHz=H((xcy)cz)=
=H(xo(yoz))=HzoH(ycz)=Hzc (Hyc Hz),
skladani rozkladovych tiid je proto asociativni.

b) Je-li n neutrilni prvek G, pak Hn c Hx =
= H(n 0 z) = Hx a Hz 0 Hn = Hzx pro kaidou tfidu
Hz. Ttida Hn je proto neutrilni vzhledem k operaci
skladéni t¥id.
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¢) HzoHz ' = H@xozxz!) = Hn a také Hz'o
o Hxr = H(z™* o ) = Hn, tiida Hx™! je proto inverznf
k Hz, tj. (Hz)™! = Hx™ .

MnoZina viech rozkladovych t¥id spolu s operaci skla-
dan{ t¥d tak tvoii opravdu grupu. Tato grupa je slibend
faktorovd grupa G podle H.

Zavérem muzeme také presne definovat, co jsou to
jednoduché grupy, o kterych jsme se zminili v odstavei
3.17. Grupa G je jednoduchd, jestlize kromé nevlastnich
podgrup neobsahuje Zidnou jinou normélni podgrupu.

Prvnim matematikem, ktery systematicky pouZival
pojmy, jako jednoduché grupa, normalni podgrupa,
faktorova grupa, byl pravé E. Galois. Zminili jsme se
o ném uz v dvodu prvni kapitoly. Od ného se datuji
podatky rozvoje teorie grup. V souasnosti jsou grupy
pouzivany snad ve viech oblastech matematiky. Teorie
grup je, velmi zhruba Fedeno, nauka o symetriich. O sy-
metriich téles, prostori, umisténi pfedmétd v prostoru,
o symetriich fyzikalnich zdkoni, matematickych iiloh
atd. Prvni a éasto nejduleZitéjsi krok pfi Feseni néjaké
tlohy spodiva pravé ve vyjasnéni jejfch symetrif, Také
my )sme se snaZili vidy objasnit, jaké vlastnosti jsou
spole¢né viem fFeditelnym pozicim na hlavolamech, jak
moc jsou FeSitelné pozice symetrické.

A tim kondf nas vylet za tajemstvim Rubikovych
kostek. Nauéili jsme se zapisovat polohu prvki na hlavo-
lamech, kreslit grafy pozic, rozliSovat orientace prvkua
a poznavat nefeSitelné pozice. Trik s konjugovanim
nam umoznil pomérné snadno hlavolamy- fesit. Sezna-
mili jsme se také s nékolika zakladnimi pojmy teorie
grup. A snad jste také ziskali trochu ctu k matemati-
kim, ktefi uz vice ne% sto padesat let pfed Rubikem
znali véechno potfebné k tomu, aby snadno zvladli véci
zdanlivé tak nezvlddnutelné, jako jsou Rubikovy kostky.
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