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4. NEROVNOSTI 
S MOCNINAMI 

tJIoha 4.1. Usporiadajte podia velkosti čisla 

A = 51'", B = 888t, C = 63'7, D = 99 '4. 

Rieéenie I (s kalkulačkou alebo tabulkami). Platí 
log log A = log (6,e log 5) = 6* log 6 + log log 5 = 
= 36305,27 a obdobné log log B = 29592,41, log log C = 
= 133563,3, log log D = 6260,76. 

Rozdiely medzi vypočítanými číslami sú dostatečné na 
to, aby sme mohli usúdit 

log log D < log log B < log log A < log log C, 

a teda D < B < A < C. • 
Pře výpočet s tabulkami by bolo výhodné logaritmo-

vat eite raz (t. j. počítat log log log A atd.), pričom by 
sme uvážili, že |log log 5| < 1, teda vplyv tohto sčí-
tanca na výsledný logaritmus je malý; skutočne, podia 
vzorca 

log (x + y) = log x + log ( l + f ) . 

máme 

log log log A = 6 log 6 + log log 6 + 
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Posledný sčítanec je (záporný a) v absolútnej hodnotě 
menší než 

0 , 4 4 . M i ^ Í l < 3 .10 - . 
6*.log 6 

Odhady pře B, C, D (s číslami 8, 6, 9 namiesto 5) by 
vyšli podobné. 

Rieienie II (bez použitia kalkulačky a tabuliek). 
Platí 

9,b4 < 64*®4 = 8*-*'4 < 8*'4+1 < 8*inoo° < 8"10000 = 

= 8!4000° < 8" i a m < 8"214 < 8"s\ a teda D < B. 

88«4 < 2 5 ^ = 5 2 a3 '8Í = 523 2 l t < 1 < 5*100000
 = 

= 6a22oono ^ g94iooo ^ 582ie2
 = 5«<«s)!

 = 

= 5**', a teda B < A. 
Najťažši odhad, ktorý sme potřebovali, bol 216= 32768 < 
< 33333. Všetky ostatně sa dajú overiť spamáti. Nako-
niec 

54'4 < e*6' < 6'6 ' = * < 6S '7, a teda A < C . 

Spolu teda máme D < B < A < C. • 
Pri druhom riešení sme potřebovali „uhádnut" pora-

die čísel podia velkosti. Inak by sme sa mohli například 
pokúšat o dókaz nerovnosti B < D (io by sa nám, samo-
zrejme, nevydařilo) alebo o dókaz nerovnosti D < C 
(čo by sa nám asi podařilo, ale nakoniec by bolo zbytoč-
né). Namiesto hádania sme však mohli („tajné") použit 
prvé riešenie; z neho sme tiež mohli usudzovat, aké jem-
né odhady asi budú potřebné. 
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Úloha 4.2. Určité, ktoré z čísel 

A = 7a 8 \ B = 6»'8 

je váčsie. 

Riešenie I (s kalkulačkou). Platí 
log log A = 40403562, log log B = 41077010,96, 

a preto A < B. • 

Riešenie II. Platí 
9« = 3 " = 531441 > 524288 = 2» 

(móžeme to zistiť priamym výpočtom alebo z tabuliek), 
a preto 

7**9 < 6í.2*87
 = 6 i» , 7 ' i < 6.•(a í7'i>/i. = gi«(tí-»,,-l)/l» < 

^ g,«i 25« »6/i» _ gjisaa «"/!» ^ gBei 96 _ g9»9 

teda A < B. O 
Rozdiel medzi log log A, log log B sice stačil na prvé 

riešenie, je však příliš malý na to, aby sme zistili A < B 
využitím odhadu 32 > 23. (Keby sme v B nahradili 
nižšiu deviatku osmičkou, dostali by sme už číslo men-
šie než A.) 

Úloha 4.3. Zistite, ktoré z čísel 
ol2A743 «78336 

A = 22* , B = 2? 
je váčšie. 

Riešenie. Označme C = 2125743, D = 37B33S. Zrejme 
A ^ B, C ^ D. Ukážeme, že A < B právě vtedy, ked 
C < D. Skutočne, ak C < D, tak zrejme 

A = 2*c < 2tD < 3«® = B. 

48 



Obrátene, ak C > D, tak C > D + 1, a potom 

B = 3*° <4*° = 2*d+1 = A, 
teda A > B. Preto stačí len zistit, ktoré z čís> 1 C, D je 
váčšie. Z tabulky 37-miestnych logarítmov z vokrúhle-
ním dostaneme 

log 2 = 0,301029995664 ± 5 .10-" , 
log 3 = 0,477121254720 ± 5.10~". 

Preto platí 
log C = 125743 log 2 = 37852,414744778 ± 7.10-*, 
log D = 79335 log 3 = 37852,414743211 ± 5.10"* 

a odtial už vidno log C > log D, teda C > D, a teda aj 
A >B. • 

Keby sme počítali na kalkulačko (konkrétné 
SHARP PC 1211, ale bez použitia programovania), 
dostali by sme 

log C = 125743 log 2 = 37852,41474 
log D = 79335 log 3 = 37852,41474, 

teda čísla C, D by sme nevedeli porovnat. Využitím 
„skrytých miest" by sme dostali 

125743 log 2 — 79335 log 3 = 16.10~7 

a teda C > D, „skryté miesta" však vo všeobecnosti 
nemusia byt spolahlivé, a teda ani určeme znamienka 
čísla log C — log D týmto spdsobom nie je spolahlivé. 

Všimnime si tiež, že z nááho riešenia dostáváme 
log C — log D = 157.10 « ± 13.10-*, teda relatívna 
chyba, s ktorou je určené číslo log C — log D, je značná 
(přesahuje 8 %). Zobrat hodnoty log 2, log 3 například 
s presnostou na 10 desatinných miest by už zrejme ne-
stačilo. 
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Úloha 4.4. Nájdite najváčšie celé číslo x, pře ktoré 
platí 

x* < 1001 0 0 . 

Riešenie. Platí x ^ 4, pretože 

4®6 = 4258 < 4300 = 64100 < ÍOO100. 

Na druhej straně, x < 5, pretože 

5&s > 5 3 .5» = (53)6» = 1 2 5 1 2 5 > h j o « » « . 

Preto hladané číslo je a; = 4. • 

Úloha 4.5. Nájdite najváčšie celé čísla x, y, z, pře 
ktoré platí 

X < 100100, 4»4 < 1001 0 0 , 4«' < 1001 0 0 . 

Riešenie. Podia predchádzajúcej úlohy vieme x 2: 4, 
y ^ 4, z ^ 4. Z odhadov 

4*s > 4&< > 4*°° = (44)140 = 256150 > 100100 

potom vidíme y = 4, z = 4. Ostává určit x, Platí x ^ 6, 
pretože 

6«« = 6«.«« = (6«)»4 < 1300m = 101M. 1,3M < 
< 101M. 1,7M < 101 M .3" < 101M.10« = 100100. 

Na druhej straně, x < 7, pretože 

7«4
 = 74.«« = (7«)«« > 2000*4 = 1 0 1 M . 2 4 4 > 1 0 1 M . 

. (2 1 0 ) 6 > 1 0 1 M . ( 1 0 a ) 4 = 10«° > 100 1 0 0 . 

Preto x = 6. • 
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Číslo x sme mohli nájsť aj tak, že by sme najprv vyrie-
šili rovnicu u** = 100100, odkial lahko dostaneme 
log u = -ggg = 0,78125. Pretože u ^ N je výsled-

kom x = | u\. Z tabuliek zistíme 

log 6 = 0,77815, log 7 = 0,84510 

teda x = 6. Pretože log u je podstatné bližšie k log 6 než 
k log 7, boli v póvodnom riešení pre dókaz x ¡g 6 po-
třebné presnejšie odhady než pře dókaz x < 7. 

Úloha 4.6. Nájdite najváčšie celé ČÍ3I0 x, pre ktoré 
platí 

x*1* < ÍOOO10™1000. 

Riešenie. Platí x ^ 5, pretože 

gs® 5
 = 5 5 3 1 2 6

 < 5 6 4 8 0 0 _ 592580« ^ 1 ( ) 0 ( ) i n n o i o o o 

Na druhej straně, x < 6, pretože 

68®4 = 6836 '382 > 68-834000 = (69) (83e ,100° > iooo100°1000 

Teda hladané číslo je x = 5. • 

Úloha 4.7. Nájdite najváčšie celé číslo x, pře ktoré 
platí 

x**5 < ÍOOO100»1000. 

Riešenie. Podia predchádzajúcej úlbhy vieme x ¡g 5. 
Na druhej straně 

6«« 5
 = g e , l ř M > 6«.(.«)iooo = ( 6 6 ) ( 99)iooo > 1 0 0 0 i o o o i ° o o 

Teda hladané číslo je x = 5. • 
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Úloha 4.8. Nájdite najváčáie celé číslo x, pře ktoré 
platí 

x*6& < 1000 l ň o o l o o°. 

Riešenie. Platí 

jqIO®5
 = ] Ql«3 1 8 5 _ jQlo m - lon« 1 0 0 0 ^ 1 0 0 0 , ooo i«»o 

Preto x < 10. Pře výpočet s x = 9 najprv odhadneme 

3 " = (35)4.35 < 2504.256 = 2504.44 = 10004. 

S pomocou tohto odhadu dostáváme 

9»s5
 = 9«3125

 = q(32S)250 ^ 9(loon4)250 = gjooo»«» < 

< íooo10001000. 

Preto hTadané číslo je x = 9. • 
CitateTa asi napadlo, že teraz by mala nasledovať úloha 

nájsť najváčáie celé číslo x také, že 

x»5" < ÍOOO10001000. 

Móže sa o to pokúsiť, ale asi nebude mať dosť trpezli-
vosti na dokončenie výpočtu. Dobré urobí, ak najskór 
skúsi určíť počet cifier výsledku. 

Úloha 4.9. Nájdite najváčáie celé číslo x také, že 

x*T < 4 4 4 \ 

Riešenie. Platí 
gQBO80

 < 4 4 . 8 8 0 1 0 8 n
 = 4 4 8 8 0 1 0 0 0 2 s 1 0 0 < 4 2 * * 2 « > * 2 8 0 + 7 _ 

= 42«- < 44 '« < 4 « ^ 
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teda x = 80 ešte danej nerovnosti vyhovuje. Aby sme 
ukázali, že x = 81 už nevyhovuje, dokážme najprv 
nerovnost 3 " > 2". Platí 

(27 729 

T 9 j = 2 1 8 - 3 6 T > 2 1 8 - 2 = 219-
S využitím tohto vztahu odhadujme 

8181»l > 4«81 = = 4(312)8' > 4(8«)« = 

= 4*813 > 4*264 = 4«4\ 

Teda hTadané číslo je x = 80. • 
Nebolo logicky nutné, aby sme v riešení ukázali, ako 

sme výsledok x = 80 našli; stačí, že sme ho „uhádli", 
a potom ověřili. Teraz však ukážeme, ako sme mohli x 
nájst. Najprv upravme 

= = 464256/3 . 

odtiaT vidíme x g | m a x ^ 4 , 64, j j = 85-

Z druhej strany máme 

4««4
 = 4«.««» = 256®61° = 25612®610'7, 

a odtiaT vidno x ^ |min|^256, 128, ^ p j j = 7 2 T e d a 

vieme 72 ^ x ^ 85. Tento interval pre x móžeme da 
zužovat. Například, ak odhadneme 

4**4 = 256*810 = 25610mH > 256l°153 > 25610°78, 

uz 
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vidíme x ^ 70. Keby sme boli odhadli 
25io = 22«O.2«'° = 8 8 0 . 1024 2 7 > 8 8 0 . 1081 > 80 8 0 , 

dostali by sme nerovnost x 80. Ďalej skúsime číslo 
přibližné zo středu zvyšujúceho intervalu. Platí, napří-
klad 

828 2 = 82 . (82 3 ) 2 7 > 2 9 . (2 1 9 ) 2 7 = 29+19-27 = 

= 2619 > 425a = 4*4, 

a preto 828282 > 44* . Teraz už vieme, že riešením úlohy 
je a; = 80 alebo x = 81. Stačí teda skúsiť, či pře x — 81 
daná nerovnost platí alebo nie. 

Cím viac sa přibližujeme hladanej hodnotě x, tým 
presnejšie odhady potřebujeme. Okrem toho sme viděli, 
že základ možno váčšinou odhadovat hrubo, kým expo-
nenty, a to zvlášť najvyššie, třeba odhadovat jemnejsie. 

Úloha 4.10. Nájdite najváčšie celé číslo x, pře ktoré 
platí 

80 .«44 

x* < 44 . 

Riešenie. Na dókaz x < 84 dopředu odhadnime 
3 . 8480 = 3 . 480 . 2 180 > 3 . 480.44040 > 3 . 480 . 2120. 

.5540 > 3.4140.300020 = 3.4140.2a0.37520 = 3.4170. 
( 375 A20 ( 37 5 "i20 

' U š e ) - 4 8 ° = 4250 3 ( 2 5 6 j ^ 4260.3. 1,4620 > 
> 4250.3.2,1210 = 4255.3. 1,0610 > 4256 . 3.1,6 > 

> 42SB.4 = 444. 

Potom dostáváme 8484®0 > 648480 = 43 8480 > 4 4 ' \ 
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Na dókaz nerovnosti x ^ 83 najprv odhadnime 
832 = 6889 < 213, a preto 83 < 413'4 = 4325. Dalej 

3,25.83B0 < 3,25.(64.1.297)80 = 4240.3,25. l,297so < 
< 4240.3,25.1,682340 < 4240.3,25.2,83120 < 4240.3,25. 
.8,01510 < 4240.3,25.230.1,00210 = 425S.3,25.1,00210 < 

< 4255.3,25.1,03 < 425S.4 = 44*. 
Teraz už Tahko zistíme 

gg63 8 n ^ 43.25-8380 ^ 

Preto x = 83. • 

ťíloha 4.11. Nájdite najváčšie celé číslo x, pře ktoré 
platí 

a*3*0 ^ 4 4 4 ' . 

Rieéenie I (s kalkulačkou). Zrejme platí x = [aj, kde 
a je koreňom rovnice 

a * i w
 = 4 4 2 6 « 

Teda 
a = 44 2 M /83 8" = 4(4W/83®)1« ^ 252,918, 

a preto a; = 252. • 
Dosť umělá úprava exponentu při výpočte a bola po-

třebná, aby nedošlo k preplneniu (na kalkulačke počí-
tajúcej s číslami menšími než 10100 nemožno priamo vy-
počítat 426e). 

Riešenie II (s tabulkami [1]). Platí x = [oj, kde 

a = 442S6/8S80
) teda log o = ^ log 4. Z tabuíky Loga-

00 
ritmy faktoríálov zistíme 
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log 4 = log 4! — log 3! = 0,60206 ± 10"9, 

log 83 = log 83! — log 82! = 1,9190781 ± 10"8, 

a pře to 
4S56 

l o g 83BO = 0,601112 ± 4 . 1 0 - « . 

Ďalej platí (s uvážením všetkých chýb) 

log log 4 = 0,779642 — 1 i 6.10"8 , 

a pře to 
log loga = 0,380754 ± 10~6, 

2,4029 < logo < 2,4031, 
252,8 < a < 253. 

Pretox = 252. • 

Úloha 4.12. Nech postupnosti (a0, o,, a2, . . . ) , (b0, 61( 
b ) sú definované rekurentnými vzorcami 

®o = an+\ = 2"n, b0 = 1, 6„+ i = 6"». 

Nájdite prirodzené číslo n, pře ktoré platí 

b„ ^ o100 ^ bn+i. 

RieSenie. Dokážeme, že pře všetky prirodzené n 2 
platí 

(1) 66„ < o n + 3 < 6 „ + , ; 

z toho už bude bezprostredne vyplývat n = 97. 
Pře n = 2 máme 

6b2 = 67 < 820000 < 265538 = 4si78B < 632788 < 64® = 63; 

pretože 2«SS38 = 2*16 = o5, platí 6b2 < as < b3. Ďalej 
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dokazujeme matematickou indukciou; nech (1) platí pře 
nějaké n Si 2. Potom 

66„+i = 6"-+1 < 23b'+3 < 286» < 2a"+3 = an+i, 

an+ 4 = 2°"+3 < 6"»+3 < 6b»+i = bn+2, 

teda 66b+i < a,+i < 6B+2, čo bolo třeba dokázat. • 
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