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4. NEROVNOSTI
S MOCNINAMI

Uloha 4.1. Usporiadajte podla velkosti &sla

A=5"B=8"0=6",D=0"
Riedenie I (8 kalkulatkou alebo tabulkami). Platf
log log A = log (6% log 5) = 6° log 6 + log log 5 =
= 36305,27 a obdobne log log B = 29592,41,log log C =
= 133563,3, log log D = 6260,76.
Rozdiely medzi vypoditanymi ¢islami si dostatoéné na
to, aby sme mobli usidif

loglog D < loglog B < loglog A < loglogC,

atedaD < B<A<C.QO

Pre vypoéet s tabulkami by bolo vyhodné logaritmo-
vat edte raz (t. j. poéitat log loglog 4 atd.), priom by
sme uvézili, Ze |loglog 5| < 1, teda vplyv tohto sé&i-
tanca na vysledny logaritmus je maly; skuto¢ne, podla
vzorca

log (z + y) = log = + log [l + %],
méme
log loglog A = 6log 6 + log log 6 +

log log 5].

+ log [1 + 6% log 6
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Posledny séitanec je (zdporny a) v absolitnej hodnote

mensf neZ

log log 5|
6°.log 6

Odhady pre B, C, D (s ¢fslami 8, 6, 9 namiesto 5) by

vysli podobne.

0,44. < 3.107¢,

Riedenie II (bez pouZitia kalkuladky a tabuliek).
Platf

4 4 4.

9.04 <6 o 8"" < g1 < 8.wooo < 8“10000 _
14 5

— gl - go® - ge?" - g% 4 teda D < B.

8"5 < 25,0“ - 5,,,3-3“ _ 523.2154 < 5,1ooooo —

— RO sgtw00 5,210’ — 5,(03)2 _

(] N
=5%,ateda B < 4.

Najta2sf odhad, ktory sme potrebovali, bol 216 = 32768 <
< 33333. Véetky ostatné sa daji overit spamati. Nako-
niec

5 < 6" <6 — 0" <6 ateda d < C.

Spolutedaméme D < B < 4 < C. O

Pri druhom riedenf sme potrebovali ,,uhddnuf‘ pora-
die ¢fsel podla velkosti. Inak by sme sa mohli napriklad
pokisaf o d6kaz nerovnosti B < D (o by sa ndm, samo-
zrejme, nevydarilo) alebo o dékaz nerovnosti D < C
(o by sa ndm asi podarilo, ale nakoniec by bolo zbytod-
né). Namiesto hddania sme véak mohli (,,tajne“) pouZit
prvé rieSenie; z neho sme tiez mohli usudzovat, aké jem-
né odhady asi budi potrebné.
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Uloha 4.2. Uréite, ktoré z disel
4=7"B=¢"
je vadsie.
Riefenie I (s kalkulatkou). Plati
log log A = 40403562, loglog B = 41077010,96,
apretod < B. [J

Riedenie I1. Platf
98 = 312 = 531441 > 524288 = 21°
(mé6Zeme to zistif priamym vypoétom alebo z tabuliek),
a preto

22%7 2227+1 < G.o(a”u)/m _ 6"(28'2-"_1)'“

= 6

90-266.0%10 6,1530.0“/10 < 6,51-0‘ _ 6,99

7 g
< 6

teda 4 < B. O

Rozdiel medzi log log A4, log log B sice staéil na prvé
riedenie, je vSak prili§ maly na to, aby sme zistili 4 < B
vyuZitim odhadu 32 > 23, (Keby sme v B nahradili
niZdiu deviatku osmidkou, dostali by sme uz é&islo men-
Sienez A.)

H

Uloha 4.3. Zistite, ktoré z &sel

2126743

4 =2 , B=3

2370.‘\35
je vadsie.

Riefenie. Oznacme C = 2125783 ) — 37335 Zrejme
A # B, C # D. UkdZeme, Ze A < B prive vtedy, ked
C < D.Skutoéne, ak C < D, tak zrejme

A =22 <222 320 = B
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Obritene, ak C > D,takC = D + 1, a potom
B =320 < 420 — 210+ <920 _ 4

teda A > B. Preto stalf len zistif, ktoré z &is:l C, D je
vidsie. Z tabulky 37-miestnych logaritmov zokrihle-
nim dostaneme

log 2 = 0,301029995664 + 5.10°13,
log 3 = 0,477121254720 4 5.10713.
Preto platf
log C = 125743 log 2 = 37852,414744778 + 7.107¢,
log D = 79335 log 3 = 37852,414743211 + 5.107*

a odtial uz vidno log C > log D, teda C > D, a teda aj
4 >B.0

Keby sme poéitali na kalkulatke (konkrétne
SHARP PC 1211, ale bez pouZitia programovania),
dostali by sme

log C = 125743 log 2 = 37852,41474
log D = 79335log 3 = 37852,41474,

teda éfsla C, D by sme nevedeli porovnat. VyuZitim
,,sSkrytych miest* by sme dostali

125743 log 2 — 79335 log 3 = 16.1077

a teda C > D, ,skryté miesta’ viak vo vSeobecnosti
nemusia byt spolahlivé, a teda ani uréenie znamienka
&isla log C — log D tymto spdsobom nie je spolahlivé.

Viimnime si tieZ, %¥e z ndsho rieSenia dostivame
logC —log D = 157.107"% 4 13.10°®, teda relativna
chyba, s ktorou je uréené ¢islo log C — log D, je znatné
(presahuje 8 %,). Zobrat hodnoty log 2, log 3 napriklad
s presnostou na 10 desatinnych miest by uZ zrejme ne-
stadilo.
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Uloha 4.4. N4jdite najvadsie celé &slo z, pre ktoré
plati

= < 100190,

Riedenie. Platiz = 4, pretoie
455 — 4256 - 4300 _ §4100  ](Q100
Na druhej strane, z < 5, pretoze
5° > 538 — (598 —= 125125 > 10010,
Preto hladané éislo jexz = 4. J

Uloha 4.6. Nijdite najvadéSie celé é&isla z, y, z, pre
ktoré plati

2t < 10010 44! < 100190, 44° < 10010,
Riedenie. Podla predchddzajicej dlohy vieme z = 4,
y = 4,z = 4. Z odhadov
4% > 48 > 4e0 — (44180 — 256150 > 100100

potom vidime y = 4, z = 4. Ostdva uréit z, Platf x = 6,
pretoZe

6 — gLee — (64)% < 1300% = 101%3,]1,3% <
< 10193 ] 7% < 10198 318 - 10192 10% = 10019,
Na druhej strane, z < 7, pretoZe
P TR TR (74)% > 20008 = 10198 28¢ > 1012,
L(219)¢ > 10198, (10%)¢ = 10%1° > 1001,
Pretoz = 6. (J
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Cislo  sme mohli najst aj tak, %e by sme najprv vyrie-
§ili rovnicu w* = 100, odkial lahko dostaneme

% = 0,78125. Pretoze u ¢ N je vysled-

kom z = |u|. Z tabuliek zistime
log 6 = 0,77815, log 7 = 0,84510

teda = 6. PretoZe log « je podstatne bliZsie k log 6 nez
k log 7, boli v pévodnom riesenf pre dékaz x = 6 po-
trebné presnejsie odhady nez pre dokaz x < 7.

logu =

Uloha 4.6. Nijdite najvacsie celé &islo x, pre ktoré
platf
2™ < 10001000
Riedenie. Plati x = 5, pretoze
5 — 5 < 5P st 0010t
Na druhej strane, x < 6, pretoZe
6‘“ - 6“30'“2 - 6,_,30000 = ( 6“)“30)1000 > 1 00010001000.

Teda hladané &islo jex = 5. [

Uloha 4.7. Nijdite najvadsie celé &islo z, pre ktoré
plati

1]
2 < 100019001%°

Riedenie. Podla predchddzajiicej dlohy vieme z = 5.
Na druhej strane

5
60 — oI - ga(g01000 _ ( 60)(00)1000 ~ 10001001

"Teda hladané é&islo jez = 5. [
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Uloha 4.8. Nijdite najvadsie celé &islo z, pre ktoré
plati

2% < 1000100010

Riedenie. Plati
1010 — 0PI — 10100l 001000100
Preto x < 10. Pre vypocet s * = 9 najprv odhadneme
325 — (35)4.35 < 2504.256 = 250%.4% = 1000¢.
S pomocou tohto odhadu dostdvame
9.55 _ 903125 — 9(325)250 < 9(10004)250 — glmlm <
< 10001000"

Preto hladané éislojexz = 9. O
Citatela asi napadlo, Ze teraz by mala nasledovat dloha
ndjst najvaésie celé éislo x také, Ze

5
° < 1000100

Moze sa o to pokusif, ale asi nebude maf dost trpezli-
vosti na dokonéenie vypoétu. Dobre urobi, ak najskér
skiisi uréit poéet cifier vysledku.

Uloha 4.9. Nijdite najvadsie celé ¢islo x také, Ze
= <
Riedenie. Plati
80,,080 < 44,390_1090 - 44.390_100020.100 < 422~24o+2oo+7

509 955 n
= 4" < 4" < qv

52



teda z = 80 eite danej nerovnosti vyhovuje. Aby sme
ukézali, 2e z = 81 uZ nevyhovuje, dokdime najprv
nerovnost 32 > 21°, Plat{

729)? 729)¢ 729 ¥
12 — 2 — 2’, —— ] =218 — ] =
3 729 51 [512) [512 (513
27)\¢ 729
—9o [ 2] _ 918 18 9 __ 919
2 [ 19] 218 361 > 218 2 — 219,

S vyuZitim tohto vzfahu odhadujme
BIOT <, gm® _ ot _ G 19

P g 4‘4‘.
Teda hladané éislo je z = 80.

Nebolo logicky nutné, aby sme v riesenf ukdzali, ako
sme vysledok z = 80 nasli; staéi, Ze sme ho ,,uhadli®,
a potom overili. Teraz viak ukdZeme, ako sme mohli x
ndjst. Najprv upravme

4‘4‘ — 4a%80 _ 4uswa
. ) 256
odtial vidime z < Imax(4, 64, ]J = 85.

Z druhej strany mame

2510 23510/7
?

= 256!

5
a odtial vidnoz = mm[256 128, —;2] = 72. Teda uz

vieme 72 < z < 85. Tento interval pre 2 méZeme dalej
zuZovat. Napriklad, ak odhadneme .

' — 256" — 25610u" - 256101 - 256107

4
4 = 4+ — 256
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vidime # = 76. Keby sme boli odhadli
2510 — 2240 9270 _ 80 ](2427 > 880 ]08! > 8080,

dostali by sme nerovnost x = 80. Dalej skiisime &fslo
priblizne zo stredu zvysujiceho intervalu. Plati, napri-
klad

8282 —_— 82.(828)27 > 20.(219)27 — 20+10.27 —_
— 9519 ~, 4260 _ 444’
4

a preto 82%2" > 4%*" Teraz uz vieme, %e rieSenim tlohy
je = 80 alebo x = 81. Stadi teda skisit, éi pre x = 81
dand nerovnost plati alebo nie.

Cim viac sa pribliZujeme hladanej hodnote z, tym
presnejSie odhady potrebujeme. Okrem toho sme videli,

ze zaklad moZno vadsinou odhadovat hrubo, kym expo-
nenty, a to zvlast najvyssie, treba odhadovat jemnejsie.

Uloha 4.10. N4jdite najvadsie celé é&fslo z, pre ktoré

plati
xzao < 4444 )

Riedenie. Na dokaz x < 84 dopredu odhadnime

3.8480 —= 3,480 2]80 > 3 480 44040 > 3, 480 2120,
.5510 > 3.4110_3000%0 = 3,440 260 37520 — 3, 4170,

(_g;z ]20.490 - 4250.3.[——222]20> 47031 46% >

> 4250 3.2 1210 — 4255 3 1 0610 > 4256 3. 1,6 >
> 4285 4 — 44,

4
Potom dostévame 84%4%° > 6484%° — 43450 - 44"



Na dékaz nerovnosti * = 83 najprv odhadnime
832 — 6889 < 213, a preto 83 < 4194 = 4325 Dalej
3,25.83%0 < 3,25.(64.1,297)80 = 4210 3 25,1,29780 <
< 4210 3 25,1 682310 < 4200 3 25 2 83120 < 4240 3 25.
.8,01510 < 4200 3 25 230 ] 00210 — 4255 3 25.1,0021° <
< 4255.3,25.1,03 < 42554 — 44,
Teraz uzlahko zistime

838" < 43-25-8380 < 44“.

Pretox = 83. O

Uloha 4.11. Najdite najvadsie celé Cislo x, pre ktoré
plati

2% < ¢t

Riedenie I (s kalkulackou). Zre]me plati x = | a], kde
a je korefiom rovnice

80 266
a®" = 447,

Teda

a — 43°5083%0 _ 4(419/535)18 . 252,918,

apretox = 252. [

Dost umeld tprava exponentu pri vypoéte a bola po-
trebnd, aby nedoslo k preplneniu (na kalkula¢ke poéi-
tajicej s éislami mensimi nez 10'°® nemoZno priamo vy-
poditat 4200)

Riedenie II (s tabul’kami [l]) Plati = = |a), kde

a = 4% teda loga = log 4. Z tabulky Loga-

8380
ritmy faktoridlov zistime
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log 4 = log 4! — log 3! = 0,60206 + 1078,
log 83 = log 83! — log 82! = 1,9190781 + 1078,
a preto
4256 _
log 555 = 0,601112 £ 4.107.
Dalej plati (s uvdZzenim vietkych chyb)
log log 4 = 0,779642 — 1 + 6.107°,

a preto
log log a = 0,380754 + 1075,

2,4029 < loga < 2,4031,
252,8 < a < 253.
Pretoz = 252. []

Uloha 4.12. Nech postupnosti (a,, a,, @, ...), (be, b,
b,, . ..) si definované rekurentnymi vzorcami

ao = l,a,.+1 = 2“1!, bO = l, bn+1 = 6bn.
Najdite prirodzené ¢&islo », pre ktoré plati

b, < ayp0 < bpia-

Riedenie. DokdaZeme, Ze pre vietky prirodzené n = 2
plati

(l) Gbn < an+3 < bn+l;

z toho uZ bude bezprostredne vyplyvat n = 97.
Pren = 2 mdme

Gb, — 67 < 820000 - 205536 _ 432768 - (32768 6% — by;
pretoze 20533 — 22'° — g plati 6b, < ag < by. Dalej
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dokazujeme matematickou indukciou; nech (1) platf pre
nejakén = 2. Potom

6b,.+1 — 6b"+l < 23bn+3 < 260" < 2aM3 = Gy,
Apyg = 20,”3 < 6¢n+3 < 6b”+l = bﬂ+2l

teda 6b,., < a,,, < b,,2, 6o bolo treba dokdzat. (J
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