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7. MOCNINY

Slovo ,,mocnina‘ v textoch iloh tejto kapitoly treba
chipat ako »»mocnina, ktorej zdklad je prirodzené éislo
a exponent je prirodzené &slo vaddie nez 1. Teda na-
priklad spomedzi ¢&isel od 1 do 20 mocninami sd 1, 4, 8,
9, 16. Pripominame, Ze obdobne .sa pouZiva slovo
,,8tvorec' pre drubdi mocninu (a v rustine a anglitine
aj ekvivalent slova ,,kocka‘* pre tretiu mocninu; u nds to
znie trochu neobvykle). Vo vadsine tiloh pdjde o dékaz
toho, Ze nejaké velké &fslo nie je mocninou.

Uloha 7.1. Nech &fslo
A = 100101102 . .. 998999

vznikne tak, Ze na,piéeme- za sebou vsetky trojciferné
¢isla v poradi podla velkosti. DokéZte, Ze A nie je moc-
nina. -

Riedenie. Uréme najprv 4 MOD 999. Na to stadf 4
rozdelit na 3-ciferné skupiny (od konca, ale tu na tom
nezéleZf), a urdit ich stéet S. Potom plati 4 MOD 999 =
= S MOD 999; ak bude S velké, moZno postup zopako-
vat. Takto dostdvame

A MOD 999 = (450.(100 + 999))MOD 999 = 45
PretoZe 999 = 27.37, dostaneme odtial Iahko
A MOD 27 = 18.
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Odtial vidno, ze 9|4, 27t 4, teda exponent prvoéisla 3
v rozklade A je rovny dvom. Preto 4 neméze byt vyssou
nez druhou mocninou. AvsSak zrejme platf 4 =
= 3 (mod 4), teda A nie je ani dtvorec. []

Uloha 7.2. Nech é&islo

B = 12345 ... 999910000

vznikne tak, Ze napiSeme za sebou vSetky prirodzené
¢éisla od 1 po 10000 v poradi podla velkosti. Dokézte, Ze
B nie je mocnina.

Riedenie. KedZe B kondéi styrmi nulami, tak keby B
bolo mocninou, bolo by aj 8tvorcom (kazdd Stvrtd moc-
nina je sdiéasne Stvorec). Potom by aj éislo B/10000
bolo Stvorcom, ale to nie je moZné, pretoze

B[10000 = 3 (mod 4). (J

Uloha 7.3. Nech &islo
= 1000010001 ... 9999899999
vznikne tak, Ze napiSeme za sebou vsetky patmiestne
¢isla vo vzostupnom poradi. Dokdite, Ze ¢islo C nie je
mocnina.
Riedenie. Uréme najprv C MOD 999. Plati
99900
C—= S .105-0998-0
i=10000

Kaidé patmiestne ¢&islo ¢ moZno jednoznadne vyjadrit
v tvare 10000 + k + 35,0 <k 2,0 <j; < 29999,
a preto

2 20900
C=3X X (10000 + k + 3j). 10580000 k=3,
k=0 j=0
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Pretoie 10 =1 (mod 999), moZno pri urlovani
C MOD 999 exponenty (so zikladom 10) zniZif o ndso-
bok 3. Pretoze

5.(89999 —k — 3j) = 2. (2—k) (mod 3),

moéZeme dosiahnuf, Ze exponenty nebudu zivisief od j
a prislusné ¢initele mozno vybraf pred druhi sumu. Tak
dostaneme

2 200090
C=3X102¢b_ % (10 + k + 3j) (mod 999),
k=0 i=0

2
C = I 104~% _(30000.(10 + k) + 3.29999.15000)
k=0
(mod 999),

2
C = I 104~% (300 + 30 k + 3.29.15) (mod 999).

k=0
Dalej poéitajme modulo 999.
2
C =X 10072 ,(300 + 30 k + 1305) =

k=0

= 10.606 + 100.(606 + 30) + 1.(606 + 60) =

— 6060 + 63600 + 666 = 66 + 663 + 666 =
= 1395 = 396 (mod 999).

Teda zistili sme C MOD 999 = 306.
PretoZe 27|999, plati

C MOD 27 = 396 MOD 27 = 18.

Z toho vyplyva 32|C, 3% { C, teda C nemébze byt vyssou
ne# druhou mocninou. Stvorcom vaak tiez nie je, pretoZe
C =3(mod4). O
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Uloha 7.4. Nech &fslo
D = 10001001 ... 99989999

vznikne tak, e napifeme za sebou vietky Stvormiestne
prirodzené ¢&sla vo vzostupnom poradi. Dokéite, e D
nie je rocnina.

Riedenie. Uréime D MOD 999. Platf

9000
D= 3 4.1040080%)
1=1000
Ak ka%dé ¢ vyjadrime v tvare 1000 + k + 3j, 0 < k <
=< 2, dostaneme

2 2000
D=3X X (1000 + k + 3j). 104e000 k-3,

k=0 j=0

Znfienim exponentov o nisobky troch a vybratim &ini-
tela nezdvislého od j pred druhi sumu dostaneme

- 2 2099
D=3X10+* X (1 +k+ 3j) (mod 999).
k=0 =0

Dalej poditajme modulo 999:

D= 1027%_ (3000 + 3000k + 3.2999.1500) =

e Wbﬂu

1027k (12 + 3k) = 1200 + 150 + 18 =

= 369 (mod 999).

PretoZe 27|999, plati D MOD 27 = 369 MOD 27 = 18,
a preto 33D, 3*t D. Teda D nemdéie byt vysSia nei
druhd mocnina. D vak nie je ani §tvorec, pretoze D =
= 3 (mod 4). J
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Uloha 7.5. Nech &islo 4 vznikne tak, Z¢ napiSeme za
sebou dekadické zdpisy prirodzenych éisel od 1 po 6666
v Iubovolnom poradi (ale kazdé prave raz). Dokdite, Ze
A nie je mocnina.

Riedenie. PretoZe 10 = 1(mod 9) pre kazidé celé
nezdporné k, plati (poditame modulo 9)

4466
A= i —=6667.3333 = 7.3 = 3 (mod 9).

i=1

Preto 3| A4, 32t A, teda 4 nie je mocninou. ]

Uloha 7.6. Dokaézte, Ze pri Ziadnej volbe znamienok nie
je ¢islo
X = 60%% 4 58%%° L 565 4 ... 4 4 4 2

mocnina.

Riedenie. Plati 24| X, 25t X. Teda keby ¢islo X bolo
mocninou, bolo by aj &tvorcom. Aby sme ukdzali, Ze X

nie je Stvorcom, ozna¢me Y = 0300 .

Zrejme X # Y2 (napriklad preto, Ze 32 X a 32| Y?).
Ak feraz ukéZeme, 7e X sa nachddza medzi (Y — 1)2
a (Y + 1)?, bude to znamenat, Ze X nie je Stvorec, pre-
toZe jediny Stvorec medzi tymito ¢islami je Y2, Na to
odhadujme:

X — Y?| < 58%% 1 568" 1 ... 4! 4 9? <
< 29.60%% < V.
Odtial uZ Iabko vyplyva
(Y—12 <Y?P—Y <X <Y+ Y <(Y+1p,
teda X naozaj nie je &tvorec. Podla ivahy na zadiatku

rieSenia potom X nie je mocnina. []
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Uloha 7.7. Dok4zte, e &islo

B = 187" 4 18"
nie je mocnina.

Riedenie. Pretoze 1719 > 19'7, moino &islo B napisat
v tvare
B = 18W7 (1870 4 1),

Cinitele vpravo si navzédjom nestideliteIné. Preto keby
B bolo mocninou, bolo by aj devatnastou mocninou,
a aj druhy &initel vpravo by bol deviatndstou moceninou.
UkéZeme vsak, Ze je deliteIny piatimi, no uZ nie je deli-
telny 5° (a tym skor 5').

Plati (po¢itame modulo 125):

1810 — (20 — 2)10 = —[190].20.2" + 210 =

=210 (—10.10 + 1) = 24.26 = 252 — 1
= —1 (mod 125),

a preto 182 = 1 (mod 125). Preto exponent 171° — 1917
budeme smief redukovat modulo 20; urobme to dopredu
(poéitame modulo 20):

1719 — 917 = ]719MOD & __ ()17 = 173 4 | =
= (—3)* + 1 = —26 = 14 (mod 20).
Preto plati (poéitame modulo 125)
18711917 ] — 1814 1 1 = 1810184 + 1 =
=—32424+1=—5124+1=-—2601 4+ 1 =
= 25 (mod 125).
Odtial vidime, Ze druhy ¢initel je deliteIny 52, ale nie 5°.
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Preto tento ¢&initel nemdZe byt 19. mocnina, a teda B
nie je mocnina. [J

Samozrejme, plati tiez 52| B, 5°{ B. Keby sme riede-
nie zacali takto, zistili by sme tym, Ze B moZe byt na-
najvys druhd mocnina. Dalej by sme molili zistif, Ze
exponent dvojky v rozklade B je neparny; pritom by
sme ani nepotrebovali zistovaf, & 17'®* > 1917, Dosli
by sme k obdobnému sporu ako vyssie. Ind moZnost by
bola vypoéitat

BMOD 7 = (187'*sops | 1g1''s0oD6) MOD 7 —
=(4%* + 4y MOD 7 = (21* + 4)MOD 7 =
= (2* + 4 MOD 7 = 6.

Potom ¢&islo B nemodze byt stvorec, pretoze 6 je kvadra-
ticky nezvysok modulo 7.

Uloha 7.8. Dokézte, Ze &slo

C = 17" 4 19187

nie je mocnina.

Riedenie. Oba séftance v C sii nepérne Stvorce, a teda

CMOD 8 = (1 4+ 1) MOD 8 = 2.
Potom 2|C, 4t C, a preto C neméZe byt mocnina. (]

Obdobnym spésobom, teda vypoé¢tom modulo 8, moz-
no riesit nasledujice dve ulohy.

Uloha 7.9. Doké#te, Ze &fslo
179 4 179" 187 18wt 19 | g9t
nie je mocnina.
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Uloha 7.10. DokéZte, Ze &islo
3 +3° +6° +6” +9° +9°

nie je mocnina.

Uloha 7.11. DokéZte, Ze &slo

D =4" + 4 + 6* + 6" + 8¢+ 8¢

nie je mocnina.

Riedenie. Najprv zistime exponent prvoéfsla 2 v roz-
klade D. Exponenty prvoé&isla 2 v jednotlivych séitan-

coch s
2.6%, 2.8% 48 84 3.49 3.64.

Z tycbto &isel je najmensSie posledné; vSetky ostatné si
vidsie. Preto exponent prvolfsla 2 v rozklade D je
3.64 = 35.24; teda ak D je mocninou, tak je i druhou
alebo trefou mocninou. Poéftajme teraz D MOD 7, pri-
¢om exponenty hned zredukujeme vzhladom na vzfahy

42 =6 = 8! =1 (mod 7).
Plat{

DMOD7=.(4°+41+1+1+1+1)M0D7=2.

PretoZe 2 je kubicky nezvysok modulo 7 (t. j.: kongru-
encia z* = 2 (mod 7) nemé riedenie), nemdZe byt D tre-
tou mocninou. Vypoditajme eite D MOD 17. Pretoze
@(17) = 16 deli exponenty vietkych &iestich séftancov
v &sle D a 17 nedelf 4, 6, 8, platf

DMOD17=(14+1+1+41+1+41)MOD 17 = 6.
Cislo 6 je kvadraticky nezvysok modulo 17, pretoZe
68 = 364 = 24 = 16 = 1 (mod 17),
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a preto D nemoéZe byf Stvorec, teda D nie je mocni-

nou. ]
V predloZenom rieSeni sme nepoéitali vyrazy

D MOD 3, DMOD 5, D MOD 11, D MOD 13.

Pri hladani riedenia (,,na koncepte*) by sme asi aj tieto
vyrazy vypo¢itali, pretofe by vSak nevyladili Ziaden
z dvoch zostdvajicich pripadov, bolo by zbyto&né ich
do rieSenia uvidzaf.

Z doterajsich uloh ¢itatel mohol ziskat dojem, Ze
,,velké &isla‘‘ asi nie st mocninami, ak len nie s priamo
ako mocniny zadané. Potom budid nasledujicie tlohy
trochu prekvapenim.

Uloha 7.12. Nijdite aspoir jednu trojicu po dvoch
réznych celych é&isel z, y, z valésich neZz 1 a takych, Ze

xyl_l_zgv

je mocninou.
PretoZe tato Gloha mé rieSenie dokonca v ]ednoclfer-
nych é&islach, nechdme ich ndjdenie &itatelovi.

Uloha 7.13. Nsjdite asponi jednu devaticu po dvoch
roznych celych &isel a, b, ¢, d, e, f, g, h, i va&iich neZ 1
a takych, Ze

a* + d¢ = g¥.

Riedenie. Polpime g = 2*, kde n = l (87 + 1);

je » = 233017, ale ndm staéf vedief len neP,n>4.
Dalej polozme b = 3, ¢ = 2. Potom plati

g = (20) = 2¢" ' = 2,987 — g 2™
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Cislaa, b, c, d, e, f budeme volif tak, aby
a* = de = 2%
Plati
922l _ 92248 _ 4105, offl _ 98278 _ 95ast

a z toho uz vidno jednu z moZnosti pre a, b, c, d, ¢, f.
Vietky ¢isla @ aZ ¢+ moZno vyéitat zo vzorca

4% 4 256 — (2233011)”_ O

Cislo g sme pochopitelne neuviedli v dekadickom z4-
pise; ten by mal viac nez 70 000 &fslic, dal by sa ndjst
len pomocou poéitaca a bol by aj tak celkom neprehlad-
ny a nevhodny.
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