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11. INE ULOHY

Uloha 11.1. Dokéite, Ze existuje 10" po sebe idicich
zlozenych prirodzenych &sel mensich nez 101",

Riedenie I. Pre kaz?dé prirodzené é&islo x oznaéme P(x)
siéin vietkych prvoéisel nepresahujicich z. UvaZujme
koneéni postupnost

P(101%) — 101 — ], P(10%) — 10, ...,
P(10%) — 3, P(1019) — 2.
PretoZze zrejme P(10%°) > 2.10° + 1, si vietky jej
¢leny celé éisla vadsie nez 10'°. Kaidy z nich mé prvo-
&iselny delitel men&f nez 10'° (pre prvy ¢len mdZeme

vziat 101 a pre kaZidy dalsf ¢élen P(101%) — 3 niektory
prvoéiselny delitel é&isla ¢), si to teda zloZené ¢éisla.

Ostéva len ukézat, Ze st mensie nez 101"° a na to staéi
dokézat nerovnost P(101%) < 101",
Pre katdé prirodzens &islo m jo Eislo [ ]delltel'né

vietkymi prvoéislami p medzi z a 2n. Skutoéne, ak <
n)!

)y’
VyuZitim tejto vlastnosti a nerovnosti [n] < 2% pre
n = 5.10° 25.10% a 125.107 postupne dostdvame

< p < 2n, tak p|(2n)!, ale pta!, a preto p|——r (2
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1010

PQo®) = (5. 10°

].P(5.10°) < 2" P(5.10°) <

5. 100
< g.ono.[2)5 11)08]'”25' 108) < 20'5:10° pos 108) <

IA

5.108
215.10"_[122"_ 107]_13(125. 107) < 2175.103.1)(125. 107).
5.

Pre kazdé & = 1 je z 30 po sebe idicich ¢isel 30k + 1,
0 < ¢ < 29 najviac ¢(30) = 8 prvocisel; kazdé z ostat-
nych 22 ¢isel totiz je delite[né dvoma, tromi alebo piati-
mi. Preto podet prvoéisel mensich nez 125.107 nepresa-
huje

125.10
30 +I—?530- -——|.8 < 30 + 42.108.8 < 34.107,

teda plati

P(125.107) < (125.107)24107 < (]0mo)34107 — Jqae10°,
Spolu potom dostdvame
P(10Y) < 9175-10% ] ()34-108 < g80-108 ) gaa-108 <
< 1080-108+34.108 < 101010’

Go bolo treba dokazat. J

RieSenie by sme mohli podstatne skratit vyuZitim
vzorca P(n) = 4" platného pre vSetky n € P; podstatni
ideu z jeho dékazu sme v riesenf vlastne uviedli. Dalgie
rieSenie, ktoré uvedieme, bude kratSie a dosiahneme
podstatne silnejsie tvrdenie nez sa Ziada v tlohe. Jeho
nevyhodou vdak je, Ze sa v nom pouZivaju podstatne
silnejsie matematické vety. Preto napriklad v MO a po-
dobnych sitaZiach by bolo vhodnejsie prvé riedenie.
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Riedenie 11. Oznadme A podet prvocisel mensdich nez
B = 10™"°, Tieto prvotisla rozdelia ostatnych B — A
prirodzenych é&isel nepresahujucich B do A neprazdnych
intervalov po sebe iducich celych &isel (meczi 2, 3 je
totiZz prazdny interval). Teda asponi jeden z nich obsahu-

. | B—4 B . .
je asponl— Y _[»;4 |—] ¢isel. Avsak
A=< mBT4" a preto
I.g.l_lg;—~ —1=|InB|—5 =
InB—4

=[10"In 10| — 5 = 2,3.10%,

Teda existuje aspon 2,3.10!° po sebe idicich zlozenych
prirodzenych &sel mensdich nez 10", O

Uloha 11.2. Dokite, Ze &slo B + 1, kde B = 101",
nem4 prvodiselny delitel mensi nez 12 000.

Riedenie. Predpokladajme, %e p je prvodislo, p|(B + 1).
Potom platf 10" == —1 (mod p), 102" = 1 (mod p).
Zrejme D(10, p) = 1, a potom z malej Fermatovej vety
vyplyva 107! = 1 (mod p). Podla KEuklidovho algo-
ritmu existuju celé éisla z, y také, Ze plati

D3.101%, p—1) =x.2.101°—y . (p — 1);

Tahko moino tieZ zariadif z, y € N.
Potom plati

105210 — Jou.trD (mod p),
a odtial .
]01)('.'.10‘0.1"1) =1 (mod p)-
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Na druhej strane mame

10209'%.2-0 &= | (mod p), lebo 10 &= 1 (mod p),
a preto
D101, p — 1) # D(2.10°, p — 1).

To je mozné len tak, Ze plati 2'!|(p — 1), t. j. p je tvaru
2048k + 1. Avsak Ziadne &fslo tohto tvaru menSie neZ
12 000 (t. j. pre k < 5) nie je prvoéislo, pretoZe

3/2049, 174097, 5/6145, 3|8193, 7|10 241.

Preto p = 2048.6 + 1 > 12 000, &0 bolo treba uké-
zaf. O -

Keby sme chceli odhad 12000 zvysit na 24 000,
museli by sme okrem iného dokazat, Ze 12 289 a 18 433
nie su delitele ¢isla B + 1. To by sme mohli najlahsie
urobif tak, Ze by sme vypoéitali ¢isla B MOD 12 289,
BMOD 18 433 za predpokladu, Zze 12289, 18 433 sd
prvodisla. Pri tychto vypoétoch by sme pouzili mald
Fermatovu vetu. Pritom by sme nemuseli overovat, Ze
12 289, 18 433 st skutoéne prvoéisla; ak by totiZ boli
zloZzené, uréite by nedelili ¢islo B + 1.

Uloha 11.3. Dokéite, e &slo B + 1, kde B = 101",
mé aspon jedendst réznych prvoéiselnych delitelov.

Riedenie. Oznadme A; = 102"5 (teda B = 4,,).
Pre kazdé 7 € N platf

A+ 1 =(A—A) + A4F— A, +1).(4;+ 1)

(my vsak tento rozklad potrebujeme len pre i = 9, 8,
..., 0). Oznatme C; = A} — A} + A} — A; + 1. Platf

Ci— (4] — 24} + 34, — 4).(4; + 1) = 5,
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teda ak nejaké prvocislo p deli C; aj A4; + 1, tak p!5,
tedap = 5. Avak 5} A; 4 1, a preto si &isla 4; + 1, C;
nesideliteIlné. Potom je C; nesideliteIné aj s kazdym
delitelom é&fisla A; + 1. Teda

B + 1 = CyC0,0CCCsCCC,. (44 + 1)

je rozklad éisla B + 1 na jedendst po dvoch nesideli-
teInych é&initelov (zrejme viaésich neZ 1). KaZzdy z nich
mé prvodéiselny delitel, pricom tieto delitele si po dvoch
rézne. Teda B + 1 m4é asponi jedendst prvodiselnych de-
litelov. O

Uloha 11.4. Nech. B = 10" a ¢ znamena Eulerovu
funkciu. Rozhodnite, ktoré z ¢&isel @(B), (B + 1) je
vidgie.

Riedenie. Pre kazdé z € N plati

w2 1= )

(siéin sa berie cez vietky prvodiselné delitele z). Podla
tohoto vzorca

B=B[1—1 [1—' 2B
wB) = ( _2]' 3]"3 '
Odhadneme teraz ¢(B + 1) zdola. Na to rozloiime

mnoZinu Q vietkych prvodiselnych delitelov &fsla B + 1
do Atyroch mnozin

Q ={peQ;p=10%Q, ={peQ;10* < p < 108},
Q, ={peQ;10° <p <10"};,Q, = {p €Q; 10*° < p}.
Potom zrejme plati

123



. ll _},,]. I 1_,.‘,_).
PEQ, PJ) reaq, r
Odhadneme siéiny na pravej strane; budeme pritom
vyuzivat vysledok ziskany v ilohe 11.2, Ze kaZdy prvo-

Giselny delitel éisla B + 1 je tvaru 2048k + 1 a vadsi
nez 10 000. Podla toho moZno kaZdy éinitel v prvom

. . . 1 ..
sucine odhadnut zdola éislom 1 — Jok ’ ¢initele v ostat-

nych troch s@éinoch moino po rade zdola odhadnit
.o . 1 1 1

dislami 1 — Jo5’ 1— Jos ° 1— Toie - Vzhladom na
vysSieuvedeny tvar prvociselnych delitelov &isla B + 1
mohutnosti mnozin Q,, Q,, Q, po rade neprevysia 500,
5.104, 5.10% Mohutnost » mnoZiny Q, odhadneme

zo vzfahu Il p < B + 1. Odtial vyplyva (10 < B,
€ Q,
teda 10n g' 1019, teda n < 10° Preto plati

@B -+ 1) > (B + ]).[1 _’]?F)m(l . i:)‘_)s.m“.

1 st 1 \e®
'[‘— 'ms] -[1——@3] ’
500 5.108
o(B 4 1) > (B + 1).(1 — '107‘]'[1 _ ‘ﬁr]'
L] 9
.(1_21!1 .(1_,_‘,& ,
109 1010
@B + 1) > (B + 1).
[ 500 510t 5100  '10°
( 100 T ”7’1’0(‘—76’——W]’
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PB+1)> 5 (B+1)> 2B
Teda plati ¢(B + 1) > ¢(B). O

Uloha 11.5. Pre &slo B = 10" doké¥te nerovnost
(B + 1) > 0,98.(B + 1).

Tito ilohu nechdme na vyriedenie éitatelovi. Jedna
z moinosti zlepsovania odhadu z predchédzajicej tilohy
je rozdelif mnoZinu Q na viac podmno%fn. Dalej moZno
vyuiif, Ze niektoré z &fsel tvaru 2048k + 1 maju deli-
tela 3 alebo 5.

Uloha 11.6. Zistite, kolkokrat sa dislo B = 10*"'* na-
chddza v Pascalovom trojuholnfku.

Riedenie. Mime vlastne zistit pofet usporiadanych
dvojic (x, y) takych, Ze 0 <y <x a

(-

Také su zreyme dvojice (B, 1), (B, B— 1). UkdZeme, Ze
dalsie dvojice (x, y) uZ nevyhovuji; z dévodov symetrie
Pascalovho trojuholnika sa moéZeme obmedzif na pri-
pad 0 <2y <z Pripad y = 0 zrejme nevyhovuje
a pripad y = 1 diva r = B (¢o uzZ médme). Preto stadi
skimat y = 2.

PretoZe 5“"0’(:], pri séftani é&isel x — y, y v sistave

|
o zdklade 5 nastdva aspor 10'° prenosov, a teda ¢islo x
je v tejto sistave aspont (10 + 1)-ciferné, t. j. r =
> (5""°). Potom viak y = 2 ddva
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4

teda takto nedostaneme dalSie vyskyty &isla B. Preto
sa ¢islo B nachadza v Pascalovom trojuholniku prave
dvakrit, a to ako

B
(ﬂaako[B_ l]' O
10 000

Uloha 11.7. Zistite, kolkokrat sa &islo 4 = ( 3 000

nachddza v prvych 50 000 riadkoch Pascalovho trojuhol-
nika.

Riedenie. Mame vlastne zistit poéet usporiadanych
dvojic (x, y) takych, Ze x < 50 000 a (;} = A. Dve také

dvojice si (10 000, 3000) a (10 000, 7000), a .pre x =
= 10 000 uz dalsie také dvojice zrejme neexistuji. Uka-
Zeme sporom, Ze neexistuji ani pre ostatné xr < 50 000.

Na to predpokladajme (;] = A a oznaéme z = r — y,

zrejme smieme predpokl;a,daf, y < z. Teraz rozlisme dva

pnpady podla toho, &i je x men&ie alebo vaésie nez 10 000.

Pripad I. Ak x < 10 000, tak y > 3000; inak by bolo
(;) < A. Uvdime teraz prvocislo p = 3001. PretoZe

’

lOOOOJ | 7000] I 3000

plati p| A4, a teda aj p'[ 'z' .
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Aviak z = y = p, a preto p|y!, p|z!, a teda p3|z!, teda
z = 3p = 9003.
Teraz uvdime prvodislo ¢ = 6997. PretoZe

Iloooo - l(_)ogl |3000

(a ¢* > 10 000, teda ndsobky cisel ¢, ¢%, ... sa tu ne-
vyskytni), platf ¢t 4. Aviak q|z!, a preto ¢|y! alebo
q|z!. Pretoie z = y, plati ¢|z!, a teda z = g = 6997.
Teraz znova uvdime p = 3001. Plati z = 2p, a preto

pt|z!. Kedie p|y! a p‘ musi platit p* z!. Teda

121’
z = 4p, a to je spor s predpokladom z < 10 000.

Pripad 11. Nech teraz z > 10 000; potom y < 3000.
UvéZime teraz prvoéislo p = 7001. Plati p|4, plz!,
a preto p?|z!, teda z = 2p = 14 002. (Opakuju sa Gvahy
z pripadu I, preto ich uZ zapisujeme struénejsie.)

Teraz uviime prvoéislo p, = 9973. Pretoze z =
=z —y > p,, plati p,|z!. Aviak p,|A4, a preto pz?:r'
teda z = 2p, = 19 946.

Uz vieme z = 19 946 — 2999 = 16 947. Uvdime teraz
prvodislo p, = 8467. Plati z = 2p,, teda pj|z!, a pretoZe
p,|A plati p}|z!, teda z = 3p, = 25 401.

Dalej uvailme prvoéislo P, = 9967. Plati z =
= 25401 — 2999 > 2p,, teda pf|z!, Keide ps| 4, mame
pa|z!, teda z = 3p, = 29 901. Teraz polozme p, = 8967.
Znova pla.ti P4 A a pretofe z = x —y = 26 902 > 3p,,
plati p3|z!, a potom pi|z!, teda z = 4p, = 35 868.

Uplne obdobne pre p; = 8209 zistime p5|z' pt|z!, a teda
z = 5p, = 41 045. Teraz zvolime p; = 9511 a zistime
pi|z!, pi|z!, teda z = 5p, > 47 555. Nakoniec zvolme
Py = 8 93. Pretoze z = 5p,, plati p?|z, a pretoe p,|4,
plati potom p$|z!, teda z = 6p, > 50 000. Ani tento
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pripad teda neddva Ziadne daliie vyskyty ¢&isla A4
v prvych 50 000 riadkoch Pascalovho trojuholnfka.
Teda v uvedenych riadkoch sa &slo A nachédza

) . 10 000 10 000
prave dvakrat, a to ako ( 3000 ] [ 7000

Nebolo by prili§ fazké dalej zvySovat dolny odhad
pre x a dokdzaf napriklad, Ze &slo A sa uZ dalsfkrdt
nenachddza v prvych 100 000 riadkoch Pascalovho troj-
uholnika. Vystadili by sme pritom s tabulkou prvodisel
do 10 000 akq doteraz. S vyuzitim istého faktu z odseku
3.3 v8ak mozno d6jst podstatne dalej.

10 OOO]
a na-

Uloha 11.8. Dokaite, Ze &slo 4 =| 0
chédza v prvych desiatich miliénoch riadkov Pascalovho
trojuholnika prdve dvakrit.

Riedenie. Nech z, y, z maji rovnaky vyznam ako v rie-
Seni predchadzajicej tlohy. Z tohto rieSenia vieme, Ze
pre z < 14 000 existuji pridve dve rieSenia rovnice

[;] = A. (Teda z pripadu II ndm staéi len tvaha
s p = 7001.) Nech odteraz 14 000 < x < 107, Pretoze

107
7\1 — 1078 3000
(2)= (1) < a0y = 100 < gon <
10 000 9999 7002 7001 _ (10 000
3000 2999° """ 2 1 ~ |3000

musi Byﬁ y > 154. Podla vety 3.4, bod b vSak potom
existuje prvodislo p, r — y < p < x. Potom p’[i], ale
ptA (pretoze p > x— y > 14 000 — 3000 > 10 000),
a preto [;] # A. Teda Sislo A sa od 14 000-ho po 107-ty
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riadok Pascalovho trojuholnika uz nenachddza, &o bolo
treba dokdzat. [

Toto rieSenie je kratSie neZ vysSieuvedené rieSenie
(Tahsej) tlohy 11.7. ale vyuZfivali sme v fom isty fakt
o prvoéfslach, ktorého overenie bez potitata by bolo
naméhavé, aj keby sme mali k dispozicii tabulky prvo-

¢isel po 107,

Pre nasledujiicu ulohu pripomeiime, Ze mreZzové body
v rovine (s danou pravouhlou stGradnicovou sistavou)
si jej body s celoéiselnymi siradnicami.

Uloha 11.9. Uréte podet mrezovych bodov na kruZnici

s polomerom B = 10" a stredom v zadiatku stradni-
covej sistavy.

Riedenie. Rovnica uvaZovanej kruZnice je z2? + y* =
= B®*. Ak obvyklym spdsobom priradime komplexné
¢isla bodom roviny, tak mdme vlastne uréit poéet gaus-
sovskych celych éisel a + bi takych, Ze a* + b2 = B2,
t. j. |a + bi| = B.

Rozklad ¢isla B? na gaussovské prvoéisla je
B = (1 4 )¢ (2 4 )10 (2 — j)210',
Ak a?® 4 b2 = B?, tak (a -+ bi)| B2, preto
a + bi =ik (1 +i)y.(2 +1).(2—i)
pre nejaké celé éfsla k, 7, g, ¢,
0=k=<30=7r=<4.101 0<s =2.10,
0t <2.10%

(Pritom toto vyjadrenie je jednoznaéné.)
Dalgiu podmienku na r, s, ¢ dostaneme zo vzfahu

a—bi = (—if.(1 —i)y.2(—i).(2 + i)
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potom
B? = (a + bi).(a — bi) = 2r.5'",
Odtial vidno r = 2.10%, ¢ = 2.10!° — 3. Teda vo vy-
jadrenf pre @ + bi moZno volif len k, &; parametre r, zt
sd uZ potom jednoznacne urdené. MoZnost{ pre volbu
k, s spolu je
4.(2.10"° + 1) = 8.101 + 4,

a [ahko sa preveri, Ze kaid4 uZ vyhovuje. Teda na kruz-

nici s polomerom B a stredom v zadiatku siradnicovej
sistavy lezi 8.10'® + 4 mreZovych bodov. ]
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