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11. INÉ ÚLOHY 

Úloha 11.1. Dokážte, že existuje 1010 po sebe idúcich 
zložených prirodzených čísel menších než ÍO1®10. 

Riešenie I. Pře každé prirodzené číslo x označme P(x) 
BÚčin všetkých prvočísel nepresahujúcich x. Uvažujme 
konečná postupnost 

P(101®) — 1010 — 1, P(10>°) — 101®, . . 
P(1010) —3, P(1010) — 2. 

Pretože zrejme P(1010) > 2.1010 + 1, sá všetky jej 
členy celé čísla váčšie než 1010. Každý z nich má prvo-
číselný deliter menší než 1010 (pře prvý člen móžeme 
vziať 101 a pře každý další člen P(1010) — i niektorý 
prvočíselný delitel čísla i), sú to teda zložené čísla. 
Ostává len ukázat, že sú menšie než ÍO1"10 a na to stačí 
dokázat nerovnost P(1010) < 101®1". 

Pre každé prirodzené číslo n je číslo deliteTné 

všetkými prvočíslami p medzi n a 2n. Skutočne, ak n < 

< p < 2 n, tak p\(2n)\, ale plni, a preto p\ • 

Využitím tejto vlastnosti a nerovnosti < 2*» pre 

n = 5.10», 25.10* a 125.107 postupné dostáváme 
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P(10l°) ^ ( ^ i o « ) - ^ 5 - 1 0 9 ) < 2 in ,n.P(5.109) ^ 

- ^ " " ' ( i '°8 ) < 2 ln lP '51°B- 'P(25-1°9) ^ 

^ 2 ,51°9.í 25,' 1 0").P(125.10') < 21751°8.P(125.107). 
V, I ¿0 . I U ) 

Pre každé k S I je z 30 po sebe idúcich čísel 30k + i, 
0 i ^ 29 najviac <p(30) = 8 prvočísel; každé z ostat-
ných 22 čísel totiž je delitelné dvoma, tromi alebo piati-
mi. Preto počet prvočísel menších než 125.107 nepřesa-
huje 

1125 107 I 

" 30 I ' 8 < 3 0 + 4 2 ' l ° 6 ' 8 < 3 4 1 07 ' 
teda platí 

P(125. 107) < (125.107)34 107 < (ÍO10)3410' = 10M1°B. 

Spolu potom dostáváme 

P(10 l ° ) < 21761°8 lO341"8 < 860 1n9 J034 1°8 < 

^ iQ6n.io8+Mio8 ^ io1 ( , l n 

čo bolo třeba dokázat. • 
Riešenie by sme mohli podstatné skrátiť využitím 

vzorca P(n) sS 4" platného pre všetky n e P; podstatná 
ideu z jeho dókazu sme v riešení vlastně uviedli. Ďalšie 
riešenie, ktoré uvedieme, bude kratšie a dosiahneme 
podstatné silnejšie tvrdenie než sa žiada v úlohe. Jeho 
nevýhodou však je, že sa v ňom používajú podstatné 
silnejšie matematické vety. Preto například v MO a po-
dobných sáťažiach by bolo vhodnejšie prvé riešenie. 
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Riešenie 1J. Označme A počet prvočísel menších než 
B = ÍO1®1". Tieto prvočísla rozdelia ostatných B — A 
prirodzených Čísel nepresahujúcich B do A neprázdných 
intervalov po sebe idúcich celých čísel (meczi 2, 3 je 
totiž prázdny interval 

B — A 
je aspoň 

In B 
B 
A 

— 1 > 

A 
a preto 

B 

Teda aspoň jeden z ni< h obsahu-
B I 

— 1 čísel. Avšak 

B — 1 = | ln B | — 5 = 

ln B — 4 
= 11010 ln 101 — 5 ^ 2,3. IO10. 

Teda existuje aspoň 2,3.1010 po sebe idúcich zložených 
prirodzených čísel menších než IO1"10. • 

Cloha 11.2. Dokážte, že číslo B + 1, kde B = 10loln, 
nemá prvočíselný delitel1 menší než 12 000. 

Riešenie. Predpokladajme, ž e p je prvočíslo,p\(B + 1). 
Potom platí IO1"10 - —1 (mod p), Io21010 = i ( m o d p). 
Zrejme Z>(10, p) — 1, a potom z malej Fermatovej vety 
vyplývá 10""1 = 1 (mod p). Podia Euklidovho algo-
ritmu existujú celé čísla x, y také, že platí 

£)(3.1010, p — 1) = x .2 .101 0 — y-(p — 1); 

Tahko možno tiež zariadif x, y e N. 
Potom platí 

lO^.io1 0 s (modp), 

]0Í>«.I»ío.P-I) = ] (mod p). 
a odtiaf 
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Na druhej straně máme 

l<P(io10."-i) + 1 (mod p), lebo ÍO1®10 ^ 1 (mod p), 
a preto 

D(1010,p— 1) ^ D(2.1010, p — 1). 

To je možné len tak, že platí 2 n | (p — 1), t. j. p je tvaru 
2048& + 1. Avšak žiadne číslo tohto tvaru menšie než 
12 000 (t. j. pre k íS 5) nie je prvočíslo, pretože 

312049, 1714097, 5|0145, 3|8193, 7| 10 241. 

Preto p ž 2048.6 + 1 > 12 000, čo bolo třeba uká-
zat. • 

Keby sme chceli odhad 12 000 zvýšit na 24 000, 
museli by sme okrem iného dokázat, že 12 289 a 18 433 
nie sú delitele čísla B + 1. To by sme mohli najfahšie 
urobit tak, že by sme vypočítali čísla B MOD 12 289, 
B MOD 18 433 za předpokladu, že 12 289, 18 433 sú 
prvočísla. Pri týchto výpočtoch by sme použili malú 
Fermatovu vetu. Přitom by sme nemuseli ověřovat, že 
12 289, 18 433 sú skutočne prvočísla; ak by totiž boli 
zložené, určité by nedelili číslo B + 1. 

Cloha 11.3. Dokážte, že číslo B + 1, kde B = 101®10, 
má aspoň jedenást róznych prvočíselných delitďov. 

Rieáenie. Označme A{ = ÍO210'5' (teda B = 
Pre každé i e N platí 

Ai+1 + 1 = (A* — A\ + A? — A{ + 1).(Í4, + 1) 
(my však tento rozklad potřebujeme len pre i = 9, 8, 
. . . , 0). Označme C, = Af — Af + Af — A{ + 1. Platí 

Ci — (A\ — 2A? + ZA. — 4).(At + 1) = 5, 

122 



teda ak nějaké prvočíslo p delí C{ a j A{ + 1, tak p\5, 
teda JJ = 5. Avšak 5 I At + 1, a preto sú čísla A{ + 1, Ct 
nesúdeliteTné. Potom je C; nesúdeliteíné a j s každým 
delitelom čísla A{ + 1. Teda 

je rozklad čísla B + 1 na jedenásť po dvoch nesúdeli-
teíných činitelov (zrejme váčších než I). Každý z nich 
má prvočíselný delitel, pričom tieto delitele sú po dvoch 
rózne. Teda 5 + 1 má aspoň jedenásť prvočíselných de-
litelov. • 

Úloha 11.4. Nech. B = ÍO1®10 a <p znamená Eulerovu 
funkciu. Rozhodnite, ktoré z čísel <p(B), q>(B + 1) je 
váčšie. 

Riešenie. Pre každé x e N platí 

(súčin sa berie cez všetky prvočíselné delitele x). Podia 
tohoto vzorca 

Odhadneme teraz <p(B + 1) zdola. Na to rozložíme 
množinu Q všetkých prvočíselných delitefov čísla 5 + 1 
do štyroch množin 

Qi = {? 6 Q; p á ÍO«}, Q2 = {p e Q; 10* < p ^ 10«}, 
Q, = | í>eQ; 10» < p ú 10W};Q4 = { P e Q ; 10" < p ) . 

B + 1 = C.CgC/WW^C.C.. (A, + 1) 

, ( 5 ) = 5 . ( l - i ) . ( l - - i ) 
o 

Potom zrejme platí 
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. „ i , 1 1 . „ ( , _ > ) . 
p e Q , v. PJ veQ.\ Pf 

Odhadneme súčiny na právej straně; budeme přitom 
využívat výsledok získaný v úlohe 11.2, že každý prvo-
číselný deliter čísla B + 1 je tvaru 2048k + 1 a váčší 
než 10 000. Podia toho možno každý činiter v prvom 

súčine odhadnut zdola číslom 1 ; činitele v ostat-

ných troch súčinoch možno po řade zdola odhadnúf 

číslami 1 — 1 — ,0« • 1 — 1510 • Vzhradom na 
vyššieuvedený tvar prvočíselných delitefov čísla B + 1 
mohutnosti množin Qj , Q ž , Q s po řade neprevýšia 500, 
5.104, 5.10". Mohutnost n množiny Q4 odhadneme 
zo vztahu II p ^ B + 1. Odtial vyplývá (1010)n g B, 

teda lOre ^ 1010, teda n ^ 10». Preto platí 

( ] i6 0 0 ( 1 1«10Í 

rf* + ! ) > ( * + , ) . ( , _ - - ) ( i - , , . ) • 

. í i - 1 r 4 - í i — - f 
1 10« J { 10»® J ' 

<P(B + 1) >(B + l ) . [ l -

. í i - i ^ U i - J 0 9 - ) 

{ ío8 ) [ io»°y 
<p{B + 1) > (B + 1). 

í 500 _ 5.104 5.10' _ '10» \ 
'{ ÍO4 ÍO« ÍO8 10»® J * 
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<p(B + 1) > -4 (B + 1) > B. 

Teda platí <p(B + 1) > q>(B). • 

t loha 11.5. Pře číslo B = 10loin dokéžte nerovnost 

Túto úlohu necháme na vyriešenie čitaterovi. Jedna 
z možností zlepšovania odhadu z predchádzajúcej úlohy 
je rozdělit množinu Q na viac podmnožin. Ďalej možno 
využit, že niektoré z čísel tvaru 2048fc + 1 majů deli-
teTa 3 alebo 5. 

t loha 11.6. Zistite, koíkokrát sa číslo B = 1010'0 na-
chádza v Pascalovom trojuholníku. 

RieSenie. Máme vlastně zistiť počet usporiadaných 
dvojíc (z, y) takých, že 0 ^ y ^ x a 

Také sú zrejme dvojice (B, 1), (B, B — 1). Ukážeme, že 
dalšie dvojice (x, y) už nevyhovujú; z dóvodov symetrie 
Pascalovho trojuholníka sa móžeme obmedzií na pří-
pad 0 ^ 2 y ^ x. Případ y = 0 zrejme nevyhovuje 
a případ y = 1 dáva x = B (čo už máme). Preto stačí 
skúmat y ^ 2. 

Pretože 51®10 j ̂  X j , při sčítaní čísel x — y, y v sústave 

o základe 5 nastáva aspoň 1010 prenosov, a teda číslo x 
je v tejto sústave aspoň (1010 + l)-ciferné, t. j. x 
Sí (51<|10). Potom však y Si 2 dáva 

q>(B + 1) > 0 , 9 8 . ( 5 + 1). 
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c n n -
2 

teda takto nedostaneme rfalšie výskyty čísla B. Preto 
sa číslo B nachádza v Pascalovom trojuholníku právě 
dvakrát, a to ako 

( f ) a a k ° U - i ) - n 

Úloha 11.7. Zistite, korkokrát sa číslo A = ^'.j^jjj^J 
nachádza v prvých 50 000 riadkoch Pascalovho trojuhol-
níka. 

Riešenie. Máme vlastně zistiť počet usporiadaných 
dvojíc (x, y) takých, že x < 50 000 a = A. Dve také 
dvojice sú (10 000, 3000) a (10 000, 7000), a pře x = 
= 10 000 už ďalsie také dvojice zrejme neexistujú. Uká-
žeme sporom, že neexistujú ani pře ostatné x < 50 000. 

Na to predpokladajme = A a označme z = x — y\ 
zrejme smieme predpokladať y ís z. Teraz rozlišme dva 
případy podia toho, či je x menšie alebo váčšie než 10000. 

Případ I. Ak x < 10 000, tak y > 3000; inak by bolo 

< A. Uvážme teraz prvočíslo p = 3001. Pretože 

10 000 I 17000 1 13000 
P I> I P l I P 

I 
platí p\A, a teda aj p fXl = -X', 

I \y) yW-
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Avšak 2 ^ y ^ p, a preto í>|y!, í>|z!, a teda p*\x\, teda 
x ^ 3j> = 9003. 
Teraz uvážme prvočíslo <7 = 6997. Pretože 

(a q* > 10 000, teda násobky čísel q . . . sa tu ne-
vyskytnu), platí q i A. Avšak q|x!, a preto q\y\ alebo 
q\z\. Pretože z y, platí q\z\, a teda z ^q = 6997. 
Teraz znova uvážme p = 3001. Platí z a preto 

x\ 
-r-^, musí platit p4|x!. Teda 
!Z! 

p2|z!. Kedže p\y\ a p 
y\z 

x > 4p, a to je spor s predpokladom x < 10 000. 

Pripad II. Nech teraz x > 10 000; potom y < 3000. 
Uvážme teraz prvočíslo p = 7001. Platí p\A, p\z\, 
a pretop*\x\, teda x ^ 2p = 14 002. (Opakujú sa úvahy 
z případu I, preto ich už zapisujeme stručnejšie.) 

Teraz uvážme prvočíslo p, = 9973. Pretože z = 
= x — y > p l t platí Pi\z\. Avšak py\A, a preto p\\x\, 
teda x ^ 2p, = 19 946. 

Už viemez ^ 19 946 — 2999 = 16 947. Uvážme teraz 
prvočíslo pt = 8467. Platí z 22 2p2 , teda p\\z\, a pretože 
pt\A, platí p| |x!, teda x ^ 3p2 = 25 401. 

Ďalej uvažime prvočíslo p3 = 9967. Platí z 
^ 25 401 — 2999 > 2pa, teda p\\z\, Kežde p3\A, máme 

p\\x\, teda x ^ 3p, = 29 901. Teraz položme pt = 8967. 
Znova platí pt\A a pretože z = x — y ^ 26 902 > 3pA, 
platí í»J|z!, a potom p\\x\, teda x ^ 4p t = 35 868. 
Úplné obdobné pře p& = 8209 zistíme p\\z\,p\|x!, a teda 
x ^ 5ps = 41 045. Teraz zvolíme ps = 9511 a zistíme 
p\\z\, J»j|x!, teda x Si 5p t > 47 555. Nakoniec zvolme 
p, = 8893. Pretože z 5p7, platí p\\z, a pretože PI\A, 
platí potom p*|x!, teda x 2; 6p7 > 50 000. Ani tento 
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případ teda nedává žiadne ďalšie výskyty čísla A 
v prvých 50 000 riadkoch Pascalovho trojuholníka. 

Teda v uvedených riadkoch sa číslo A nachádza 
, , A , n o oooi n o 0001 

pravé dvakrat, a to ako I „ _ „ I a I I. • ' l 3000 J l 7000 I ^ 
Nebolo by příliš tažké ďalej zvyšovat dolný odhad 

pře x a dokázat například, že číslo A sa už ďalšíkrát 
nenachádza v prvých 100 000 riadkoch Pascalovho troj-
uholníka. Vystačili by sme přitom s tabuTkou prvočísel 
do 10 000 akq doteraz. S využitím istého faktu z odseku 
3.3 však možno dójsť podstatné ďalej. 

Úloha 11.8. Dokážte, ze číslo 3OQ0 | s a n a " 
chádza v prvých desiatich miliónoch riadkov Pascalovho 
trojuholníka právě dvakrát. 

Ritšenie. Nech x, y, z majů rovnaký význam ako v rie-
šení predchádzajúcej úlohy. Z tohto riešenia vieme, že 
pre x íS 14 000 existujú právě dve riešenia rovnice 

= A. (Teda z případu II nám stačí len úvaha 

s p = 7001.) Nech odteraz 14 000 < x ^ 107. Pretože 

(154) = ( ¡ Q < ( 1 0 ' ) 1 M = 101078 < 33000 < 
10 000 9999 7002 7001 _ / 10 000"l 

< 3 000"' "2999 2 f ~ ~ l 3 000 J ' 

musí byť y > 154. Podra vety 3.4, bod b však potom 
existuje prvočíslo p, x — y < p ^ x. Potom a ' e 

p I A (pretože p > x — y > 14 000 — 3000 > 10 000), 
a p ř e t o p j # A. Teda číslo A sa od 14 000-ho po 107-ty 
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riadok Pascalovho trojuholníka už nenachádza, čo bolo 
třeba dokázat. • 

Toto riešenie je kratšie než vyššieuvedené riešenie 
(Iahšej) úlohy 11.7. ale využívali sme v ňom istý fakt 
o prvočíslach, ktorého overenie bez počítača by bolo 
namáhavé, aj keby sme mali k dispozícii tabuTky prvo-
čísel po 107. 

Pre nasledujúcu úlohu připomeňme, že mrežové body 
v rovině (s danou pravouhlou súradnicovou sústavou) 
sú jej body s celočíselnými súradnicami. 

Úloha 11.9. Určte počet mrežových bodov na kružnici 
s polomerom B = 101®10 a stredom v začiatku súradni-
covej sústavy. 

Riešenie. Rovnica uvažovanej kružnice je x2 + y* = 
= B*. Ak obvyklým spósobom přiřadíme komplexné 
čísla bodom roviny, tak máme vlastně určit počet gaus-
sovských celých čísel a + bi takých, že a2 + b2 = B2, 
t. j. |a + 6i| = B. 
Rozklad čísla B2 na gaussovské prvočísla je 

B2 = (1 + i)41®10. (2 + i)2',0,0.(2 — i)21®10. 
Ak a2 + b2 = B2, tak (a + bi)\B2, preto 

a + bi = i*.(l + i)r. (2 + i)'.(2 —i)' 

pre nějaké celé čísla k, r, s, t, 
0 ^k ^ 3 , 0 ^ r ^ 4.101®, 0 ^ s ^ 2.101®, 

0 ^ t ^ 2.101®. 

(Přitom toto vyjadrenie je jednoznačné.) 
Ďalšiu podmienku na r, s, t dostaneme zo vztahu 

a — bi = (—i)*.(l— i) r-2(— i)'. (2 + i ) ' ; 

129 



potom 
B* = (a + 6i).(a — 6i) = 2'.5'+l. 

Odtiar vidno r = 2.1010, t = 2.1010 — a. Teda vo vy-
jádření pře a + 6i možno volit len k, a; parametre r, zt 
sú už potom jednoznačne určené. Možností pře volbu 
k, a spolu je 

4.(2.1010 + 1) = 8.1010 + 4, 
a lahko sa preverí, že každá už vyhovuje. Teda na kruž-
nici s polomerom B a stredom v začiatku súradnicovej 
sústavy leží 8.1010 + 4 mrežových bodov. • 
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