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7 ARITMETIKA

Aritmetiku stafi Indové nazyvali pdtiganita (pati-ganita); tento termin je
odvozen z pdti (patr), coz znamend deska nebo tabulka, a ganita (ganita) neboli
véda o poéitani.! Nazev pdtiganita mtizeme pielozit jako véda o poéitani, které
vyuziva desku pro zapisovani.? V nejstarsich dobach se vsak éislice pouzivaly
pouze pro zapis ¢isel nebo dat, pocitalo se pomoci muslicek kauri,® &isla se tedy
nepsala, ale ,,pokladala“. Podobn4 situace byla i ve staré Ciné, kde k po¢itani
slouzily pocetni ty¢inky.*

Indi¢ti po¢tafi pouzivali muslicky dvojiho druhu: podlouhlé ankardsi (arnka-
rasi) slouzily k vyjadfeni ¢islic 1 az 9, kulaté sunjardsi (Sanya-rasi) oznacovaly
nulu. Muslicky se pokladaly ve skupinkach, naptiklad ¢islo 52077 bylo zna-
zornéno nasledujicim zptisobem, svislé carky predstavuji podlouhlé muslicky,
krouzek kulatou:®
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P1i sc¢itani dvou ¢isel se jeden s¢itanec znazornil na pocitaci desce a druhého
sCitance si poc¢tar pamatoval, pfi vypoctu jesté musel znat doplnék kazdé cislice
do deseti. Pti vlastnim vypoctu bylo nutné rozliSovat t¥i pripady.

a) Kdyz pfi¢itand ¢islice byla mensi nez doplnék odpovidajici ¢éislice znazor-
néné na desce, pak se na desku pridal potfebny pocet muslicek.

b) Jestlize se pfic¢itand cislice rovnala dopliiku, pfidala se jedna podlouhla
muslicka do nejblizsiho vyssiho fadu a s¢itané muslicky se odebraly a nahradily
jednou kulatou.

c¢) Pokud byla pfi¢itana ¢islice vétsi nez doplnék do deseti odpovidajici ¢islice
na desce, odebral se od muslicek doplnék do deseti pri¢itané Cislice a pridala se
jedna podlouhld muslicka do nejblizsiho vyssiho fadu.

Podobné se provadélo i odéitani, vyuzivaly se vzorce

a+b=a—(10-0)+10, a—b=a+(10—-0b)—10.

Nasobeni se prevadélo na opakované scitani, déleni na opakované odcitani.
Pozdéji, kdyz uz se bézné pocitalo s Cisly vyjadienymi v desitkové pozicni
soustavé, se tato Cisla zapisovala do prachu rozprostfeného na desce nebo na

1 Pavod slova neni sanskrtsky, ale pochézi z dialekti ze severni Indie. Sanskrtsky nazev
pro tabulku je patta nebo phalaka. Slovo patz se v sanskrtské literatufe objevuje az v 7. stoleti.

2 Pro poditani se pouzivaly dievéné tabulky jesté v 19. stoleti, protoze papir byl vzacny.

3 Kauri jsou ulity rtznych mékkyst z celedi Cypraeidae, které se pouzivaly také jako
platidlo. Jejich sanskrtsky nazev je vardtaka (varataka).

4 Pocitani pomoci ¢inskych pocetnich tyéinek je popsano napt. v [Hul.

5 Podle [Ju], str. 115.
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zemi. Proto se provadéni matematickych vypoc¢tl také nékdy nazyvalo dhuli-
karman (dhali-karman, tj. prachové préce). Néktefi pozdéjsi autofi pouzivali
i ndzev vjaktaganita (vyakta-ganita, tj. véda o poéitani se ,zndmymi“), na rozdil
od nazvu pro algebru avjaktaganita (avyakta-ganita, tj. véda o poéitani s ,ne-
zndmymi*). Terminy pdtiganita a dhilikarman byly pfelozeny do arabstiny jako
véda o pocitani na tabulce (ilm-hisab-al-takht) a pocitini na prachu (hisab-al-
ghobar).

Podle Brahmagupty (7. stol.) staf{ Indové rozliSovali dvacet aritmetickych
operaci nazyvanych parikarman (parikarman) a k nim fadili osm tzv. urcéeni
neboli vjavahdra (vyavahara). Uréeni predstavovalo jakysi postup ¢ metodu,
jak Tesit llohu daného typu, jak ,ur¢it“ nezndmou veli¢inu.

Brahmagupta uvedl:®

BrSpSi/xii.1
Ten, kdo jasné znd scitani a dalsi z dvaceti operaci jednu po druhé
a osm urceni vcetné merent pomoct stinu, je matematikem.

Mezi dvacet aritmetickych operaci patiilo:”

séitdni — samkalita (samkalita),
odéiténi — vjavakalita (vyavakalita),
nésobeni — gunana (gunana),
déleni — bhdgahdra (bhaga-hara),
druhéd mocnina — varga (varga),
druhé odmocnina — vargamila (varga-mala),
tfeti mocnina — ghana (ghana),
tfeti odmocnina — ghanamaila (ghana-mala),
. pét pravidel pro zlomky — parica dZdti (parica jati),
pravidlo t¥ — trairdSika (trai-rasika),
obracené pravidlo tii — vjastatrairdsika (vyasta-trai-rasika),
pravidlo péti — paricardsika (panca-rasika),
pravidlo sedmi — saptardsika (sapta-rasika),
pravidlo deviti — navardsika (nava-rasika),
pravidlo jedenécti — ékddasardsika (ekadasa-rasika),
vyménny obchod — bhdnda-prati-bhdnda (bhanda-prati-bhanda).
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Osm urceni zahrnovalo:

zasoby — ¢iti (citi),

fezy — krakacika (krakacika),
hromady — rdsi (rasi),

stiny — ¢hdjd (chaya).

rizné lohy — misraka (misraka),
posloupnosti — §rédhi (Sredhi),
rovinné obrazce — ksétra (ksetra),
vykopy — khdta (khata),

Ll e
®© N>

Prvnich osm operaci bylo povazovano za zékladni. Operace zdvojovani a pii-
leni, které byly pokladany za zakladni v Egypté a Recku, se v indickych po-

6 Podle [Col], str. 277.
7 Podle [DS1], str. 124.
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jednanich nevyskytovaly. Tyto operace byly dilezité hlavné tam, kde neznali
pozi¢ni zapis Cisel.

Zdroje

Matematické poznatky nebyly zpocatku sepisovany do samostatnych knih,
ale byly soucasti astronomickych praci znamych pod nazvem siddhanty, ty
nejstarsi vSak jesté matematické partie neobsahovaly. Arjabhata I. (6. stol.)
byl prvni, kdo zahrnul do své astronomické prace Arjabhatija dvé kapitoly
o matematice. Nasledoval ho Brahmagupta (7. stol.) a pozdéji se stalo béznym
zvykem zafazovat do astronomickych pojednani matematické pasaze.® Bhaska-
ra I. (7. stol.) je autorem komentéie k matematické ¢asti prace Arjabhatija.

Nejstarsi dostupné prace, které se témeétr vyhradné vénuji aritmetice, jsou
anonymni rukopis Bakhsdli (asi 7. stol.),” Ganitasdrasamgraha (Mahévira,
9. stol.),!0 Trisatikd, Pdtiganita (Sridhara, 10. stol.),!! ¢4ste¢né se aritmetikou
zabyvéa Brdhmasphutasiddhdnta (Brahmagupta, 7. stol.).1? Pozd&jsi aritmeticka
dila jsou Ganitatilaka (Sripati, 11. stol.),'3 Lildvati (Bhaskara II., 12. stol.),*
Ganitakaumudi (Narajana, 14. stol.).'®> Tato dila obsahuji pravidla pro dvacet
operaci a osm urceni, ktera jsou nékdy doplnéna piiklady k ilustraci vyslove-
nych pravidel.

Vyklad a studium

V Indii byl vystizny a stru¢ny vyklad, zejména ve védeckych pojednénich,
vysoce cenén. Indické prace byly psany velmi tsporné, obsahovaly jen znamé
vzorce a vysledky, nékdy byla pfilisna struc¢nost az na tkor srozumitelnosti.
Zejména, starsi prace, napiiklad Arjabhatija, jsou napséany ve velmi zhusténé
podobé, proto k nim pozdéji vznikaly rtizné komentéie.' Obliba stru¢ného
vyjadfovani byla zptusobena predevsim nedostatkem psaciho materialu.

Vzdélani poskytovaly brahmanské skoly nebo buddhistické klastery. Studium
bylo zaloZeno na ustni tradici, proto obvykle trvalo az dvanact let. Zakladni
vzdélani brdhmana vyzadovalo znalost filozofie, rétoriky, gramatiky, poetiky
a literatury, ovsem jen maloktery student zvladl predepsanou latku v plném
rozsahu. Z fad brahmant, ktefi se vénovali studiu urc¢itého oboru mnoho let,

7 NN

pak vyrtstali ucitelé. V guptovské 1isi se staly centrem vzdélanosti hinduis-
tiské chramy, v nékterych z nich byly i skoly vyssiho stupné. Nejznadméjsi byly

8 Napi. Mahdsiddhdnta (950) nebo Siddhdntasekhara (1036).

9 Sanskrtsky text doplnény anglickym prekladem a komentafi je v knihach [Kay1], [Kay2],
[Hal].

10 Sanskrtsky text doplnény anglickym piekladem a komentéfi je v knize [Ran].

11 Sanskrtsky text s anglickym piekladem obsahuje [Shul].

12 Anglicky preklad véetné starych komentit je uveden v [Col].

13 Sanskrtsky text s anglickym pfekladem obsahuje [KaHR].

14 Anglicky preklad véetné starych komentait je uveden v [Col].

15 Sanskrtsky text s anglickym piekladem obsahuje [DvP].

16 Piehled komentatorti a jejich komentait je uveden napt. v [Ke2).
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v Taksasile, Udzdzajini a Varanasi. V budhistickych klasterech bylo mozno zis-
kat vzdélani nejen nabozenské, ale i svétské. Nejvetsi proslulost ziskala koncem
4. stol. n. 1. buddhistickd univerzita pii klasteru v Nalandé pobliz Pataliputry.
Studenti za vzdélani neplatili, klastery byly podporovany panovniky. Ke stu-
diu se hlasilo mnoho adeptt z celé Indie i cizich zemi, ktefi museli zvladnout
obtizné prijimaci zkousky. Univerzita poskytovala vzdélani v mnoha oborech,
bylo mozno studovat napiiklad filozofii, literaturu, lékafstvi, matematiku.

Mlady clovek, ktery chtél studovat aritmetiku, tj. zvladnout pocitani na
desce, se musel nejprve naucit nazpamét vSechna pravidla potiebnd pii feSeni
priklad. Spoleéné s kazdym krokem vypoctu opakoval pfislusné pravidlo. U¢i-
tel dohlizel a pomahal studentovi, kdyz udélal chybu. Jakmile student ziskal
dostatecnou zrucnost a zvladl vsechny priklady obsazené ve studovaném textu,
predlozil mu ucitel dalsi. Kazdy dobry ucitel mél zasoby prikladd odstupnova-
nych podle obtiznosti. Teprve na tomto stupni si student zac¢inal uvédomovat
podstatu kazdého problému a rozumét pravidlim, kterd se na zacatku nau-
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podle indické tradice zaloZena na memorovani. Student, ktery nedokoncil celé
studium, véts§inou neznal nic vic, nez pouhé mechanické aplikovani vzorci.!”
Jen maélo ucitelt zvladlo provést zaky vSemi stupni vyuky a ¢lovék, ktery mél
opravdovy zajem o studium, musel jit do néjakého centra vzdélanosti nebo
k néjakému slavnému ucenci.

Vypocty se provadély na desce pokryté prachem, ¢isla se zapisovala do pra-
chu prstem nebo dfevénym rydlem. K psani na desku se nékdy pouzival i kou-
sek steatitu!® nebo kifdy tzv. pdndu-lekha (pandu-lekha). Napsanych ¢isel se
na desku veslo malo, proto bylo béZzné mazat ty ¢asti vypoctu, které uz nebyly
potfebné, a tim uvolnit misto na dalsi kroky vypoctu.

Studium matematiky bylo obtizné, rozumeélo ji jen velmi malo lidi, pfesto
znalost vyssi matematiky nepfinaSela materidlni zisk. Jistou znalost matema-
tiky a astronomie v8ak vyzadovaly nabozenské zvyky. Navic vzdy existovala
tfida lidi, ktefi se vénovali vésténi. Tito astrologové potfebovali urcité znalosti
matematiky a astronomie, aby svymi védomostmi mohli ucinit dojem na své
posluchace. Obcas se néktery z jejich zakt zacal o matematiku zajimat vice,
usiloval o diikladné porozuméni predmétu, zacal psat nezavisla pojednani nebo
komentare ke starsim textim.

V dobé zahrani¢nich invazi, vnitinich konflikti, $patné vlady a z toho vy-
plyvajici nejistoty byl zdjem o studium matematiky, ostatnich véd i uméni
pomérné maly. Od 13. stoleti vznikalo v Indii velmi malo ptvodnich praci,
byly vsak psany komentare ke starsim spistim. Nejvyznamnéjsi byly stale prace
Bhaskary II. (12. stol.), které jako uc¢ebnice ovlivnily devét stoleti.

17 Detaily o studiu matematiky pochézeji z riiznjch komentait, napiiklad Ganésova, viz
[Bag3].
18 Steatit je druh mastku.
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Symbolika aritmetickych operaci

V rukopisu Bakhsdli neexistovaly zadné specialni symboly pro zakladni arit-
metické operace, ty byly vyjadieny jen zkratkami: yu (yuta, tj. pficteny), gu
(guna nebo gunita, tj. ndsobeny), bha (bhaga nebo bhajita, tj. déleny). Zvlast-
nosti rukopisu je vyskyt symbolu +, ktery znamenal, zZe se mélo odecist Cislo
stojici pred timto znaménkem.!? Pro ilustraci uvedeme nékteré piiklady:2°

11 yu 5

1 1 znamenalo 1145
‘ 333333310 gu ‘ znamenalo 3-3-3-3-3-3-3-10
11111111 |
1 11 1 bha| 36 36
1 11 1 znamenalo T ) T T

- Ha+Ha-Ha+12

2 3 an s . (1-2)1+350-3)0+5)

Pozdéji byl symbol pro odcitani vyjadfen teckou nebo malym krouzkem
umisténym nad ¢islem, naptiklad 5 nebo 5, pro ostatni operace zadné symboly
neexistovaly, ¢isla nebo vyrazy se zapisovaly vedle sebe.

7.1 Operace s nulou

V avodu aritmetickych textd byvaly definovany nézvy desitkovych rada
a uvedena pravidla pro operace s nulou. Nejstarsi zminka o séitani a oddi-
tani s nulou je v astronomické praci Paricasiddhdntikd (pocatek 6. stol.), vét-
Sina aritmetickych operaci s nulou je poprvé uvedena v komentaii Bhaskary I.
k Arjabhatije (7. stol.), pozdéji je popisovali i dalsi autoti.! Sé¢iténi, odéitani
a nasobeni bylo definovano stejné jako pocitdme dnes, déleni vsak zpocatku
pusobilo problémy.

a+0=0+a=a, a—0=a, a—a=20,
a-0=0-a=0, 0:a=0.

19 A. Hoernle odvozoval znaménko ,+“ ze starého symbolu pro ka, zkratku slova kanita
(zmensSeny), Diofantos pak podle obraceného pismena v, viz [Kayl]. B. Datta pfedpokladal,
ze symbol muze byt odvozen ze zkratky ksa (ksaya, tj. odeéteny), viz [DS2].

20 Folio 59 recto, viz [Kay2], str. 215, folio 47 recto, viz [Kay?2], str. 229 a folio 13 verso,
viz [Kay2], str. 204.

21 Podle [DS1].
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Mahavira uvedl pro poéitani s nulou toto pravidlo:22

GaSaSa/i.49

Clislo ndsobené nulou je nula, [¢islo] ziistane nezménéné, je-li délené,
sloucené nebo zmensené nulou. Ndsobeni a jin€ operace ve spojent
s nulou [zplsobi] nulu; a pFi operaci sc¢itini nula se stane tim, co
k ni je priddno.

Zda se, ze Mahéavira definoval chybné a : 0 = a. Déleni nulou indickym
ucenciim pusobilo potize, naptiklad Brahmagupta tvrdil, ze nula délena nu-
lou je nula,?® vétsinou vsak povazovali déleni nulou za nemozné. Bhaskara II.
v praci Lildvat? tvrdil, Ze ¢islo délené nulou je veli¢ina, kterd se neméni, kdyz
k ni pri¢teme nebo odecteme néjaké ¢islo, v praci BidZaganita své tvrzeni jesté
upiesnil:?*

BiGa/i.14 (&ast)
Velicina délend nulou je zlomek, jehoZ jmenovatelem je nula.

K tomu komentator Krsna v 17. stol. pfipojil vysvétlujici poznamku, ze
tak, jak se délitel zmensuje, tak se podil zvétsuje, az je nedefinované velky,
nekonecny. V tomto zdivodnéni mizeme vidét ndznak limitniho pfechodu

coz spolecné s predchozim tvrzenim z Lildvati mizeme vnimat jako

g:I:b:g, resp. oot b=o00.
0 0

Problém 0 : 0, resp. % vSak nedokazali indicti ucenci uspokojivé vysveétlit.

Za zakladni byly povazovany operace s¢itani, od¢itani, nasobeni, déleni, vy-
pocet druhé mocniny a odmocniny, vypocet tfeti mocniny a odmocniny. Ne
v kazdém textu vSak byly popsany vSechny. S¢itani a od¢itani bylo v aritme-
tickych dilech zminovano jen okrajové nebo viibec ne, néktera dila obsahovala
nazvy raznych metod nasobeni, ale vlastni metody byly casto popsany jen velmi
druhé mocniny a odmocniny i tfeti mocniny a odmocniny, byly uvedeny ve
vétsine texti.

22 Podle [Ran], str. 6-7. Podobna pravidla uvedli i dal§i autofi, napi. Sridhara PaGa/21,
podle [Shul], str. 7, nebo Bhéskara II. Lila/ii.44-45, podle [Col], str. 19, BiGa/i.16, podle
[Col], str. 136-138.

23 Viz sloky BrSpSi/xviii.31-36, podle [Col], str. 339.

24 Podle [Col], str. 137.
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Indi¢ti matematikové si velmi brzy uvédomili, Ze vSechny matematické ope-
race jsou odvozené ze s¢itani a odéitani. Bhaskara I. tvrdil:2®

Vsechny aritmetické operace jsou rozdélené do dvou skupin, i kdyz
se vétsinou uvaZufi ¢ty [s¢itani, odéitani, nasobeni, déleni]. Dvé
zdkladni skupiny jsou zvétsovdni a zmensovdni. S¢itdni je zvétsovdni
a odcitani je zmensovani. Tyto dva druhy operacti prostupuji celou
matematiku. Predchozi ucitelé tikali: ,Ndasobeni a umocnovdni jsou
zvldstni druhy scéitant, déleni a odmocriovdni jsou zvldstni druhy od-
citani. Skutecné, kazZdd matematickd operace se sklddd ze zvétsovani
a zmensovdni.“ Melo by se védét, Ze celd ta véda se opravdu skldda
jen z téchto dvou skupin.

Stara indicka aritmetika pocitala s nezdpornymi celymi ¢isly a se zlomky.
Operace se zapornymi Cisly a vypocty kvadratickych iracionalit byvaly Fazeny
do algebry.

7.2 Scitani

Indicky nézev pro s¢itdni byl samkalita (dané dohromady). Dalsi uzivané
terminy pro scitani byly napiiklad samkalana, misrana, sammélana, samjo-
dzana, ékikarana, jukti, joga.?® Nékteii pozdéjsi autori uzivali nazev samkalita
v obecném smyslu jako soucet posloupnosti. Ve vSech matematickych a astrono-
mickych dilech byla znalost s¢itani pokladana za samoziejmost. Arjabhata II.
v praci Mahdsiddhdnta definoval séitani takto:2”

MaSi/xiv.2 (¢ast)
Vytvdrent jednoho z nékolika cisel je scitand.

Velmi stru¢né zminky jsou v nékterych pozdéjsich dilech. Bhaskara II. uvedl:?®

Lila/ii.12
Soucet cisel podle jejich mist je ziskan podle primého nebo obrdce-
ného pravidla; nebo [v pfipadé odéitani] jejich rozdil.

Piimy zpusob

Pfi pfimém zptisobu, tzv. krama (krama), se postupovalo zprava doleva, al-
goritmus s¢itani tedy zacinal od jednotek. Cisla se zapsala jedno pod druhé tak,

25 7, jeho komentaie k praci Arjabhatija, podle [DS1], str. 130.

26 Samkalana (dévani dohromady), misrana (smé&Sovani), sammelana (smichani dohro-
mady), samyojana (spojovani dohromady), eki-karana (davani do jednoho), yukti (spojo-
vani), yoga (slu¢ovéni). Posledni termin pro s¢itani se uvadél pouze v sulbasitrdch. Pozdéji
vyjadroval nasobeni.

27 Podle [DS1], str. 130, [DvS], str. 14.

28 Podle [Col], str 5.
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aby jednotky vSech ¢isel byly pod sebou, posledni ¢islo bylo podtrzené linkou,
pod ni se zapisoval soucet, stejné jako dnes pii pisemném scitani. Nejprve se
pod linku zapsal soucet ¢islic na misté jednotek, tim se ziskala ¢islice na misté
jednotek celkového souc¢tu. Pak se secetly cislice na misté desitek, jejich soucet
se pricetl k ¢islici na misté desitek v ¢asteéném souctu pod linkou a vysledkem
se tato Cislice nahradila. Tak se ziskala Cislice na misté desitek celkového souc¢tu
atd.

V jiné metodé se nahoru zapsal nejvétsi sc¢itanec a jeho Cislice se postupné
prepisovaly prislusnymi cislicemi souctu.

Na ptikladu 65 + 58 = 123 jsou porovnany oba zptisoby zapisu jednotlivych
krokii:

65 65 65 nebo 65 73 123
_58 _58 _58 58 58 58
13 123

Obraceny zpusob

Obréceny zpusob, tzv. utkrama (utkrama), probihal zleva doprava, séitani
zacinalo na misté nejvyssiho fadu. V tomto pfipadé se nejprve secetly cislice
nejvyssich fada a vysledek se zapsal pod né, tj. pod nejvyssi fad. Postupné
nasledoval soucet dalsich, nizsich fadi. Kdyz bylo potfeba, ¢asteéné soucty se
opravily.

Priklad 65 + 58 = 123 je nyni feSen obracenym zpusobem:

65 65 65 nebo 65 115 123
_58 _58 _58 58 58 58
11 123

Komentator Gangadhara (Gangadhara) v 15. stol. napsal:??

Podle pravidla éislice rostou [podle hodnoty] smérem doleva, scitani
nejprve jednotek je primd metoda, sc¢itdni nejprve cislic na posled-
nim misté je obrdcend metoda.

Poznamenejme, ze Arabové oddélovali jednotlivé fady svislymi ¢arami, ale
Indové nikoli.

7.3 Odcitani

Pro odcitani se uzivaly nazvy vjavakalita, vjavakalana, $odhana, patana,
vijoga atd.3? Vysledku se fikalo $€sa (Sesa, tj. zbytek) nebo antara (antara, tj.
rozdil). MenSenec se nazyval sarvadhana (sarva-dhana) nebo vijodzja (viyojya)
a mensiteli se fikalo §ddhaka (Sodhaka) nebo vijodzaka (viyojaka).

29 Podle [DS1], str. 131.
30 Vyavakalita (oddélené), vyavakalana (oddélovéni), sodhana (&isténi), patana (snizo-
véani), viyoga (rozdéleni) atd.
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Arjabhata II. podal tuto definici odéitani:3
MaSi/xiv.2 (éast)
Odstranéni [néjakého ¢isla] z sarvadhana [celkového poctu] je odci-
tant; to, co zistane, se nazyvd Sesa [zbytek].

Odcitat se mohlo opét pfimym nebo obracenym zptisobem.
Piimy zpusob

P1i odcitani piimym zpiisobem se pod mensence zapsal mensitel tak, aby
jednotky obou ¢isel byly pod sebou. Cislice mensence se postupné mazaly a na-
hrazovaly ¢islicemi rozdilu. Od¢itat se zacalo tim, zZe se od jednotek mensence
odecetly jednotky mensitele, rozdilem se pfepsaly jednotky mensence. Stejné
se postupovalo dal smérem k nejvyssimu fadu. Jestlize cislice mensence byla
mensi nez odpovidajici ¢islice mensitele, ,ubrala® se jedna desitka nasledujiciho
radu mensence, ktera se ,pfidala®“ k ¢islici na nizsim radu, aby odecteni mohlo
byt provedeno.

Obraceny zpusob

Obraceny zpusob byl podobny, jediny rozdil byl v tom, Ze se zacinalo od
mista nejvyssiho fadu mensitele. Pokud to bylo nutné, ¢asteéné rozdily se opra-
vovaly. Tento postup byl vhodny pro pocitani na desce, kde se ¢isla snadno ma-
zala a prepisovala. Obraceny postup se v Indii bézné pouzival a byl povazovan
za snadnéjsi nez pfimy.

Na ptikladu 10000—360 = 9640 je porovnani piimého a obraceného zptisobu:

pimy zptisob: 10000 9940 9640
360 360 360

obraceny zpusob: 10000 9700 9640
360 360 360

Nasledujici piiklad je od Bhaskary II., uvadime jej i s autorovym fesenim.3?

Lila/ii.13
Priklad. Krasna bystra Lilavati, jsi-li znald sc¢itdni a odcitant, vekni
mi soucet dvou, péti, triceti dvou, sto devadesdti tri, osmndcti, de-

seti a sta dangch dohromady; a zbytek, kdyz jejich soucet je odecteny
od deseti tisic.

Vyjadiens, 2, 5, 32, 193, 18, 10, 100.
[Odpovéd.] Vysledek scitdni, 360.

Vyjadrent pro odcitdni, 10000, 360.
[Odpovéd.] Vysledek odéitdani, 9640.

31 Podle [DS1], str. 132, [DvS], str. 14.
32 Podle [Col], str. 5.
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V dile Mandraridzana (Mano-ranjana; 15. stol.), komentafi prace Lildvatt,
je vysvétlen proces séitani podle jednotlivych fadi, coz byl postup pouzitelny
pro pfimy i obraceny zptisob:33

Soucet jednotek: 2,5,2,3,8,0,0 20
Soucet desitek: 3,9,1,1,0 14

Soucet stovek: 1,0,0,1 2
Soucet soucti: 360

Surjadésa (Sturyadasa) ve svém komentafi k Lildvati vysvétloval odéitani na
piikladu 1000 — 360:34

Proto odcitani je primé, Sest nemuze byt odecteno od nuly na misté
desitek, tak vezmi deset a odecti Sest, zbytek [Cty¥i] se zapiSe nad
[Sest] a deset se odecte od ndsledujiciho mista. ProtoZe tddy jednotky,
desitky atd. jsou ndsobky deseti, tak cislice mensitele, kterd se ne-
muze odecist od odpovidajici pozice mensence, se odecte od desetsi,
vezme se zbytek a deset se odecte od ndsledujici pozice. V tomto
zpusobu se ta desitka bere aZ k poslednimu mistu, dokud neni vy-
cerpand posledni cislice. Jinymi slovy ¢isla do deviti zabiraji jedno
misto, rozliSovani pozic zacindg od deseti. TakZe je zndmé, ,kolik de-
sitek je v daném cisle“, proto cisla, kterd se nemohou odecist od své
pozice, se odectou od ndsledujici desitky a vezme se zbytek.

7.4 Nasobeni

Bézné uzivany indicky nazev pro nasobeni byl gunana, tento vyraz se objevil
uz ve védskych dilech. Existovaly i dalsi nazvy, naptiklad hanana, vadha, ksaja
(hanana, vadha, ksaya), které znamenaly zabijeni nebo niceni. Tyto ndzvy se
objevily pozdéji se vznikem novych metod a desitkovym pozi¢nim zapisem:
¢initel — nasobenec se postupné ,nic¢il“ a na jeho mista se zapisovaly cislice
souéinu.??

V Sulbasitrdch se uzival vyraz abhjdsa (abhyasa) pro s¢itani i ndsobeni. To
svedéi o tom, Ze v té dobé predstavoval proces nasobeni opakované s¢itani. V ru-
kopisu Bakhsdli se uzival pro ndsobeni nazev parasparakrtam (parasparakrtam,
tj. ddvani dohromady). Starovéka terminologie ukazuje, Ze nasobeni bylo ,opa-
kované sc¢itani Cinitele — nasobence tolikrat, kolik byl Cinitel — nasobitel“. Na-
sobenec se nazyval gunja (gunya), nasobitel gunaka (gunaka) nebo gunakdra
(guna-kara), souin ghdta (ghata) nebo pratjutpanna (pratyutpanna). Tyto po-
jmy se vyskytovaly ve vSech indickjch dilech.

V Indii existovalo nékolik riznych zpasobt nasobeni — metoda dvefniho
pantu, metoda kfizového nasobeni a jesté nékolik metod, kde se nasobilo ¢islem

33 Podle [Col], str. 5.
34 Podle [DS1], str. 133.
35 Staré indické metody nasobeni jsou porovnany v élanku [Syl].
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rozdélenym na casti. Mezi tyto metody se fadily metoda nasobeni oddélenim
mist a ji velmi podobna metoda nazyvana cikcak, metoda nasobeni po ¢astech
a algebraickd metoda.

Arjabhata I. nezmitioval z4dné bé&zné metody nasobeni, pravdépodobné je
povazoval za prilis elementarni a vSeobecné dobtfe znamé. Brahmagupta vy-
nechal bézné uzivanou metodu dvefniho pantu, Sridhara a Mahavira popsali
metodu kiizového nasobeni, metodu dvefniho pantu, nasobeni po ¢astech, a na-
sobeni oddélenim mist. Bhéaskara II. kromé téchto ¢tyf metod uvedl jesté al-
gebraickou metodu, Arjabhata II. vysvétlil pouze obvyklou metodu dveiniho
pantu.

7.4.1 Metoda dveiniho pantu

Sanskrtsky nazev metody je kapdtasamdhi (kapata-samdhi).?® Tuto metodu
popsali Sridhara, Arjabhata II., Sripati i néktefi pozdéjsi autofi.

Sripati v praci Siddhdntasekhara uvedl:3”

Umisti ndsobence pod ndsobitele jako v pantu dveri a ndsob po-
stupné [¢islice ndsobence| posouvdnim [nasobitele] v pFimém nebo
obrdaceném potadi.

Pfimy zpusob

Tato metoda nebyla piili§ oblibend, posledni, kdo se o ni zmitioval, byl Sri-
pati v 11. stoleti. Postup popiseme na piikladu 435 - 12 = 5220.38 Vypocet
trochu pfipomina dnesni pisemné nésobeni, ale za nasobitele bylo povazovano
horni ¢islo. Nasobenec 435 se zapsal na desku pod nésobitele 12 tak, aby jed-
notky nasobence byly pod nejvyssim fadem nésobitele. Prvni ¢islice nasobence,
tj. 5, se postupné nasobila obéma ¢islicemi nasobitele od jednotek: 5 - 2 = 10,
pfitom se 0 zapsala pod 2 a 1 se zapamatovala,3® pak se nasobilo 5 -1 = 5,
k souéinu se pricetla zapamatovand 1, tedy dohromady 6. A protoze éislo 5
uz nebylo dél potfebné, smazalo se a na uvolnéné misto se zapsala 6. Nyni se
nasobitel posunul o jedno misto doleva a néasobila se dalsi ¢islice nasobence,
tj. 3: nejprve 3 -2 = 6, Cislo 6 se piicetlo k 6 zapsané pod 2, soucet je 12.
Cislo 6 se nahradilo 2 a 1 se zapamatovala, pak 3 -1 = 3, k tomu se piicetla
zapamatovana 1, tedy 3+ 1 = 4, ¢islo 3 se smazalo a na jeho misto se zapsala 4.
Naésobitel se opét posunul o misto doleva. Nasledoval posledni krok nasobeni,
4.2 =28,8+4 =12, ¢islo 4 se nahradilo ¢islem 2 a 1 se zapamatovala, pak

36 Slovo kapdta (kapdata) znamend dvete a samdhi (samdhi) mizeme prelozit jako zavés.

37 Podle [DS1], str. 137.

38 Pro jednodussi popis budeme misto terminu é&initel rozliSovat nasobence, tj. nasobené
Cislo, a nasobitele, tj. ¢islo, kterym se nasobilo. V prikladu 435 - 12 je 435 nasobencem a 12
nasobitelem.

39 Zackatecnici si pravdépodobné poznamenavali tato ¢isla na jiné misto desky.
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4-1=4a4+1=5, tato 5 se zapsala vlevo od 2. Nakonec se smazala i 12
a na desce zustal pouze vysledek 5220. Na desce se tak postupné objevovaly
tyto vypocty:

12 12 12 12 12 12 12 12 12
435 4350 4360 4360 4320 4420 4420 4220 5220 5220

V predchozim postupu byla ¢isla 12 a 435 ,zni¢ena“ a ¢islo 5220 ,vzniklo“
(pratyutpanna). Proto se termin pratyutpanna nékdy pouzival pro soudin.

Posun nésobitele mél dva dtvody:

a) Levéa éislice nasobitele stdla nad tou ¢islici ndsobence, kterd se pravé
nasobila.
b) Diléi soudin se pricital k ¢islici ndsobence umisténé pod éislici nasobi-
tele, kterou se praveé nasobilo.
Nékdy soucin presahoval za posledni ¢islici nasobitele. V takovém piipadé se
posledni dislice ¢astecného soucinu zapsala samostatné. Zacatecnici se Casto
dopoustéli chyb v tom, Ze Spatné prficetli stranou poznacena ¢isla nebo smazali
nespravnou ¢islici nadsobence. Proto dostaval prednost obraceny zptsob.

Obraceny zpusob

Existovaly dva typy obraceného zpisobu. V prvnim typu byla ¢isla zapsana
pod sebou tak, Ze nejvyssi fad nasobence byl pod jednotkami nasobitele. Cislice
nasobence se zacinaly nasobit zleva ¢islicemi nasobitele zprava, tedy ve stejném
prikladu 435 - 12 se nejprve vynasobilo 4 -2 = 8, ¢islo 4 se smazalo a nahradilo
8, pak 4-1 = 4, ¢islo 4 se zapsalo pod jednicku. Nasobitel 12 se posunul o jedno
misto doprava, aby se mohla nésobit dalsi ¢islice nasobence — trojka. Tedy
3-2 =0, cislo 3 se smazalo a na jeho misto se zapsala 6, pak 3-1 =3 a tato 3
se musela pricist k &islici pod jednickou: 348 = 11, proto jesté 4 +1 = 5. Cislo
48 se tedy nahradilo ¢islem 51 a opét nasledoval posun néasobitele. Nakonec
se nasobila zbyvajici ¢islice nasobence, tj. pétka. Tedy 5 -2 = 10, ¢islo 5 se
nahradilo ¢islem 0, 1 se zapamatovala, pak 5:1 = 5,541 =6 a 6+16 = 22, ¢islo
16 se nahradilo ¢islem 22. Tim se ziskal vysledek 5220. Jednotlivé mezivypocty
za sebou nasledovaly takto:

12 12 12 12 12 12 12 12 12
435 835 4835 4835 4865 5165 5165 5160 5220 5220

Druhy zptsob se lisil tim, Ze se zacinalo nasobit ¢islicemi nasobitele zprava.
Cisla se zapsala pod sebe stejné jako v minulém piikladu a nasobilo se nejprve
4 -1 = 4, soucin se zapsal pod 1, potom 4 -2 = 8, ¢islo 8 nahradilo ptivodni
4 a nasobitel se posunul o pozici vpravo. DAl se nasobila trojka 3 -1 = 3
a 3+ 48 = 51, ¢islo 48 se smazalo a nahradilo ¢islem 51, pak 3 -2 = 6, ¢islo 3
v nasobenci bylo nahrazeno ¢islem 6 a znovu se posunul nasobitel. Jako posledni
se nasobila pétka, 5-1 = 5, 5416 = 21, ¢islo 16 se nahradilo ¢islem 21, nakonec
5.2 = 10, misto ¢isla 5 se zapsala 0 a jesté se musela k fadu desitek pricist 1.
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Tak se vypocital vysledek 5220. Sled jednotlivych kroki je uveden v nasledujici
tabulce:

12 12 12 12 12 12 12 12 12
435 4435 4835 4835 5135 5165 5165 5215 5220 5220

Protoze cislice nasobence se postupné piepisovaly a nasobitel se na konci vy-
poctu smazal, ziistal na desce jen vysledek. Pfi nasobeni s postupnym mazanim
mezivysledki byla kontrola vypoctu velmi obtizna.

Takovéto nésobeni pievzali Arabové, ktefi se ucili desitkovou aritmetiku od
Indt. Popisoval ji napiiklad al-Chvarizmi nebo persky matematik al-Nasawi
(asi 1010 az 1075).4° Protoze vsak psali na papir, &slice misto mazani gkr-
tali. Nasledujici ptiklad je z prace al-Nasawiho, ktery vypocet nazyval ,indicka

metoda®.*!

Priklad. Ndasob 435 - 12.
2

21
5150
A2 Soucin je 5220.

ABDD
AB

K metodé kapdtasamdhi pritadil Ganésa v 16. stoleti jesté dalsi algoritmus
néasobeni.*? Postup vypoétu byl popsan takto:*3

[Sestav] tolik prihrddek, kolik mist md ndsobenec a pod sebou toli-
krdt, kolik mist md ndsobitel. Sikmo rozdél pruni, spodni a viechny
ostatng [piihrddky]. Ndsob kaZdé misto ndsobence misty ndsobitele
[ktera jsou] jedno pod druhym a poloZ vysledky do pFihrddek. Soudet,
ktery se vezme Sikmo po obou strandch sikmgych car, je soucin. To
je kapdtasamdhi.

Metoda spocivala v tom, Ze se nakreslila obdélnikova tabulka, ve které pocet
sloupcti byl roven poctu cislic ndsobence a pocet fadka byl stejny jako pocet
Cislic nasobitele. Kazdé policko se navic rozdélilo tthloptickou. Nad tabulku se
zleva doprava zapsal nadsobenec, vpravo svisle shora dolt nasobitel. Nasobila se
kazda cislice nasobence s kazdou ¢islici nasobitele a vysledky se zapisovaly do
pfislusnych policek (do pravé dolni poloviny jednotky, do levé horni desitky).
Nakonec se seetla éisla v Sikmych sloupcich (podél thlopticek) a zapsala dolt

40 Vlastnim jménem Al ibn Ahmad al-Nasawi.

41 Podle [DS1], str. 143.

42 Existuji viak jisté pochybnosti, zda uvedeny zptisob vypocétu pochézi skuteéné z Indie,
protoze uz ve 13. stol. jej pouzivali Arabové.

43 Podle [DS1], str. 145.
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pod tabulku. Pokud byl soucet v Sikmém sloupci vétsi nez deset, ptislusny
pocet desitek se pfipocetl k nasledujicimu sloupci. Cislo pod tabulkou davalo
vysledny soucin.

Vypocet 435 - 12 = 5220 je dobie vidét z obrazku.

4 3 5
1
4 3 5
1
2
8 6 0
5 2 2 0

Nasobeni podle tohoto postupu bylo jednoduché a nazorné. Vzhledem k pre-
hlednosti celého zapisu byla i kontrola vypoc¢tu snadné. Ve stiedoveké Italii byl
tento algoritmus zndmy pod nazvem gelosia (zarlivost) nebo jako ndsobeni ve
Ctvercich (viz [BeM1]).

7.4.2 Metoda krizového nasobeni

Tento postup popsali Sridhara, Mahavira, Sripati i nékteii pozdéjsi autori
jako metodu tatstha (tat-stha). Je to metoda, v niz nasobitel i ndsobenec zii-
stavali na misté, neposunovali se. Nasobitel se zapsal pod nasobence tak, aby
jednotky obou ¢isel byly nad sebou. Jako prvni se nasobily jednotky nasobitele
a nasobence a soucin se zapsal pod né, resp. se zapsaly jen jednotky soucinu
a desitky se pfenesly. Pak se nasobily jednotky nasobence desitkami nasobitele
a desitky nasobence jednotkami nasobitele, vysledky se seCetly a zapsaly dola.
Dale se nasobily stovky jednotkami, desitky desitkami, jednotky stovkami, se-
Cetly se a zapsaly do fadku dole. Takto se pokracovalo i se zbyvajicimi ¢islicemi.
Ve spodnim fadku pak byl uveden soucin.

nasobi se: 435
12
jednotky: 5-2=10 0
desitky: 3-245-141=12 2
stovky: 4.243-1+1=12 2
tisice: 4-141=5 5
vysledek: 5220

Tuto metodu znali indi¢ti ucenci uz v 8. stoleti. Pres Arabii se dostala do
Evropy, kde se objevila naptiklad ve znamé knize Suma, kterou sepsal italsky
matematik Luca Pacioli (1445—1517). Byla povaZovana za dimyslnéjsi a lepsi
nez ostatni metody.
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7.4.3 Nasobeni oddélenim mist
Tato metoda je zndmd jako metoda sthdnavibhdga (sthana-vibhaga) nebo
sthdnakhanda (sthana-khanda). Objevovala se ve vSech dilech od 7. stol. n. 1.

Metoda spoc¢ivala v tom, Ze se jeden z ¢initelt (ndsobenec nebo ndsobitel)
rozdélil na jednotlivé Cislice. Kazda z nich se pak nasobila druhym cinitelem
a vzniklé diléi souciny se nakonec secetly.

Pouzivaly se rfizné zptisoby zapisu, uvedeme tii:**

435 12 12 12 435 435
12 4 3 5 1 2
48 4860 870
36 36 435
60 5220 5220
5220

7.4.4 Metoda cikcak

Tato metoda se ve stfedoveéké Indii nazyvala gomdtrikd (go-mutrika). Je
velmi podobna metodé sthanakhanda. Brahmagupta ve svém dodatku k mate-
matické ¢asti prace Brahmasphutasiddhdnta napsal:*®

BrSpSi/xii.55

Ndsobenec se opakuje tak dlouho, dokud jsou cislice v ndsobitel,
jedna po druhé se ndsobi a [vysledky] sectou dohromady [podle po-
zic]; to ddvd soucin. Nebo se ndsobenec opakuje tolikrdt, kolik cdsti
je v ndsobitels.

Komentator Brahmaguptovy prace Prthudakasvamin vysvétlil popsanou
metodu na piikladu 235 - 288 = 67680. Nasobenec 235 se zapsal pod se-
bou tolikrat, kolik pozic mél nasobitel, v nasem prikladu tfikrat. Do kazdého
rfadku se vedle nasobence zapsala jedna ¢islice nasobitele vzdy posunuta podle
fadu. Cislo v prvnim Fadku se nasobilo dvéma, zaéinalo se na misté jednotek:
5-2 =10, ¢islo 0 se zapsalo, dale 3-2 =6 a 6 + 1 = 7, zapsala se 7, nakonec
2 -2 = 4, zapsala se 4. Pak se stejnym zptsobem nésobilo v dalsich fadcich.
Cisla v poslednim sloupci pod sebou se nakonec secetla.

235 | 2 470

235 | 8 1880

235 | 8 1880
67680

Trochu jiny zapis je uveden v [DS1]. Cisla se zapsala pod sebe podobnym
zptsobem. Tentokrat se vSak pod sebe do prvniho sloupce umistily jednotlivé

44 Podle Gangédharova komentéate k Lildvat?, viz [Col], str. 7, [DS1], str. 147.
45 Podle [Col], str. 319.
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¢islice nasobitele. Ke kazdé ¢islici se do druhého sloupce pfipojil nasobenec,
ktery byl v kazdém Fadku posunuty o fad doprava. Cisla v kazdém fadku
se nasobila stejné jako v predchozim pfipadé, ale diléim soucinem se piepsal
nasobenec. Nakonec se souciny v poslednim sloupci secetly:

2 235 2 470

8 235 8 1880

8 235 8 1880
67680

Metody sthdnakhanda a gomutrikd se podobaji modernim metodam néso-
beni.

7.4.5 Metoda nasobeni po ¢astech

Této metodé se Fikalo rupavibhdga (rapa-vibhaga), zminovaly se o ni vechny
prace od 7. stol. n. L.
Existovaly dva zpisoby:

a) Néasobitel se rozdélil na soucet dvou nebo vice ¢asti. Nasobencem se pak
nasobila kazd4 z nich zvI4st a vysledky se secetly:

135-12=135- (4 +8) = (135-4) + (135 - 8) = 540 + 1080 = 1 620.

Nasobitel se vsak mohl rozdélit i na vice casti. Napriklad nasobitel
v soudinu 235 - 288 se vyjadii jako 9 + 8 + 151 + 120:46

235 9 2115
235 8 1880
235 151 35485
235 120 28 200

67680

b) Nésobitel se rozdélil na soucin dvou nebo vice ¢asti. Nasobencem se
nasobila jedna z nich, ziskany soucin se pak nasobil dalsi casti atd.,
dokud se nevycerpaly vsechny:

135-12=135- (4-3) = (135-4) -3 =540 -3 = 1620
235-288 = 235-(9-8-4) = (235-9)-8-4 = (2115-8)-4 = 16 920-4 = 67 680.

Z uvedenych algoritmi je patrné, ze si Indové uvédomovali asociativitu na-
sobeni a distributivitu nasobeni vici sc¢itani a vyuzivali je.

Tuto metodu od Indt prevzali Arabové a pozdéji i Italové. Italové ji nazyvali
scapezzo nebo repiego (viz [BeM1]).

46 Viz koment4ai Prthidakasvamina, podle [Col], str. 319.
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7.4.6 Algebraicka metoda

Tato metoda byla zndma jako istagunana (ista-gunana). Popsal ji napiiklad
Brahmagupta nebo Bhéaskara II. Uvedeme popis Brahmagupty.*”

BrSpSi/x.56:

Nasobenec se ndsobi souctem nebo rozdilem mdsobitele a libovolné
hodnoty a od vysledku se soucin té libovolné hodnoty a ndsobence
odecte nebo pricte.

Existovaly dva zptsoby podle toho, zda se vhodné ¢islo pri¢italo nebo od¢i-
talo. To vhodné ¢islo se volilo tak, aby nasobeni bylo jednodussi.

Oba zpiusoby jsou ukazany v nasledujicim prikladu 135- 12 = 1 620.
a) Nésobitel se zvétsil:

135-12=135-(12+8) — 135-8 =2700 — 1080 = 1620,
b) nésobitel se zmensil:

135-12=135-(12—-2)+135-2=1350+ 270 = 162.

Tuto metodu také prevzali Arabové, rozsitila se i do Evropy.
Bhaskara II. ve své praci Lildvati vénoval ndsobeni dvé a piil sloky:*®

Lila/ii.14-15

Pravidlo nasobent; dvé a pul sloky.

Nasob posledni cislici [nejvyssi ¥ad] ndsobence ndsobitelem a pak
predposledni a pak zbytek opakovdnim stejného. Nebo at ndsobe-
nec opakovany podle riznych casti nasobitele se ndsobi témi cdastmi:
a souciny se sectou dohromady. Nebo ndsobitele vydél néjakym cis-
lem, které je jeho délitelem, vynasob ndsobence timto cislem a pak
podilem, vysledek je soucinem. Toto jsou dvé metody rozdélent podle
typu. Nebo vyndsob oddélené podle pozic cislic a secti souciny dohro-
mady. Nebo vyndsob ndsobitelem zmensenym nebo zvétsenym o li-
bovolné vybranou hodnotu; pricti nebo odecti soucin ndsobence vy-
ndsobeny tou hodnotou.

Hned za pravidlo autor piipojil nasledujici vyfeseny piiklad:*°

Lila/ii.16
Priklad. Krasnd a drahd Lilavati, kterd mads oci jako kolousek, rekni
mi, co jsou vyslednd cisla ze sto tiiceti péti ndasobenych dvandcti?
Jsi-li znald ndsobeni celkem nebo po cdstech, zda rozdélenim podle
typu nebo oddélenim ¢islic. Rekni mi, nadéjnd Zeno, co je podil dé-
leny stejngym ndsobitelem?

47 Podle [Col], str. 156.

48 Podle [Coll, str. 5-6.
49 Podle [Col], str. 6-7.
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Vyjadreni, Nasobenec 135, Nasobitel 12.

Soucin (ndsobenim cislic ndsobence postupné ndsobitelem) 1620.
Nebo rozdélenim nasobitele na cdsti, joko 8 a 4; a jednotlivgm
ndsobenim ndsobence; sectenim soucint dohromady: vysledek je

stejny 1620.
Nebo nasobitele 12 vydél tremi, podil je 4; tim a 3 postupné ndsob
ndsobence, posledni soucin je stejny 1620.

Nebo vezmi cislice po cdstech, jmenovité 1 a 2; ndsobence nadsob jimi
oddélené, a souciny secti dohromady, podle pozic cislic, vysledek je
stejny 1620.

Nebo nasobence nasob nasobitelem zmensenym o dva, jmenovité 10,
a pricti dvojnasobek ndsobence, vysledek je stejny 1620.
Nebo ndsobence ndsob ndasobitelem zvétsenym o osm, jmenovité 20,
a osmkrdt ndsobence odecti, vysledek je stejny 1620.

Prvni postup popisuje metodu kapdtasamdhi (metodu dvefniho pantu). Ne-
uvadélo se, zda se ma uzit pifimy nebo obraceny zptsob. Druhy a tfeti navod je
pro metodu ripavibhdga (ndsobeni po ¢astech). Ctvrté feseni je podle metody
sthanavibhdga (ndsobeni oddélenim mist). Paty a Sesty zpusob se tykd metody
iStagunana (algebraické metoda).

Na ukazku pfipojime jesté dva piiklady na nasobeni, které uvadi Mahavira.?

GaSaSa/ii.4

Sto tricet devét drahokami musi byt vénovdno pFi obfadu v jednom
dZinistickém chramu. Rekni, kolik drahokami [musi byt tak daro-
véno| ve 109 chramech.

GaSaSa/ii.9
V tomto [problému] zapis ¢islo 157683 a ndsob je deviti a pak mi
rekni, priteli, hodnotu [vysledného| mnoZstvi.

7.5 Déleni

Indické nazvy pro operaci déleni byly bhdgahdra, bhddzana, ¢hédana (bhaga-
hara, bhajana, chedana). VSechny tyto vyrazy znamenaji ,rozdélit na Gasti“.
Nékdy se uzival i ndzev harana (harana), jehoZ vyznam je ,odebrat®. Z ndzvi
je patrnd i podobnost déleni a odéitani. Délenec se nazyval bhddzZja (bhajya)
nebo harja (harya). Délitel byl bhddZaka (bhajaka), bhagahara (bhagahara) nebo
kratce hara. Podilu se fikalo labdhi nebo labdha (labdhi, labdha, tj. obdrZzené).

Evropsti ucenci jesté v 15. a 16. stoleti povazovali déleni za obtizné, inavné

a pracné, ale v Indii tuto operaci nepokladali za tézkou. Arjabhata I. ve své
praci Arjabhatija nezminoval zadnou metodu déleni, piestoze uvadél postupy

50 Podle [Ran], str. 10. Cislo 139 je v prvnim piikladu vyjadfeno jako 40+ (100 — 1). Vice
o tom, jak se ve staré Indii vyjadrovala cisla, je v 6. kapitole.
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na vypocet druhé a tfeti odmocniny, které déleni vyuzivaly. Déleni zfejmé po-
vazoval za elementarni.

V Indii zpoc¢atku pouzivali metodu odstranovani spoleénych ¢initel, dnesni
kraceni, kterd je popsana uz v dzinistickych dilech. Popsal ji i Mahavira, a to
pravdépodobné pro srovnani, protoze jiz znal modernéjsi metody.>!

GaSaSa/ii.18
Napis délence a pod néj délitele a pak, pri provddéni déleni metodou
odstrarniovani spolecnych ciniteld, dostanes vysledek [podil].

Moderni metoda déleni nebyla v rukopisu Bakhsdli nalezena, i kdyz se jméno
operace vyskytuje na nékolika mistech. To mtize byt dano tim, Ze vétsina textu
byla zni¢ena. Je pravdépodobné, Ze metoda déleni uz v této dobé (asi 7. stol.)
byla znama.

7.5.1 Metoda dlouhého déleni

V Indii se bézné pouzivala tzv. metoda dlouhého déleni. Pfed tim, nez se
operace zacala provadét, bylo zvykem ¢isla zkratit. Metoda dlouhého déleni od-
povida nasi metodé pisemného déleni, jen grafickd tiprava byla trochu odlisna.
Moderni metoda déleni byla vysvétlena v mnoha dilech o aritmetice. Mahavira
déleni popsal stru¢né:>?

GaSaSa/ii.19
Délenec by mél byt délen [obracenym zpusobem| délitelem umisté-
nym pod nim, po provedeni operace odstranéni spolecnych ciniteli,
je-li to mozné.
Bhéskara II. uvedl podobné tvrzeni.®3
Lila/ii.17
Pravidlo déleni. Jedna sloka.
Cislo, kterym wvyndsobeny délitel vyrovnd posledni cislici délence
[a tak dal], je podilem p7i déleni: nebo pokud je mozné, nejprve
zkrat oba, délitele a délence, stejnym cislem a prikroé k délend.

[Piiklad.] Vyjadrent cisla vytvoreného ndsobenim v predchozim pri-
kladu a jeho ndsobitele pro délitele: Délenec 1620. [ Délitel 12.] Podil
135; shodny s pivodnim ndsobencem.

Nebo oba, délenec a délitel, zkracené do nejmensiho tvaru spolecnou
mirou tri, jsou 540 a 4; nebo spolecnou mirou ctyri, se stanou 405
a 3. Déleni prislusnymi zkracenymsi deliteli, vysledek je stejny, 135.

51 Podle [Ran], str. 12.
52 Podle [Ran], str. 12.
53 Podle [Col], str. 8.
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Bhaskara II. si byl dobfe védom toho, Zze nasobeni a déleni jsou navzajem
inverzni operace, v uvedeném prikladu na to upozornil a vyuzil stejné numerické
hodnoty jako v predchozi iloze na nasobeni.

Podrobnéji popsal metodu Arjabhata II. v praci Mahdsiddhdnta:>*

MaSi/xiv.4-5

Déleni provddéj tak, Ze poloZis délitele pod délence; odectes [od po-
slednich ¢islic délence] vhodny ndsobek délitele; ten [nésobek] je éasti
podilu, pak posun délitele, deél, co zbyvd atd.

Metodu popiseme na Bhaskarové prikladu, 1620 : 12 = 135.55 Dé¢litel se za-
psal pod délence tak, aby pod sebou byly levé ¢islice. Déleni zacinalo od ¢islic
délence, ktera byla nad délitelem, tj. ¢islo 16 se délilo délitelem 12. Podil 1 se
zapsal na zvlastni linku, tzv. ,linku podilu®, ¢islo 16 se smazalo a nahradilo
zbytkem 4. Pak se délitel posunul o jedno misto doprava a cely proces se opako-
val, postupné se na desce vyskytovaly nasledujici mezivysledky. Citované ¢asti
Bhaskarova pravidla jsou zapsany italikou.

1620 polozis délitele pod délence tak,
12 aby levé ¢islice byly pod sebou
1 1620 [16 : 12 =1 (zb. 4)]
12 podil 1 se zapsal na linku podilu
1 420 odectes vhodny ndsobek délitele
12 ¢islo 16 se nahradilo zbytkem déleni
1 420 posun délitele
12
13 420 [42 : 12 = 3 (zb. 6)]
12 podil 3 se zapsal na linku podilu
13 60 odectes vhodny ndsobek délitele
12 ¢islo 42 se nahradilo zbytkem déleni
13 60 posun délitele
12
135 60 [60:12 =5 (zb. 0)]
12 podil 5 se zapsal na linku podilu
135 odectes vhodny ndsobek délitele
12 ¢islo 60 se smazalo, délilo se beze zbytku

54 Podle [DS1], str. 152, [DvS], str. 14.
55 Viz sloka Lila/ii.17 a pfipojeny komenta# MandraridZana, podle [Col], str. 8, [MaVM].
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Za zminku stoji i Bhaskarova poznamka o kraceni — upozornil na skutecnost,
ze misto 1620 : 12 se muze délit 540 : 4 nebo 405 : 3.

Tato metoda se objevila v Indii asi ve 4. stoleti n. 1., mozna i dfive. Z Indie
se rozsirila do arabského svéta, vyskytuje se v arabskych dilech z 9. stoleti.
Odtud se dostala do Evropy, kde byla znama jako metoda galea nebo batello.
V evropské varianté se Cisla ziskanda z jednotlivych krokt postupné zapisovala
a Skrtala, protoze se psalo na papir, kde se nemohlo snadno mazat. Tato metoda
byla v Evropé velmi oblibenda v 15. az 18. stoleti.

Predchozi priklad by podle metody galea vypadal takto:

1 1
4 A6 A
1620 1 1620 13 1620 135
122 1222 1222
1 i1 1

Pro zajimavost uvedeme jesté dva priklady na déleni, které predlozil Maha-
f . 56
vira.

GaSaSa/ii.21
Rekni mi podil jedné osoby, kdyz 2701 kusi zlata je rozdéleno mezi
37 osob.

GaSaSa/ii.26
Drahokamy v mnozstvi 36 261 jsou darovany 9 osobdm [stejnym di-
lem]. Kolik dostane jedna osoba?

Déleni byvalo ve starovéku a stfedovéku povazovano za velmi obtiznou ope-
raci, napfiklad mezopotamsti poctafi slozitéjsi déleni a : b nahrazovali naso-
benim prevracenou hodnotou a - % a pouzivali k tomu tabulky s uvedenymi
prevracenymi hodnotami. Stafi Egyptané si uvédomovali, Ze déleni a nésobeni
jsou inverzni operace, a déleni provadéli postupnym zdvojnasobovanim délitele,

dokud z vhodnych nasobkt neslozili délence.

Déleni posouvanim délitele se vyskytuje rovnéz v dilech al-Chwarizmiho, al-
Nasawiho a dalsich. Ve stfedovékych latinskych dilech se tento zptisob nazyval
antirtoratio.

V Evropé popsal zakladni operace s celymi ¢isly naptiklad Jordanus Nemo-
rarius (asi 1225 az 1260)%” a Jan Sacrobosco.

56 Ve druhém piikladu bylo ¢islo 36 261 vyjadieno jako 30000 + 1 + (60 4 200 + 6 000),
podle [Ran], str. 12.
57 Znamy také jako Jordanus de Nemore.
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7.6 Druha mocnina

Sanskrtsky nazev druhé mocniny je varga nebo krti (krti). Slovo varga zna-
mend ,Fady“ nebo ,vojsko“. Vyznam slova varga je jasny z grafického znazor-
néni ¢tverce n X n, ktery mize byt rozdélen do n fad, z nichz kazda obsahuje n
jednotkovych ¢tverci. Slovo krti znamend ,,Cinnost, vytvareni, akce® a souvisi
s predstavou presného provedeni, pravdépodobné geometrické konstrukce.

V matematice byla timto terminem oznacovana druhd mocnina nebo ¢tverec
jako geometricky obrazec i jeho plocha. Arjabhata I. napsal:®®
Ar/ii.3 (Gast)
Ctverec a jeho plocha se nazjvagi varga. Soucin dvou stejnijch velicin
je také varga.

V matematickych pojednéanich se uzivaly oba terminy varga i krti, ale pred-
nost se davala terminu varga.

Vypocet druhé mocniny byl zdkladni operaci v indické aritmetice, a to
presto, Ze tato metoda neni jednodussi nez pfimé nasobeni. Pravdépodobné
jeji dulezitost souvisela s tim, Ze vypocet druhé odmocniny je inverzni operaci
k vypoc¢tu druhé mocniny. Brahmagupta popsal metodu velmi strucné, nikoli
vSak v kapitole o aritmetice, ale az v dodatku.

Pred vysvétlenim postupu umocnovani pripomeneme, zZe jednotlivé cislice
v daném cisle se ,,pocitaly*“ zprava doleva; posledni ¢islice byla ta, ktera stala
co nejvic vlevo, tedy Cislice na misté nejvyssiho Fadu.

Mahavira popsal umociiovani takto:>?

GaSaSa/ii.31

Vezmi ¢tverec posledni ¢islice a pak ndsob tu poslednd [¢islici], potom
co je zdvojndsobend a posunutd [doprava o jedno misto|, zbyvagicimi
misty. KaZdou ze zbgvagicich cislic posuti [o jedno misto] a zachdzej
s ni podobné. To je metoda umocriovdni.

Bhéskara II. uvedI:%°
Lila/ii.18-19 (¢ast)
Pravidlo pro druhou mocninu veliciny: dvé sloky. Ndsobeni dvou
stejnyjch ¢isel je druhd mocnina. Umisti ¢tverec posledni [¢islice] nad
ni a pak soucin dvojndsobku posledni [Cislice] a ostatnich [tj. zbyva-
jicich] nad né. Pak posuri ¢islo bez posledni éislice a opakuj postup.

Postup vypoctu vychazel ze vzorce
(a +b)* = a® 4 2ab + b?,
resp.  [a+ (b+)]? =a® +2a(b+c) + (b+c)? (7.1)
nebo [(a+Db)+c]® = (a+b)2+2(a+Db)c+ 2.

58 Podle [Cla], str. 21.
59 Podle [Ran], str. 14.
60 Podle [Col], str. 8-9.
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Vypoéet druhé mocniny piedvedeme na piikladu 1252 = 15 625.51 Diisledné
zapisovani odpovidajicich fadi pod sebou umoznovalo vynechavat nuly, které
by se v dalsich krocich vypoctu stejné nahrazovaly jinymi ¢islicemi. Citované
¢asti Bhaskarova pravidla jsou zapsany italikou.

125 zapis cislo
1 12 = 1]
125 umisti ctverec posledni cislice nad ni
1
25 ¢islice 1 se smazala, jeji dvojnasobek se zapsal pod zbyvajici
2 [2-1=2]
150 [2-25 =50, 100+ 50 = 150]
25 soucin dvojndsobku posledni cislice a ostatnich
150
25 posun ¢islo bez posledni cislice

Tim bylo dokonceno prvni kolo operaci, dal se pokracovalo stejnym zptisobem.

154 [22 =4, 150+ 4 = 154]
25 umisti ctverec posledni cislice nad ni

154

5 ¢islice 2 se smazala, jeji dvojnasobek se zapsal pod zbyvajici

4 [2-2=41]
1560 [4-5=20, 1540+ 20 = 1560]

5 soucin dvojndsobku posledni cislice a ostatnich
1560

5} posun c¢islo bez posledni cislice

Skoncilo druhé kolo operaci, dal se postupovalo stejné.

15625 [52 =25, 15600+ 25 = 15 625]
5 umisti ctverec posledni cislice nad ni

Protoze uz nezbyvaly zadné dcislice, vypocet skoncil. Nakonec se smazala
i posledni ¢islice 5 a na desce ztstala pouze hledand druhd mocnina: 15 625.

Dalsi metody umocnovani
a) Néktei{ autofi zdkladni vzorec (a+b)? = a?+ b2+ 2ab zobecnili pro vice

61 Podle [DS1], str. 157-159.
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sCitanct, pfi vypoctu tedy vyuzivali vztah

n n n

(a1 +az+az+--+a)? = af +Y Y 2aiq;.
i=1 i=1 j=1
i

Mahavira popisuje umociiovani takto:%2

GaSaSa/ii.30
Soucet ctverci dvou nebo vice édsti ¢isla dohromady s jejich souciny
kazdého s ostatnimi ndsobenymi dvéma ddvd ctverec.

V originéle je uvedeno slovo sthdna (sthana), které byvalo uzivano ve smyslu
»pozice zapisu“ pri vyjadfeni ¢isla v pozi¢ni desitkové soustavé. Pozdéjsi ko-
mentator je prelozil jako ,c¢ast“. Naptiklad ¢islo 125 miize byt rozdéleno na
Casti jako 125 = 100 + 20 + 5 nebo jako 125 = 50 4+ 40 4+ 35 a v obou piipadech
Ize aplikovat uvedené pravidlo. Plati:

1252 =100 + 202 4+5%2+2-100-204+2-100-5+2-20-5 =
= 10000 4 400 + 25 + 4000 + 1 000 + 200 = 15625

stejné jako

1252 =502+ 402 +352+2-50-40+2-50-35+2-40-35 =
= 2500 + 1600 + 1225 + 4000 + 3500 + 2800 = 15 625 .

Neni tedy podstatné, zda je slovo sthdna chapano jako ,pozice“ nebo jako
,Cast« 63

zaloZenou na identité

n? = (n—a)(n+a)+a?.

Brahmagupta popsal postup takto:%*

BrSpSi/xii.63 (¢ést)
Nebo libovolné cislo pricti a odecti od mnoZstvi, soucin souctu a roz-
dilu pridany ke c¢tverci toho libovolného cisla je poZadovany ctverec.

Libovolné ¢islo se zvolilo tak Sikovné, aby se sou¢in (n — a)(n + a) snadno
vypo¢ital. Napiiklad 252 je mozné pocitat tak, Ze se zvoli ¢islo 5 a podle uve-
deného postupu se pocita 252 = (25 +5) - (25 — 5) + 52 = 30 - 20 + 25 = 625.

62 Podle [Ran], str. 13.
63 Podle [DS1], str. 161.
64 Podle [Col], str. 363.



139

Uvedeme jesté jeden Bhaskariiv vyfeseny piiklad:3
Lila/ii.20
Priklad. Rekni mi, drahd Zeno, druhé mocniny deviti, ctrndcti, t71
set bez tri a deset tisic zvétSengch o pét, znds-li metodu poclitdni
druhé mocniny.
Vyjddrent: 9, 14, 297, 10005.
[Odpovéd.] Postup primy, druhé mocniny jsou nalezeny: 81, 196,
88209, 100100 025.
Nebo vezmi 4 a 5, cdsti deviti. Jejich zdvojndsobeny soucin 40, se-
cteny s jejich druhymi mocninami 41, vytvors 81.
Tak vezmi 10 a 4, casti ¢trndcti. Jejich soucin je 40, zdvojndsobeny
je 80; coz, pricten€ k 116, souctu druhgych mocnin 100 a 16, vytvori
celou druhou mocninu 196.

Nebo vezmi 6 a 8. Jejich soucin je 48, zdvojndsobeny je 96; coz
prictené k souctu druhych mocnin 36 a 64, jmenovité 100, vytvori
totez 196.

Opét, 297, zmensené o tri je 294 a na jiném misté zvétsené o totéz
je 300. Jejich soucin je 88 200; k nému prictend druhd mocnina ti,
tj. 9, soucet je stejny jako pred tim druhd mocnina 88 209.

Kromé primého umocnovani pouzil autor pti feSeni i dalsi dfive uvedené
metody:
(4+5)%=4>4+5242-4-5=16+25+40 = 41 +40 = 81,
(10 +4)2 =10>4+42+2-10-4 =100+ 16 + 80 = 196,
(6+8)>=62+8"+2-6-8=36+64+96=196,
2072 = (297 — 3)(297 + 3) + 3% =294 - 300 + 9 = 88200 + 9 = 88209.

9% =
142 =
142 =

c) Mah4vira a Sridhara popsali také vypodet n? pomoci souc¢tu prvnich n
lichych cisel
n
n?=1+3+5+--+2n—1)=) (2i—1).
i=1

Jejich tvrzeni byla velmi podobna, uvedeme jen Mahavirovo:56

GaSaSa/ii.29 (¢ast)

Nebo soucet aritmetické posloupnosti, ve které jednicka je proni clen
a dvojka je diference, a pocet élend je tolik [co se umoctiuje], ddvd
pozZadovany ctverec.

65 Podle [Col], str. 9.
66 Podle [Ran], str. 13.
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d) Nérdjana pro nalezeni druhé mocniny ¢isla A jesté pridal vyjadieni po-
moci vzorce®”
A% = (a+0b)* = (a—b)* +4ab.

Tyto postupy byly pouzivany pouze pro vypocet druhych mocnin pfiroze-
nych ¢isel. Metody na umocnovani zlomku byly popsany v kapitolach vénova-
nych pocitani se zlomky.

7.7 Druha odmocnina

Indové odmocninu nazyvali maila (mala) nebo pada. Bé&Zny vyznam slova
mula je kofen rostliny nebo stromu, pfenesené se uzivalo ve smyslu spodek,
zéklad, pric¢ina, pocatek. Slovo pada znamena dolni ¢ast nohy, spodek, zaklad,
¢ast, pri¢ina. Spole¢ny vyznam obou je tedy spodek nebo zaklad, pfi¢ina, poca-
tek. Je zfejmé, ze Indové terminem vargamila (druhd odmocnina) oznacovali
,pricinu“ ¢éi ,ptvod“ druhé mocniny nebo geometricky stranu uvazovaného
Ctverce.

Nejstarsi vyraz pro kofen je mala, ktery se vyskytoval uz v dile Anujdgadvad-
rasutra. Termin pada se objevil pozdéji, asi v 7. stol. n. 1. V sulbasttrdch se pro
druhou odmocninu uzival vyraz karant, ktery v geometrii znamenal ,strana“.
Pozdéji se tento termin vyhradil pro oznaceni iracionality, tj. druhé odmocniny,
ktera ,nemiize byt vycislena“, ale lze ji vyjadrit tiseckou.

P1i vypoctu druhé odmocniny se jednotlivé ¢islice daného ¢isla rozdélily
podle pozic na varga (liché) a avarga (sudé). Rozdéleni probihalo zprava do-
leva; jednotky byly vzdy na liché pozici. Arjabhata I. formuloval v§pocet velmi
struéné: %8

Ar/ii.4

Vidy vydél avarga [sudé misto] dvojndsobkem druhé odmocniny [aZ
k sudému mistu]; po odecteni étverce [podilu] od wvarga [lichého
mistal, podil zapsany na jiném misté [na lince kotene] ddvd koren.

Vypocet druhé odmocniny popisovali Mahavira, Sridhara a Sripati. Bhéaska-

ra II. uvedl:%°
Lila/ii.21
Pravidlo pro druhou odmocninu: jedna sloka.
Odecti od posledniho lichého mista nejvétsi ctverec. Zapis dvojndso-
bek jeho korene [na linku kofene| a po vydéleni dalsiho sudého mista
timto odecti ctverec podilu od dalstho lichého mista a zapis dvojndso-
bek podilu na linku. Vydél [¢islem na lince] dalsi sudé misto a odecti
ctverec podilu od mdsledugiciho lichého a zapis dvojndsobek podilu
na linku. Takto opakuj operace [dokud ¢&islice nebudou vyéerpand].
Polovina [¢isla na lince] je kofen.

67 Podle [DS1], str. 162.

68 Podle [Cla], str. 22.

69 Podle [Col], str. 9-10. Na lince je podle Bhéskary dvojnisobek kofene, zatimco podle
Arjabhatova mirné modifikovaného postupu je tam pi¥imo kofen.
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Na prikladu /54 756 = 234 ukazeme postup vypoctu.

-] -
4 7 5 6

|
)
-4
1
4
1 4
-1 2
2
27
— 9
1 8
46
1 8 5
-1 8 4
1
16
— 16
0
468

zapsalo se ¢islo, oznadily sudé (—) a liché (]) pozice
odecti od posledniho lichého mista nejuétsi ctverec
tj. nejvétsi étverec mensi nez 5 [5 — 22 = 1]
zapi§ dvojndsobek jeho kofene na linku [2 - 2 = 4]
vydél dalsi sudé misto timto [14 : 4 = 3 (zb. 2)]
odecetl se soucin [4 -3 = 12]

tj. ¢islo 14 se nahradilo zbytkem déleni 2

podil 3 se poznamenal na jiném misté tabulky
pripojila se ¢islice na dalsi liché pozici

odecti ctverec podilu od dalstho lichého mista
[27 — 32 = 18]

zapis dvogndsobek podilu na linku [2 -3 = 6]
dokonceno prvni kolo operaci

vydél dalsi sudé misto timto [185 : 46 = 4 (zb. 1)]
odecetl se soucin [4 - 46 = 184]

tj. ¢islo 185 se nahradilo zbytkem déleni 1

podil 4 se poznamenal na jiném misté tabulky
pripojila se cislice na dalsi liché pozici

odecti ctverec podilu od dalstho lichého mista

[16 — 42 = 0]

zapis dvojndsobek podilu na linku [2 -4 = §]

Nakonec se vzala polovina ¢isla na lince, to byl hledany kofen: 468 : 2 = 234.

Tento zpisob odmociovani je zalozen na vzorci (7.1), konkrétné v nasem

prikladu

2342 = [(200 + 30) + 4]* = (200 + 30) + 2 - (200 + 30) - 4 + 4% =
=200%+2-200-30 +30% +2-230-4 +4% =
= 40000 + 12000 + 900 + 1840 + 16..

V nékterych pfipadech miize algoritmus selhat — kdyz je zbytek po déleni
maly, muze vychéazet rozdil zdporny. Potom je nutné pocitat znovu a pfi ,,pro-
blematickém* déleni vzit mensi podil a vétsi zbytek. Problém se ukaze naptiklad
pri vypoctu v/61 504 = 248.

- =
150 4

6
— 4
2
4
21
1
15
- 25

zapsalo se ¢islo, oznadily sudé (—) a liché (]) pozice
odecti od posledniho lichého mista nejvétsi ctverec
[6 — 2% =2

zapis dvojndsobek jeho kotene na linku [2 - 2 = 4]
vydél dalsi sudé misto timto [21:4 =5 (zb. 1)]
¢islo 21 se nahradilo zbytkem déleni 1

pripojila se ¢islice na dalsi liché pozici

odecti c¢tverec podilu od dalsiho lichého mista
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Rozdil je zaporny, podil 5 byl ptilis velky, proto je potieba se vratit k déleni
a uvazovat 21 : 4 = 4 (zb. 5).

| =
1 5 0 4 zapsalo se ¢islo, oznacily sudé (—) a liché (|) pozice

|
6
— 4 odecti od posledniho lichého mista nejuétsi ctverec
2 [6 — 22 = 2]
4 zapi§ dvojnasobek jeho kotene na linku [2 -2 = 4]
2 1 vydél dalsi sudé misto timto [21 : 4 = 4 (zb. 5)]
5 ¢islo 21 se nahradilo zbytkem déleni 5
5 5 pripojila se ¢islice na dalsi liché pozici
-1 6 odecti ctverec podilu od dalstho lichého mista
39 [55 — 42 = 39]
48 zapis dvojndsobek podilu na linku [2 -4 = §]
dokonceno prvni kolo operaci
390 vydél dalsi sudé misto timto [390 : 48 = 8 (zb. 6)]
6 ¢islo 390 se nahradilo zbytkem déleni 6
6 4 pripojila se ¢islice na dalsi liché pozici
— 6 4 odecti ctverec podilu od dalstho lichého mista
0 [64—8%=0]
496 zapis dvogndsobek podilu na linku [2 - 8 = 16]

Hledana odmocnina byla polovinou ¢isla na lince, tj. 496 : 2 = 248.

Nejstarsim historicky doloZzenym algoritmem vypoc¢tu druhé odmocniny je
¢inskd metoda, kterd je popsana naptiklad ve 4. kapitole textu Matematika
v deviti kapitoldch (viz [Hu]). Uloha byla chapana geometricky, provadél se
yrozklad ¢tverce“, tj. hledala se strana ¢tverce, jehoz obsah byl znam. Metoda
byla zaloZena na vzorci (a + b)? = a? 4 2ab + b?, pii vypoctu se viak pouzivala
line4rni substituce a vyuzival se vztah ax? + bx = (ax + b)x, ktery byl pozdéji
vyuzivan v tzv. Hornerové schématu. Podobnym zptisobem popsal vypocet
odmocnin i al-Kasi. V fecké literatufe je vypocet druhé odmocniny popsan
v komentéfi Theéna z Alexandrie (asi 335 az 405) k Ptolemaiové astronomické
praci Almagest.

V Evropé se objevil vypocet druhé odmocniny v podobné podobé jako
indicky, napiiklad v dilech rakouského matematika Georga von Peuerbacha
(1423 -1461) a francouzskych matematiktt N. Chuqueta a Estienna de La Roche
(1470-1530). Jeste ve 20. stoleti se takto ucilo odmocnovat na zakladnich sko-
lach.

7.8 Tretl mocnina

Indicky nazev tfeti mocniny je ghana. Pivodné slovo ghana znamenalo té-
leso, tento termin se vyskytoval ve vSech matematickych dilech. Pouzival se
v geometrickém i aritmetickém smyslu, tj. slouzil k oznaceni télesa — krychle,
stejné jako soucinu ¢isla, které se nasobi tiikrat samo sebou.
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Arjabhata I. definoval:™

Ar/ii.3 (Gast)
Souéin tii stejngch velic¢in a téleso magict dvandct [stejnych] hran se
nazyvd ghana.

Metoda na vypocet tfeti mocniny byla znamé v Indii uz v 5. stol. n. 1. Arja-
bhata I. tuto metodu znal, i kdyz ji nepovazoval za tak dilezitou jako inverzni
operaci, tj. vypocet treti odmocniny.

Pro vypocet se pouzivaly vzorce

(a+b)? = a® + 3a%b + 3ab® + b*,
[a+ (b+c)® =a®+3a*(b+c)+3a(b+c)® + (b+c)?, (7.2)
[(a+b)+c® = (a+b)>+3(a+b)?c+3atb)c?+c.

Mahévira pro vypocet tfeti mocniny uvedl:"!

GaSaSa/ii.47

Treti mocnina posledni [levé] éislice a trojndsobek étverce [té Cislice]
musi byt posunuty [o jedno misto dopraval a ndsobeny zbyvajicimi
[misty]; pak ctverec zbyvagicich [mist] se musi posunout a ndsobit
trojndsobkem posledni cislice. Tyto [t¥1 veliGiny] se musi umistit na
pozice [a seCist]. Takové je pravidlo.

Bhaskara II. popsal vipocet t¥eti mocniny trochu podrobnéji:"2

Lila/ii.23-25

Pravidlo pro treti mocninu: tri sloky.

Postupné nasobeni tri stejnych veli¢in je treti mocnina. Treti moc-
nina posledni [¢islice] se musi zapsat a ddle ¢tverec poslednd [Gislice]
ndsobeny trojndsobkem prond [¢islice| a pak ctverec prond [¢islice] se
vyndsobi posledni ztrojndsobenou a nakonec treti mocnina prond [¢is-
lice]; toto se vidy posune o jedno misto a seétené ddvd treti mocninu.
Dané éislo [majici vice nez dvé &islice] se rozdéli na dvé édsti, jedna
z nich se pak bere jako posledni [ta druhd jako prvni] a timto zpi-
sobem opakované [pokud je prilezitost].

Nebo stejny proces pro nalezend tieti mocniny muze zacit od pruniho
mista ¢isla bud pro treti mocninu nebo pro druhou.

Metodu v§poétu tieti mocniny popiseme na piikladu 12343 = 1879 080904.73

70 Podle [Cla], str. 21.
71 Podle [Ran], str. 17.
72 Podle [Col], str. 10.
73 Podle [DS1], str. 165-166.
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Dané ¢islo mé Ctyfi ¢islice. Algoritmus se aplikoval nejprve na dvé levé ¢is-
lice, tedy v prvnim kroku se poéitalo pouze s &islici 1 (,,posledni*) a ¢islic
2 (,,prvni“) a umoctiovalo se 123.

1
6

12

8
1728

treti mocnina posledni ¢islice [13 = 1]

Ctverec posledni cislice ndsobeny trojndsobkem proni

[12 - 3 - 2 = 6] zapsal se na nasledujici pozici, tj. jednotky byly
posunuté o 1 misto doprava

ctverec proni cislice se vyndsobi posledni ztrojndsobenou

[22 - 3.1 = 12] zapsal se o jedno misto vpravo

treti mocnina pruni cislice 23 = 8] zapsala se o jedno misto vpravo
soucet je 123 = 1728

Nyni se ptipojila dalsi ¢islice, tj. 3. Celkem se pocitalo s ¢islem 123, kde 12
predstavovalo posledni ¢islo a 3 pruni. Umociiovalo se 1232 stejnym postupem
jako v prvnim kroku.

1728

1296

324

27
1860867

treti mocnina posledni cislice [123 = 1728]

vyuzil se vysledek z prvniho kroku

Ctverec posledni cislice ndsobeny trojndsobkem proni

[122 -3 - 3 = 1296] zapsal se o jedno misto vpravo

ctverec proni cislice se vyndsobi posledni ztrojndsobenou

[32 - 3-12 = 324] zapsal se o jedno misto vpravo

treti mocnina pruni cislice [3% = 27 zapsala se o jedno misto vpravo
soucet je 1233 = 1860867

Nakonec se pridala zbyvajici ¢islice, tj. 4. Opét se opakoval stejny postup,
v némz 123 bylo posledni ¢islo a 4 proni.

1860867 treti mocnina posledni cislice [123% = 1860 867

vyuzil se vysledek z druhého kroku

181548 Ctverec posledni cislice ndsobeny trojndsobkem pruni

[123% - 3 -4 = 181 548] zapsal se o jedno misto vpravo

5904 Ctverec prond cCislice se vyndsobi posledni ztrojndsobenou

[4% - 3 - 123 = 5904] zapsal se o jedno misto vpravo
64  tieti mocnina prond cislice [43 = 64] zapsala se vpravo

1879080904  soucet je 12343 = 1879 080 904

Kromé tohoto pfimého postupu se mohl pouzit i postup obraceny, kdy vy-
pocet zacinal od jednotek.
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Dalsi metody na vypocet tieti mocniny
a) Bhaskara II. zminil jesté dalsi variantu vypoctu:™
Lila/ii.23-25 (&st)

Nebo trojndsobek daného cisla nasobeny svymi dvéma cdstmi pri-
cteny k souctu tretich mocnin téch cdasti ddvd treti mocninu.

Jednalo se pouze o jiné vyjadieni zakladniho vzorce

A% = (a+b) = a®+3a%b + 3ab® + b* = 3ab(a +b) +a® + b* = 3abA+a® +b* .

b) K predchozim postuptim jesté Bhéskara II. piipojil:"®
Lila/ii.23-25 (¢4st)

Nebo druhd odmocnina daného c¢isla umocnénd na treti a ndsobend
sama sebou dd treti mocninu danéeho cisla.

(Va)?’ - (Va)’> = a®.
V nésledujicim piikladu vysvétlil vipodet 93 = 729 takto:"®
Lila/ii.26 (cast)
Dané cislo devét, jeho druhd odmocnina 3, umocnénd na treti 27.

Ctverec toho, tj. 729, je tieti mocninou deviti. Krdtce: druhd odmoc-
nina z treti mocniny je totéZ jako treti mocnina druhé odmocniny.

Bhaskara timto vysvétlil, ze pri umocnovani a odmocnovani je mozno potradi
operaci zaménit, tj.

(V9)? = 27 = V93, Va? = (Va)®.

¢) Dalsi moznosti vypoctu tFeti mocniny uvedl Mahévira. Jeho metody mu-

zeme vyjadfit vzorci””
3 _ 2 3
n° =n(n+a)(n —a)+a*(n—a)+a”,
n
n*=n+3n+5n+--+2n—1)n 222—1
n=n*4+n-D1+3+5+---+ (2n—1)}.

7 Podle [Col], str. 10.

75 Komentator Ganésa zminil, ze takto je mozné zavést i vyssi mocniny nez t¥eti. Podrob-
néji to je uvedeno v 8. kapitole vénované algebie.

76 Podle [Col], str. 11.

"7 Viz sloky GaSaSa/ii.43 a GaSaSa/ii.44, podle [Ran], str. 16.
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d) Vyjadieni n® jako soucet kone¢né posloupnosti popsali napiiklad Sridhara
Mahavira a Narajana. Mahavira vyjadiil slovy vzorec™

n3:32i(i—1)+n.
=2

7.9 Treti odmocnina

Pro t¥eti odmocninu se pouZival ndzev ghanamila nebo ghanapada (ghana-
pada). Prvni vysvétleni vipoétu tieti odmocniny se vyskytuje v praci Arjabha-
tija. Jednotlivé cislice cisla, jehoz tfeti odmocnina se hledala, byly rozdéleny
do trojic (vzdy jedno misto ghana a dvé aghana). Pii popisu se tedy pozice
jednotek daného ¢isla oznacovala jako ghana, pozice desitek byla pruni aghana,
pozice stovek byla druhé aghana, pozice tisicu byla ghana, pozice desetitisicti
byla proni aghana, pozice stotisictt byla druhé aghana atd. Vyjadieni Arjabha-

ty I bylo velmi stru¢né:™

Ar/ii.5

Vydeél druhé misto aghana trojndsobkem Cctverce treti odmocniny
[piedchozi] ghana. Ctverec podilu ndsobeného trojndsobkem pred-
choziho [tfeti odmocniny] odecéti od pruniho mista aghana a tieti
mocninu [podilu] odecti od mista ghana; [podil zapsany na jiném
misté (na lince kofene) davé t¥eti odmocninul.

Stejnd metoda na vypocet treti odmocniny se vyskytovala ve vSech mate-
matickych dilech, Brahmagupta ji popsal takto:3¢

BrSpSi/xii.7

Delitel druhého mista aghana je trojndsobek ctverce treti odmoc-
niny; ctverec podilu vyndsobeny tremi a predchozim [kofenem| musi
byt odecten od ndsledujictho [mista aghana vpravo| a tfeti mocnina
[podilu] od mista ghana; [opakovany postup davd)] treti odmocninu.

Podobné zformulovali pravidla Sridhara a Arjabhata II. Postup predvedeme
na piikladu /1860867 = 123. Jednotlivé &islice daného &isla byly nejprve
rozdéleny do trojic — jedno misto ghana a dvé aghana. Cislice az k poslednimu
mistu ghana (zleva doprava) tvorily prvni &islo t¥eti odmocniny atd. Béhem
prace na desce se nejprve oznadily ¢islice jako ghana (budeme znadit |), a aghana
(budeme znacit —).

78 Viz sloka GaSaSa/ii.45, podle [Ran], str. 17.
™ Podle [Cla], str. 24.
80 Podle [Col], str. 280.
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o |
o |
o —
o |
S
-

|
1 zapsalo se ¢islo a oznacily ¢islice
-1 od posledniho mista ghana se odecetla
0 nejvetsi tieti mocnina [1 — 13 = 0]
1 koren se zapsal na linku
8 délitel druhého mista aghana je trojndsobek

ctverce tieti odmocniny [3 - 1% = 3|
[8:3 =2 (zb. 2)]

- 6 odedetl se soucin [3-12 -2 = 6]
2 tj. ¢islo 8 se nahradilo zbytkem déleni 2
12 podil 2 se zapsal na na linku
2 6 pripojila se prvni ¢islice aghana
ctverec podilu vyndsobeny tremi a kotenem
-1 2 [22 .31 = 12] musi byt odecten
1 4 [26 — 12 = 14]
1 40 must byt odectena treti mocnina
- 8 podilu (2% = 8] od mista ghana
1 3 2 [140 — 8 = 132]
dokonceno prvni kolo operaci
1 3 2 8 délitel druhého mista aghana je trojndsobek

¢tverce tieti odmocniny [3 - 122 = 432]
(1328 : 432 = 3 (zb. 32)]

- 1296 odecetl se soucin [3 - 122 - 3 = 1296]
3 2 tj. ¢islo 1328 se nahradilo zbytkem déleni 32
123 podil 3 se zapsal na na linku
3 2 6 pfipojila se prvni ¢islice aghana

ctverec podilu vyndsobeny tremi a korenem
[32 - 3 - 12 = 324] mus? byt odecten

[326 — 234 = 2]

must byt odectena treti mocnina

podilu [33 = 27] od mista ghana

[27 — 27 = 0]

NN N

I=JENS RN

Vypocet skoncil, protoze vSechny cislice byly vycerpany. Tteti odmocninou
bylo ¢islo na lince, tj. 123. Protoze neztistal zadny zbytek, vysledek byl pfesny.
Vypodet vychazel ze vzorce (7.2):

123% = [(100 + 20) + 3] = (100 +20)* +3-120% -3+ 3-120-32 + 3% =
=100+ 31002 - 20 + 3 - 100 - 20% + 20° + 129 600 + 3240 + 27 =
= 1000 000 + 600 000 4 120 000 + 8 000 + 129 600 + 3 240 + 27 .

Kvuli nedostatku mista na desce bylo nutné béhem pocitani nékteré ¢islice
mazat. TFi ¢islice, které tvofily skupinu (jedno misto ghana a dvé aghana),
se povazovaly za celek. Cislice az k dal$imu druhému mistu aghana se musely
prepsat dolt a déleni se provadélo oddélené, protoze se podil ziskdval zkusmo.
Mohlo se stat, podobné jako pti vypoctu druhé odmocniny, ze metoda selhala,
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kdyz byl zbytek déleni maly. V tom pfipad€ bylo nutné déleni opakovat a vzit
mensi podil s vétsim zbytkem.

T¥eti odmocninu zruéné poéitali v Cing, jejich metoda byla analogicka jako
pro druhou odmocninu, pfi vypoctu koeficienti se prace zjednodusila vyuzitim
vztahu az® + bx? + cx = ((ax + b)x + ¢)z.

7.10 Zlomky

V Indii byly zlomky znamé velmi davno. Zminky o zlomcich mizeme najit
uZ v nejstarsich védskych textech, napfiklad Rgvéda (asi 1000 pf. n. 1.) obsa-
huje terminy ardha (%) a tri-pada (2). V dile Maitrdjanisamhitd (Maitrayani-
samhita) byly zminény zlomky kala (i), kustha (35), apha (%), pada ().
V nejstarsich indickych dilech o geometrii, tzv. Sulbasdtrdch (asi 500 pf. n. 1),
se vyskytuji zlomky pii popisu feSeni tiloh.®!

Na rozdil od starych Egyptant, ktefi pouzivali pouze zlomky s ¢itatelem
rovnym jedné (tzv. kmenné zlomky),3? v Indii poéitali i se zlomky s ¢itatelem
vétsim nez jedna. Zlomek % zminovany v Rgvédé je pravdépodobné nejstarsim
znamym zlomkem s vétsim citatelem, ktery je dochovany v indické literatufe.

Zlomky byly potiebné zejména pri vyjadiovani jednotek casu, délky, vahy,
objemu atd. Staré préace o aritmetice za¢inaly uvedenim riznych jednotek a ob-
sahovaly specidlni pravidla na zjednoduseni zapisu série mér pomoci vhodnych
zlomki. Systémy mér byly popsany néazvy, které se v jednotlivych oblastech
i obdobich lisily.

Vahy a miry

V kazdé spolecnosti existovalo déleni jednotek délky, vahy, penéz atd. na
mensi jednotky kvili tomu, aby se mohlo 1épe vyjadrit i velmi malé mnozstvi.
V praci Satapathabréhmana (asi 8. stol. pf. n. 1.) je popsano piesné déleni
casu:®3

1 den = 30 muhdirtd,
1 muhirta (muharta) = 15 ksipri,
1 ksipra (ksipra) = 15 étarhi,
1 étarhi (etarhi) = 15 iddnt,
1 idani (idani) = 15 prdnd (prana).

Jednotka prana tak odpovidala asi — vtermy

1
~ 6.5843621 - 107

— — ~6,80827887-107".
30 - 154 ’ ’ 24-3600-17 ~

81 Zapisy zlomkti ve staré Indii a operace se zlomky jsou popsany v ¢lanku [Sy2].

Vv

82 Ve Staré iisi byly pouzivany i zlomky 2 3 s 4, pozdéji se pracovalo pouze s kmennymi

zlomky, ke kterym se jesté pfidaval zlomek 2 5, Viz napr [BBV].
83 Podle [DS1], str. 186.
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Je pravdépodobné, ze tak jemné déleni mélo vyznam asi jen pro filozofické
otazky. Musela vSak uz existovat pravidla pro pocitani s takovymi Cisly.

Rizné prace obsahovaly dalsi jednotky, napiiklad v dile Lildvati jsou uve-
deny nasledujici jednotky délkové miry.84

Jednotka Vztahy Poznamka
java (yava) sitka seminka je¢mene
angula (angula) | 8 javd (asi 1,8 cm) §ifka prstu
vitasti (vitasti) |12 anguld (asi 22 cm) pid
hasta (hasta) | 2 vitasti = 24 anguli loket
danda (danda) 4 hasty
krosa (krosa) 2000 dandu
jodzana (yojana) 4 krosi vzdélenost, kterou lze
ujet na jeden zaptah

Bhaskara II. kromé jednotek délky, objemu a vahy pripomnél soustavu pla-
tidel:®5

1 kakind (kakin?) = 20 muslicek kauri,
1 pana (pana) = 4 kdkint,
1 dramma (dramma) = 16 pani,
1 niska (niska) = 16 drammi.

Terminologie

Indové zlomek nazyvali bhinna (bhinna), coz znamené zlomeny. Dalsi vyrazy
pouzivané pro zlomek byly bhdga nebo amsa s vyznamem ¢ast nebo dil. Pozdéji
se pouzival i termin kald (kald), ktery pivodné, ve védském obdobi, znamenal
jednu Sestndctinu. Ganésa, komentator Lildvati, nazyval ¢itatele zlomku (to,
co se mélo délit) bhdga, vibhdga (vibhaga) nebo lava (lava), pro jmenovatele
(to, ¢im se délilo) uvadél nazvy amsa, hara nebo c¢héda (cheda).

Ve védskych dilech sulbastutrdch se kmenné zlomky oznacovaly zakladnimi
¢islovkami ve spojeni se slovem bhdga nebo améa, napiiklad parica-bhdga
(parica-bhaga, tj. pét dilél) znamenalo jednu pétinu. Casto byly se slovy bhdga
nebo amsa spojovany i fadové ¢islovky, tedy paricama-bhdga (paricama-bhaga,
tj. paty dil) vyjadfovalo rovnéz jednu pétinu. Dokonce i slovo bhdga se nékdy
vynechévalo, patrné kvili metrice verse, tedy napiiklad parnicama (panicama, tj.
paty) oznacovalo téz jednu pétinu. Zlomky % nebo % se nazyvaly t¥i osmé nebo
dva sedmé. V rukopisu Bakhsdli je vyjadieno cislo 3% jako trayastraya-astha
(tFi-t¥i-osmé).

84 Podle [Col], str. 2. Dalsi jednotky mér a vah jsou uvedeny naptiklad v [Do].
85 Podle [Col], str. 1-2.
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Zapis zlomku

Asi od 2. stol. pf. n. 1. se zlomky zapisovaly pfiblizné stejnym zptisobem jako
dnes — ¢itatel nad jmenovatelem, ale bez zlomkové ¢ary. SmiSena cisla méla celé
¢islo umisténé nad citatelem zlomku. Pokud se v jednom problému vyskytovalo
nékolik zlomktl, oddélovaly se vzajemné vodorovnymi a svislymi ¢arami.

Na obrazku 7.1 je uprostted ¢islo 3% znézornéno jako

9 © a e . . . pratyayam

tribhitryashtabhagasamyutam

s+
tada 1 shtottaradata x kim 2% | 1 | 108 | pha Se

3+ \ 8 1 | 1
yadyekasyatrayastraya ashtha i

bhagatadadvatrinsanamkimiti E 1

kn'ddhﬁntasyalohasyadaéﬁ,mshﬁ.ksﬂiﬁ

8 | 82 | phalamh 108 | uda
X il 1 | I
| 8 |testrayam | saptatedviguna

$chakimseshamvadapanditah fio j 1‘:{0 | kritvariipakshayampasthamiti

ripam L‘ fo \kshayamkzitvﬁ, ‘ljﬁ,tarhéesha,h’?o’ miilam

40 | anenagunitamjatai | 98 | kshayar | 42 | evarm | 140 | pre

na | 7 1’98‘phalarh 140 .

Obr. 7.1: Rukopis Bakhsdli, folio 10 verso a jeho prepis®®

Protoze neexistovala vhodné symbolika k tomu, aby bylo mozné vyjadfovat

86 Prevzato z [Kayl].
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aritmetické operace se zlomky, rozdé€lovaly se vyrazy se zlomky do nékolika
tfid, kterym se fikalo dZdti (jati). Existovala pravidla, podle nichZ bylo mozné
tyto tiidy vyjadrit pomoci vhodnych zlomki. Jedinym pouzivanym symbolem
byla tecka, kterd znacila zaporné cislo, resp. Cislo, které se ma odecist. Nékdy
bylo slovo bhinna uzivano i pro celou t¥idu zlomki.

Kraceni zlomku

Pfed provadénim operaci se zlomky se poklddalo za samoziejmé zlomky zkra-
tit. Tento proces se nazyval apavartana (apavartana), ale sdm nebyl povazovan
za operaci. Nikde neni popsan jako pravidlo, zfejmé se znalost predavala tistné.
napriklad i nematematicka prace Tattvdrthasitra, jejimz autorem je Umasvati
(asi 150 pt. n. 1.). Jedna se o piirovnani ve filozofické diskusi.87

Nebo kdyz odbornik matematik z duvodu zjednodusent operaci od-
strani spolecného délitele citatele i jmenovatele zlomku, zlomek se
nezmeénd, tak ...

Pievedeni na spole¢ného jmenovatele

Tato operace se nazyvala kald-savarnana (kala-savarnana), savarnana (sa-
varpana) nebo samachéda-vidhi (samacheda-vidhi). PouZivala se, kdyz bylo
potieba secist nebo odecist zlomky. Tato tprava byla dilezita a vzdy se pfipo-
minala spolu se s¢itanim a odéitanim. Brahmagupta popsal tuto situaci nasle-
dujicimi slovy:®8

BrSpSi/xii.2

Veliciny, stejné jako citatelé a jmenovatelé, ndsobenim ostatnimi
jmenovateli se prevedou na spolecného jmenovatele. Pri sc¢itani ci-
tatel€ jsou slouceni. Pri odecitdni se vezme jejich rozdil.

K lepsimu pochopeni Brahmaguptova pravidla pfipojil komentator Prtha-
dakasvamin tento piiklad:3?

Priklad scitdni. Kolik je soucet jedna a jedna tretina, jedna a jedna
polovina, jedna a jedna Sestina a éislo tvi dané dohromady?
Vyjadreni: 1%, 1%, 1%, 3. Neboli %, %, %, %
Vyndsobenim Ccitatele a jmenovatele pruniho clenu jmenovatelem
druhého, 2, a citatele a jmenovatele druhého jmenovatelem pruniho,
3, jsou prevedeny na spolecného jmenovatele (%, %, sloucenim cita-
teld %7) Se tretim clenem se nemust provdadeét Zddnd operace, pro-
toze jeho jmenovatel je stejny, musi se jen sloucit citatelé, %, cozZ
je po zkrdceni 4. Zbyvd pricist cturty clen, 3, a scitani je dokonceno,
vysledek je 7.

87 Podle [DS1], str. 190.

88 Podle [Coll, str. 277.
89 Podle [Col], str. 278.
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Mahévira byl prvnim z indickych matematikti, ktery uzival pojem mni-
ruddha (niruddha) pro nejmensi spoleény nasobek, aby zjednodusil poéitani
se zlomky.?°

GaSaSa/iii.56

Niruddha [nejmensi spoleény nésobek] se ziskd pomoci ndsobeni
[v8ech] spolecnijch ciniteli jmenovateli a [vSech] jejich [maximél-
nich] podili. V piipadé, Ze [vichni] jmenovatelé a citatelé [danych
zlomkil] jsou ziskdni jejich ndsobenim pomoci podili niruddha déle-
neho jmenovatelem, jmenovatelé budou stejni.

Pokud se mély naptiklad zlomky miy a % (predpoklddame, Ze x, y a z jsou
prvoéisla) pfevést na spoleéného jmenovatele, znamenalo to nalézt spoleéné
¢initele vSech jmenovateli, v nasem pripadé y, a pak vzit podil kazdého jmeno—
vatele timto Cinitelem; pro prvni zlomek se dostalo % =z, pro druhy ¥ = 2.

Tedy nejmensim spole¢nym nasobkem byl souéin zyz. Prvni zlomek pak bylo

tteba rozsifit cislem 22 = z, tim se dostalo % - Z, druhy zlomek se rozsitil ¢islem
ZYZ — x. tim se z1ska10 bz Tyto zlomky 2% a 2L maji stejné jmenovatele,
yz Ty :chz TYz

jmenovatel je nejmensim spolecnym nasobkem puvodnich jmenovateld.

Bhaskara II. nepouzival pojem niruddha, spolecného jmenovatele ziskal jako
sou¢in jmenovatelii. Existenci nejmensiho spole¢ného nasobku zminil takto:°

Lila/ii.29

Citatel a jmenovatel vyndsobeni jmenovateli jsou tak prevedeni na
spolecného jmenovatele. Nebo oba, citatel a jmenovatel, mohou byt
Sikovngm poctarem ndsobeni jinym jmenovatelem, ktery je zkrdceny
spolecnym délitelem.

Bhaskara II. v jednom ptikladu?? pfevadél na spoleéného jmenovatele
zlomky %, %, % Jmenovatelé 1, 5, 3 jsou c¢isla nesoudélné, spolecného jme-
novatele vypoéital jako jejich soucin 1.5 -3 = 15, zlomky pak vyjédfil jako
‘fg, 135, 15 - KdyZ vsak hledal spole¢ného jmenovatele zlomki 63, 1 1> bostupo-
val trochu jinak, protoze jmenovatelé 63 a 14 maji spole¢ného délitele 7, a tedy
jejich soucin neni nejmensim spoleénym nasobkem. Proto, podle druhé c¢asti
predchoziho pravidla, nejprve jmenovatele vydeélil sedmi 63 : 7 =9, 14:7 = 2.
Nejmensi spole¢ny nasobek ziskal jako soucin 7 -9 -2 = 126 a zlomky zapsal
jako 1—36, %6.

V Evropé vétsina matematikti pri prevadéni na spole¢ného jmenovatele
pouzivala soucin vSech jmenovateldl, az Leonardo Pisansky zacal prosazovat
nejmensi spoleény ndsobek jmenovateld (viz [BeM2]).

Operace se zlomky byly v Indii zndmé uz davno a provadély se témér stejné
jako dnes. Arjabhata I. se o elementarnich operacich pfimo nezmiioval, ale

90 Podle [Ran], str. 51.

91 Podle [Coll, str. 13.
92 Viz sloka Lila/ii.30, podle [Col], str. 13.
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z jeho textu je evidentni, Ze znal metodu déleni zlomkem jako nasobeni pfevra-
cenou hodnotou.

Smisena ¢isla se pred vlastnim pocitanim pfevedla na nepravé zlomky, a kdyz
to bylo mozné, zlomky se zkratily. Pfevedeni smiseného ¢isla na zlomek popsal
Brahmagupta:??

BrSpSi/xii.3 (¢ast)
Celd cisla se nasobi jmenovateli a magi prictené citatele.

7.10.1 Scitani a oddéitani

S¢itani zlomkd se nazyvalo bhinnasamkalita (bhinna-samkalita), od¢itani
bhinnavjavakalita (bhinna-vyavakalita). Tyto operace se provadély aZ po preve-
deni zlomk na spoleéného jmenovatele. Pokud se s¢italy nebo od¢italy zlomky
spolecné s celymi ¢isly, bylo celé ¢islo povazovano za zlomek se jmenovatelem
rovnym jedné. Vyjadieni dnesni symbolikou odpovidd bézné uzivanym vzor-
clim:

a ¢ ad=+xbc a zbta

v dT b PRy =

Bhaskara II. tuto situaci popsal takto:%*

Lila/ii.36

Pravidlo pro scitani a odcitdni zlomki. Pul sloky.

[Vezmi| Soucet nebo rozdil zlomki majicich spoleéného jmenovatele.
Jednickou je vyjddreny jmenovatel celého cisla.

Lila/ii.37

Priklad. Rekni mi, drahd Zeno, rychle, kolik je pétina, cturtina, tre-
tina, polovina a Sestina kdyZ se sectou dohromady? Rekni okamzité,
co je zbytek, kdyz se tyto zlomky odectou od tri.

Vyjddrend: + 1 1 L 1

Odpovéd. Secteno dohromady, soudet je %

Odectenim téchto zlomku od tii, zbytek je g—(l).

P1i vypoctu se pouzilo pravidlo pfevedeni na spole¢ného jmenovatele, tim byl
pravdépodobné nejmensi spolecny nasobek jmenovatelt, tj. 60, pak se zlomky
seCetly a vysledek se zkratil. Vypocet tedy mohl vypadat takto:

1+1+1+1+1_12+15+20+30+10_87_29
5 4 3 2 6 60 60 60 60 60 60 20°

93 Podle [Col], str. 278.
94 Podle [Col], str. 16-17.
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Odc¢itani se provadélo podobné:

29 3 29 60 29 31
1 20 20 20 20°

322 =
20

7.10.2 Nasobeni

Vyraz bhinnagunana (bhinna-gunana) se uzival pro nasobeni zlomku. Pred
vlastnim nasobenim se nejprve smisena cisla prevedla na zlomky; Brahmagupta

tento proces popsal néasledujicim zptisobem:?>

BrSpSi/xii.3 (¢ast)
Souéin citateli déleny soucinem jmenovateli je [vysledkem] ndso-
beni dvou nebo vice zlomki.

Nasobeni odpovida soucasnému vzorci

a-c

Ul
>
Q.

a
b

Postup ukdzeme na nasledujicim piikladu, ktery patrné pripojil komentéator
Prthudakasvamin:“6

Priklad. Rekni rychle, jakyj je obsah obdélniku, ve kterém strana je
deset a pul a vyska sedmdesdt sestin.

Vyjddreni. 103 11%.

Vyndsobenim celych cisel jmenovateli a prictenim citateld, ve dru-
hém pripadé jesté zkrdcenim, dostaneme % a % Soucin citateli
735 vydéleny soucinem jmenovateli 6 ddvd podil 122%. To je obsah
obdélniku.

Ostatni autofi popisovali tyto operace podobnym zpisobem, jen Mahévira
jesté odkazoval na kraceni kiizem, aby se zjednodusil vypocet.®”

GaSaSa/iii.2
Pri ndsobent zlomku se citatelé nasobt citateli a jmenovatelé jmeno-
vateli poté, co se provede krizZové krdcent, je-li to mozné.

P1i kraceni kiizem, pokud je to mozné, se krati citatel prvniho zlomku se
jmenovatelem druhého nebo citatel druhého zlomku se jmenovatelem prvniho.

95 Podle [Col], str. 278.
96 Podle [Col], str. 278.
97 Podle [Ran], str. 38.
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7.10.3 Déleni

Bhinnabhdgahdra (bhinna-bhagahara) byl ndzev uzivany pro déleni zlomki.
V praci Arjabhatija nebyly zmitiovany elementarni operace, nasobeni zlomki
bylo popsano v ¢asti pojednavajici o pravidle tii.

Brahmagupta popsal déleni zlomk takto:%8

BrSpSi/xii.4

Jmenovatel a citatel délitele se vymeéni, pak jmenovatel delence se
ndsobi [novym] jmenovatelem a éitatel [novym] citatelem. Tak je
délent zlomki provedeno.

Déleni zlomkt se provadélo stejné jako dnes — prvni zlomek se nasobil pre-
vracenou hodnotou druhého

ol
IS
ISH

o 2
Ul
Salis}
>

- C

Podobnym zpiisobem popisovali déleni zlomki i dalsi autofi. V [Col] je pFipojen
podobny piiklad jako u nasobeni, autorem je komentator Prthidakasvamin.?”

Priklad. 'V obdélniku, jehoZ obsah je dany, sto dvacet dva a pul,
a strana deset a pil. Rekni vjsku.

o 1 1 py 245 21
Vyjddreni: 1225 105. Prevedeno na 5> 5.
Zde je strana délitelem. Jeji citatel a jmenovatel jsou prohozené %
Citatel délence ndsobeny timto Citatelem se stdvd 490; a jmenovatel
délence ndsobeny jmenovatelem vytvdri 42. Jedno délené druhym

ddvd podil 11%. To je vyska.

7.10.4 Druha mocnina a druha odmocnina

Pravidla pro umocnovani a odmocniovani zlomkt nebyvala uvedena v kapi-
toldch o umoctniovani a odmociiovani, ale v kapitolach o pocitani se zlomky.
Vypocet druhé odmocniny zlomkt byl nazyvan bhinnavarga (bhinna-varga).
Brahmagupta jej vyjadiil takto:'%°

BrSpSi/xii.5

Ctverec citatele zlomku délenyj ctvercem jmenovatele ddvd ctverec.
Druhd odmocnina citatele zlomku deélend druhou odmocninou jme-
novatele davd druhou odmocninu.

98 Podle [Col], str. 278-279.
99 Podle [Col], str. 279.
100 podle [Col], str. 279.
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Ostatni autori uvadéli podobné vyjadieni. V dnesni symbolice lze vysSe uve-
dené poznatky zapsat pomoci vzorct

(a)2 _a? a va
b/ b2’ b Vb’

Nasledujici piiklady, které pfipojil komentator Prthidakasvamin, slouzily
k objasnéni vypoctu.t0!

Priklad. Rekni mi obsah rovnostranného ctyrihelniku [Stverce] jehoZ
strana a vyska jsou stejné sedm polovin.

Vyjadreni: Strana % Vyska % Soucin citateli 49. Soucin jmeno-

vatelt 4. Tyto souciny jsou druhé mocniny, protoZe strana a vyska
jsou stejné.

Ctverec citatele 49 déleny ctvercem jmenovatele 4, podil 12& je
plocha ctyruhelniku.

Priklad. Rekni stejnou stranu a vijsku rovnostranného ctyrihelniku
[¢tverce], jehoZ obsah je dany dvandct a jedna cturtina.

Vyjadreni po prevedeni: %. Odmocnina z citatele 49 je 7, totéz

pro jmenovatele 4 je 2. Po deleni odmocniny citatele timto dd podil
druhou odmocninu % To je délka vysky a strany.

7.10.5 TFetl mocnina a tfeti odmocnina

Vypodet tfeti odmocniny zlomka byl nazyvan bhinnaghana (bhinna-ghana).
Sridhara formuloval pravidlo takto:1%2

PaGa/35

Treti mocnina citatele delend treti mocninou jmenovatele davad treti
mocninu o treti odmocnina citatele delend treti odmocninou jmeno-
vatele ddvd treti odmocninu.

Ostatni autofi popisovali vypocet tfeti mocniny a odmocniny podobnym
zpusobem. V dnesni symbolice zapiSeme vzorci

ORI O

7.10.6 Tridy vyrazu se zlomky

Protoze neexistovala vhodna symbolika, zapis vyraza se zlomky byl nejed-
noznacny. Indové délili vyrazy se zlomky do nékolika t¥id nazyvanych dZdti
a prislusnost k urcité tridé pomohla pochopit spravny vyznam zapisu.

101 Podle [Col], str. 279.
102 Podle [Shul], str. 16-17.
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1. Bhaga (bhaga, tj. ,jednoduché zlomky*) neboli vyraz se dvéma zlomky
(g + Z) nebo se tfemi zlomky <a + ¢ + e>7 pripadné i pro vétsi pocet

b b d f
zlomkt “u + a2 + a3 +..-+ an , ktery se obvykle zapisoval ve tvaru
b1 by b3 bn
z 3 nebo z .(; , kde teckou je naznaceno odcitani.
Vyraz se tfemi zlomky se vyjadioval podobnam zptisobem i 3 ?
a oC [ I§]
b
nebo b d ¢

2. Prabhdga (prabhaga, tj. ,zlomky ze zlomku“) neboli soudin (% . C—CZ), resp.
@
b

3. Bhdgdnubandha (bhaganubandha, tj. ,spojeni zlomkd“) znamenalo bud

aCresace
b | a "™ b | alc¢

IS

: ;) , se obvykle zapisoval jako

a) rupa-bhdginubandha (rapa-bhaganubandha, tj. ,spojeni pfirozeného

a

b
Cisla a zlomku*), tedy <a + —), v zapisu | b nebo
c
c

b) bhdga-bhdganubandha (bhaga-bhaganubandha, tj. ,spojeni dvou nebo

vice domki), tedy (% + <-4 (g+§.g+§.(g+g.g)),

nebo

které se zapisovaly

o o|lo

(IOl Ne VNN o nlliY)

. Bhdgapaviha (bhagapavaha, tj. ,oddéleni zlomki*) mohlo znamenat

S

a) rupa-bhdgdpavdha (rupa-bhagapavaha, tj. ,oddéleni ptirozeného &isla

a

b
a zlomku“), tedy (a - —), v zépisu | eb | nebo
c
c
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b) bhdga-bhdgapaviha (bhaga-bhagapavaha, tj. ,oddéleni dvou nebo vice

X @Ay g (e a_c (a_c @ ;
zlomku ),tedy(b y b) éi <b 7% (b pi b)),ktere

nebo a

se zapisovaly

oC
d
oe

f

Q0T o
o

Kromé téchto tiid uvadéli nekteri autofi jesté dalsi dva typy.

5. Bhagabhdga (bhaga-bhaga, tj. ,slozené zlomky“) neboli vyrazy, které

b
naznacovaly déleni <a : —) nebo (% : 2) Zapis byl stejny jako pro t¥idu
c
bhagabhaganubandha, tedy a nebo a
b b
C (¢
d

Je zajimavé, ze v zapisu se nikde neobjevoval symbol pro déleni. To, Ze se
mé délit, vyplyvalo ze zadani problému.!03

6. Bhdgamdtr (bhaga-matr) neboli kombinace tvartt uvedenych vyse. Mahéa-
vira poznamenal, Ze téchto kombinaci muze byt 26. Zfejmé tedy uz byly znamé
postupy na vypocet kombinaci. Jestlize bylo 5 zakladnich tiid, pak celkovy
pocet kombinaci je 26, nebot

C2(5)+C3(5)+Cyu(5)+C5(5) = <Z> + <§> + <i> + (g) =10+10+5+1=26.

Pravidla pro zjednoduseni prvnich dvou tfid jsou pravidly pro scéitani
nebo od¢itani a nasobeni zlomku, tpravy vyrazi rupa-bhdgdinubandha a ripa-
bhdgdpavdha odpovidaly pric¢itani nebo od¢itani zlomku od celého disla.

Pravidla pro zjednoduseni t¥idy bhdga-bhdgdnubandha a bhdga-bhdgdpavdiha
popsal Brahmagupta takto:194

BrSpSi/xii.9

Horni ymenovatel se vyndsobi jmenovatelem a horni citatel tim stej-
nym [jmenovatelem| zvétsengm nebo zmensengm o svého vlastniho
Citatele.

103 Pouze v rukopisu Bakh3dli se nékdy pied pFislusnou veli¢inu nebo za ni uvadél vyraz
bha (zkratka vytvorend ze slova bhajana nebo bhaga-hara, coz byly vyrazy pro déleni).
104 Podle [Col], str. 282.
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a a
b b
Tedy | o |nebo | o¢ |V dnesnisymbolice znamena:
d d
gig.g_a'(dic)_g.d:&c
b d b b-d b d

Podobn4 pravidla zformuloval také Sridhara,'%® ktery uvedl nasledujici pii-
klady:196

PaGa/Ex.19
Jakyj je soucet 33+%-35+3-(33+ 1-33)+i+35+5 (5 + 1 3)?
3
1 1
2 2
Toto bylo zapsano jako | 1 1
4 3
1 1
6 4
Prevedenim smiseného ¢isla na zlomek a pri¢tenim jmenovatelt k citatelam
zlomk ve dvou dolnich fadcich, tj. vyjadienim vyrazu d;”‘ z pravidla, se dostalo

7

S | O N
= O W RN =

Nyni se vypocitaly souciny zlomki v kazdém sloupci:

TAT_25 (v levém sloupci) a 145_20 (v pravém sloupci)
216 48 P 2’314 224 VP P

245 20
které se zapsaly vedle sebe 48 2

a prevedly na spole¢ného jmenovatele, tj. provedla se operace savarnana, tedy

245 | 40
48 | 48

" . . , 285 .15

Nakonec se zlomky secetly a tim se ziskal vysledek 15 neboli 51—6.

105 Viz sloky PaGa/39-40, podle [Shul], str. 19.
106 Podle [Shul], str. 20, 22.
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PaGa/Ex.23

Kolik je vysledek, jestlize jedna polovina, jedna ctvrtina z jedné ctur-
tiny, jedna delend jednou tretinou, polovina plus polovina ze sebe,
jedna tretina zmendend o jednu polovinu ze sebe, se dd dohromady?

Problém, ktery bychom dnes zapsali jako

U AN A S U A E R
2 4 4 "3 2 2 2 3 2 3)

byl v indické symbolice vyjadien takto:'0”

1 1 1 1
2 4 4 2 3
3 1 el
2 2
P1i zapisu vyrazl se zlomky je zfejma nejednoznacnost: Zapis i 411

mohl byt interpretovén jako (3 - 1) stejné jako (% + 1), podobné vyjédieni
1
1 | mohlo znamenat (1 : %), ale také (13). Sprévny vyznam zapisu bylo
3
nutno poznat z kontextu podle formulace problému.

Kmenné zlomky

Mahavira popsal nékolik pravidel, v nichz pocital s kmennymi zlomky. Tato
pravidla se nevyskytovala v zadné jiné praci, snad proto, Ze je ostatni autofi
nepovazovali za uziteéna a duilezita.

a) Vyjadieni jednicky jako sou¢tu n kmennych zlomki.%®
GaSaSa/iii.75
Kdyz soudet riznych velicin, jejichZ éitatelé jsou 1, je roven 1, [poza-
dovani] jmenovatel€ jsou takovi, Ze pocinaje jednickou jsou postupné
ndsobeni 3, pruni a posledni se vyndsobi jesté 2 a %

Tedy
S S S 1 1
Tty TETE T Ot e
I I NI DU . S
2 3 32 33 3n—=2 = 2.3n-2
1 1 1 1—-(3)"?2 3241 3"2-1 2.3"72
:7+ — +7' (3)1 - _ + _ - _9 *
2 2.3»2'3 1-1 2.3n-2 ' 2.3n-2  2.3n-2

107 Podle [DS1], str 192.
108 Podle [Ran], str. 54.
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Pfi Gpravé byl pouzit vzorec pro soucet n — 2 ¢lenit (prostfedni séitanci v ro-
zepsaném sou¢tu) geometrické posloupnosti s prvnim ¢élenem rovnym % a kvo-
cientem také %

b) Vyjadfeni jednicky jako souctu lichého po¢tu kmennych zlomka. Metoda
mé smysl, pokud jsou zlomky alespoii t¥i (2n — 1 pro n > 2), pfiéemz posledni
z nich musi byt roven », i kdyZ se o tom pravidlo nezmifuje.'%

GaSaSa/iii.77

Kdyz soucet velicin [zlomkt], jejichZ citatelé jsou 1, je roven 1, jme-
novatelé jsou takovi, Ze pocinaje dvojkou pokracuje se zvySovdnim
o0 jednu, kaZdy se ndsobi tim, co [bezprostfedné] nasleduje, a %

Jednoduchou tpravou se mizeme snadno presvédcit o platnosti vzorce:

1= ! + ! + ! +- 4 : + Lo~
2-3-2 342 4.5.1 (2n—1)-2n-%  2n-1
:2<L+L+L+...+;+i>:
2.3 3-4 4.5 (2n—1)-2n  2n

_2 1_1 _|_ 1_1 + + 1 _i _i_i —21
o 2 3 3 4 n—1 2n on| T 2

¢) Vyjadfeni kmenného zlomku jako sou¢tu nékolika zlomk, jejichz ¢itatelé
£ 110

jsou dani.
GaSaSa/iii.78
Kdyz soucet [uréitych zlomkd| md jednicku jako citatele, pak jme-
novatel pruniho [z danych séitanct] je jmenovatelem souctu, jmeno-
vatel ndsledujictho je tento [jmenovatel] slouceny se svgm citatelem
a tak ddle; a pak se ndsobi [kazdy jmenovatel] ndsledujicim, posledni
je ndasobeny svgm vlastnim citatelem. [To dava pozadované jmeno-
vatele.]

Zlomek % tedy vyjadiime jako soucet p zlomku, pricemz jejich citatelé jsou
dané hodnoty a1, a2, as, ..., ap.

1 ai as as
== + + +
n nn+a) m4a)nt+a+a) (n+ar+a2)(n+a+as+ as)
Gp—
4 p—1 +
(n+a1+a2+"'+ap_2)(n+a1+a2+"'+ap_1)

+ O :
(n+ar+az+---+ap_1)ap

109 Podle [Ran], str. 55.
110 Podle [Ran], str. 56.
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Pro specialni volbu a; = a2 = -+ = ap, = 1 dostdvame soucet kmennych
zlomki.

d) Vyjadfeni libovolného zlomku jako souc¢tu kmennych zlomkd. Pravidlo
zni: 1

GaSaSa/iii.80

Jmenovatel [daného zlomku| kdyZ se slouci s vhodné vybrangm éis-
lem, vydéli se citatelem beze zbytku, [podil] se stdvd jmenovatelem
pruniho éitatele, [ktery je 1] vhodné zvolend velidina, kdyz se déli
tim [podilem| a jmenovatelem souctu, je zbytek. Na zbytek se apli-
kuje stejny postup.

Oznacime-li dany zlomek 7 a i je ¢islo vybrané tak, aby platilo % =n, kde
n je celé cislo, pravidlo fika:

1, i _b+i_b+i 1 _a
n n-b nb n b b

3=
Prvni zlomek je kmenny (%), podobny postup se pouZije na zbytek (nl_b), tim
se ziskd dalsi kmenny zlomek. Vysledek zavisi na tom, jak byla zvolena kon-
stanta i.

e) Vyjadfeni kmenného zlomku jako sou¢tu dvou jinych kmennjch zlomkd.
Pravidlo zni:!12

GaSaSa/iii.85

(i) Jmenovatel daného kmenného zlomku ndsobeny vhodné vybranym
¢islem je [prvnim| jmenovatelem a tento déleny diive vybranym ¢is-
lem zmensenym o 1 ddvd dalstho; nebo

(ii) dva jmenovatelé jsou délitelé jmenovatele daného kmenného
zlomku, kazdy ndsobeny jejich souctem.

Pravidla mizeme zapsat takto:

Q) 1 1 n 1
) —=—+—.
n o p-n 1%

Prirozené ¢islo p je zvolené tak, aby n bylo délitelné ¢islem p — 1.

L1 1
® 3w T et

Mahéavira ve ¢tvrté kapitole prace Ganitasdrasamgraha jesté klasifikoval
riuzné typy uloh, které obsahovaly zlomky, a popsal algoritmy jejich feseni.

111 Podle [Ran], str. 57.
112 Podle [Ran], str. 58.
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Tyto tlohy bychom dnes fadili do algebry, protoze vedly na feseni rovnic s jed-
nou neznamou. Jednalo se napftiklad o ulohy typu: Kazda z n riznych ¢asti
celku mé néjakou urcitou vlastnost a jesté zbyva c. Kolik prvku tvorilo celek?
Uloha muze byt vyjadiena rovnici

(1—g)x:c, odtud T = ¢ ,
b 1-%

kde zlomek ¢ je souctem vsech n ¢asti s uvedenou vlastnosti. Timto zpiisobem
také Mahéavira feSeni vyjadiroval.

Zlomky mély v indické matematice dilezité misto, pravidla pro pocitani se
zlomky byla peclivé roztiidéna, podrobné popsana a demonstrovana na ptikla-
dech.

Se zlomky pocitala i egyptska matematika; jak uz bylo feceno, egyptsti po-
¢tari pouzivali kmenné zlomky, k nimz se pfipojoval jesté zlomek % V Mezo-
potamii se pouzivaly Sedesatinné zlomky, tj. zlomky, jejichz jmenovatelé byli ve
tvaru 60", kde n € N. Dochovaly se tabulky reciprokych hodnot, v nichz byly
uvedeny nékteré kmenné zlomky (viz [BBV]).

Dobie propracovanou teorii po¢itani se zlomky méli staii Cifiané, ktefi po-
uzivali zlomky typu %, kde p, ¢ € N. Specialni nazvy a znaky méli jen pro
nejcastéji pouzivané zlomky %, %, tzv. mald polovina, %, tzv. velkd polovina,
jinak zlomek zapisovali jako ,p z ¢ dila“ (viz [Hu], [Ju]). Operace se zlomky se

provadély na pocitadle a pritom se vyuzivalo kraceni zlomkt.

Ve starém Recku se pracovalo se zlomky %, kde p, ¢ € N, k jejich zapisu se
pouzivala, stejné jako u prirozenych cisel, pismena abecedy. K odliseni slouzil
vétSinou apostrof; napiiklad -y, tj. tfeti pismeno Fecké abecedy, znamenalo 3,

7' znacilo %, nékdy se zapisoval jmenovatel nad ¢itatele (viz napt. [Heal).

V arabskyjch zemich se pouzivaly kmenné zlomky; pro ty, jejichz jmenovatel
byl mensi nebo roven deseti, existovaly specidlni nazvy, proto se jim néekdy 1i-
kalo ,,vyslovitelné“, zatimco ostatni zlomky byly ,nevyslovitelné“, nebot jejich
hodnota byla opsana (napf. % byla vyjadfena jako ,,jedna Cast ze tfinacti“, %
jako ,t¥i ¢asti ze sedmnéacti“). Zlomky typu g se vyjadfovaly, asi podle egypt-
ského vzoru, jako soucty kmennjch zlomki. Al-Chwarizmi pocital pfedevsim se
Sedesatinnymi zlomky, které zapisoval, stejné jako v Indii, pod sebou — nahoru

stupné, pod né minuty, dolu vtefiny (viz [Ju]).

Spolecné s desitkovou poziéni soustavou se do Evropy dostaly i Sedesatinné
zlomky, které se pouzivaly zejména pri astronomickych vypocétech. V Evropé
se vSak prili§ neujaly, kromé astronomickych a trigonometrickych vypocti se
pouzivaly pfevazné zlomky kmenné. K prosazeni desetinnych zlomkt v Evropé
napomohla snaha o uréeni pfiblizné hodnoty iracionalnich ¢isel, napi. v/2, a tri-
gonometrické vypocty. Desetinné zlomky jako prvni uvedl némecky astronom
a matematik Johannes Miiller zvany Regiomontanus (1436—1476) ve svych
trigonometrickych tabulkich. O systematické zavedeni desetinnych zlomki se
zaslouzil holandsky kupec, matematik a inZenyr Simon Stevin (1548—-1620),
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ktery vydal v roce 1585 vlamsky psanou brozurku Desetina. Nazev zlomek se
objevil v Evropé jako pfeklad arabského slova kasr (rozbity, zlomeny), v pie-
kladu al-Chwéarizmiho spisu je uveden termin fractio (viz [Sis]).}*? Zlomky se

vétsinou zapisovaly pomoci velké tecky, napiiklad zlomek 1 byl vyjadfen jako

30. Zlomkova Cara se poprvé objevila u Leonarda Pisanského v roce 1202

(viz [BeM2]). Desetinné zlomky ve tvaru desetinnych ¢isel zavedl al-K&si, po-
uzival pritom nékolik zptsobti, napriklad oddélil celou ¢ast svislou ¢arou nebo
zapisoval desetinna mista jinou barvou (viz [Ju]).

7.11 Pravidlo t¥i

Indicky nézev pro pravidlo tii byl trairasika (tii ¢leny), toto pravidlo bylo
fazeno mezi aritmetické operace. O ptivodu jeho nazvu napsal Bhéaskara I.:114
Zde jsou nutné tii velidiny (ve tvrzeni a pocitdni), proto se metoda

nazyvd trai-rasika (pravidlo 7% clend).

Pravidlo fesi tlohy na pfimou imérnost: jestlize P dava F', kolik d& I? Dnes
se podobné ulohy vyjadii rovnosti poméra
x:F=1:P, odtud x:%. (7.3)
T¥i dané ¢leny jsou oznaéeny P podle slova pramdna (pramana, tj. duvod),
F podle slova phala (phala, tj. vysledek) a I podle slova ié¢chd (iccha, tj. po-
zadavek). Tyto nazvy se vyskytovaly ve vSech matematickych dilech, nékdy se
jim v8ak fikalo jen prvni, druhy a tfeti, protoze v tomto poradi se dané veli-
¢iny zapisovaly do fadku: P | F' | I. Uméru (7.3) snadno upravime do tvaru
P : F =1 : x kde pofadi znamych veli¢in odpovida indickému vyjadfeni.
Pouze Arjabhata II. na rozdil od ostatnich pouzival ndzvy mdna (mana), vini-
magja (vinimaya) a i¢chd. Vétsina autort pfi popisu pravidla upozoriiovala na
to, ze prvni a t¥eti ¢len jsou stejného typu. Napiiklad Mahavira uvedl:'!?
GaSaSa/v.2 (éast)
V pravidle t71 se soucin cleni phala a i¢chd déleny clenem pramdna
stdvd [hledanym)] fesenim, kdyZ i¢éhd a pramdna jsou podobné [tj.
pfimo tmérné|.

Pravidlo ti bylo ve staré Indii velmi cenéné, protoze bylo snadné a bylo
mozné je jednoduchym zptisobem pouzit pfi feSeni béznych problémi. Varaha-
mihira napsal:!!6

Jestlize Slunce vykond jednu otdacku za rok, kolik vykond za dany
pocet dni? Copak i nevzdélany clovék nevypodita takové problémy
jednoduchym ¢mdardnim kouskem kiidy?

113 7 latinského frangere, tj. lamat, rozbijet, drobit.

114 Ve svém komentati k praci Arjabhatija, podle [DS1], str. 204.
115 Podle [Ran], str. 86.

116 Podle [DS1], str. 209.
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Za pravidlem t¥i byvalo uvedeno nékolik pfikladd na procviceni, naptiklad
komentétor prace Brdhmasphutasiddhdnta uvedl:'1”

Clovek daruje sto osm krav za tvi dny, kolik dobytka vénuje za rok
a mésic?

Vyjadreni: Dny 3, kravy 108, dny 390.
Odpovéd: 14 040.

Podle vyjadreni je P = 3, FF = 108, I = 390 a podle uvedeného postupu se
hledany pocet krav x pocital ze vzorce

m:M:MOALO.

Pred vlastnim vypoctem bylo Casto potieba prevadét jednotky, aby prvni
a tfeti ¢len (P a I) byly vyjaddfeny ve stejnych jednotkach. V tomto ptikladu
byl rok (360 dni) a mésic (30 dni) vyjadfen jako 390 dni.

7.12 Obracené pravidlo t¥i

Toto pravidlo se nazyvalo vjastatrairdsika (obracené pravidlo tif ¢lentt). 18

Za pravidlem t¥i byla vétsinou uvedena poznamka, ze tato operace by méla byt
obrécena, jestlize imérnost je nepiima. Mahavira napsal:!!?

GaSaSa/v.2 (éast)

V pripadé, Ze [Gmérnost] je neprimd, tato operace [zahrnujici na-
sobeni a déleni] je obrdcend [tak, aby déleni bylo misto nésobeni
a nasobeni misto déleni].

Vysledek F' se musi nasobit duvodem P a délit pozadavkem I. Obracené
pravidlo t¥i fesi ilohy na nepfimou tmérnost; hledalo se ¢islo x z rovnice

_F.P

x:F=P:1I, odtud x 7

Nasledujici ptiklad piedlozil Bhaskara II.:'2°

Lila/iii.78

Hromada psenice byla mérena meérkou o objemu sedm ddhaka.
Jestlize jich bylo nalezeno sto, jaky bude vysledek s mérkou o ob-
jemu pét adhaka?

Vyjdadreni: 7 100 5. Odpoved 140.

117 Podle [Col], str. 283. V piikladu se piedpokladalo, Ze rok ma 360 a mésic 30 dni.

118 Né&kdy se uvadél téz nazev vildmatrairdsika (vyloma-trai-rasika).

119 Podle [Ran], str. 86.

120 Podle [Col], str. 35. Jednotka objemu ddhaka (adhaka) se pouzivala k méfeni obili,
odpovidala asi 3 kg.
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V komentafi bylo vysvétleno, ze kdyz se zvétsi mérka, jejich pocet bude
mensi, a naopak, budou-li se mérky zmensovat, bude jich potfeba vice. Tim
byla zdivodnéna metoda obraceného pravidla tii, protoze mezi poctem mérek
a jejich obsahem je nepfiméa timéra. Vypocet probihal podle popsaného pravidla
s danymi hodnotami P = 7, F' = 100, I = 5, proto se vypocitalo

100-7
xr =

— = 140.
)

7.13 Pravidlo péti, sedmi, deviti, jedenacti

Slozené timéry byly feSeny pomoci dvojitého pravidla t¥i, tj. pravidla péti,
kterému se rikalo pancardsika, pripadné pravidla sedmi nazvaného saptardsika,
pravidla deviti neboli navardsika ¢i pravidla jedenacti, tzv. ékddasardsika,
podle toho, kolika ¢lend se problém tykal. Tyto metody se nékdy sdruzovaly
pod obecnym nazvem pravidlo lichych ¢lent. V takovych tlohach byly dany
dvé skupiny ¢lend. Prvni, kterd byla kompletni, se nazyvala pramdna paksa
(pramana paksa, tj. strana divodu), druhé, v niz jeden ¢len chybél, se ¥ikalo
i¢¢hd paksa (iccha paksa, tj. strana pozadavku).

Problémy feSené pravidlem péti by se mohly Tesit dvojnasobnym uzitim pra-
vidla t¥i, které pravidlo péti slu¢ovalo do jednoho vztahu. Jednalo se o tlohy
typu: Jestlize P, dava Fy za Ps, kolik da I1 za Is? Dnes bychom ¢leny zapsali
do tadku a Tesili slozenou trojc¢lenkou, indicky postup byl podobny, jen se od-
povidajici ¢leny zapisovaly do sloupcti, v prvnim byly vSechny hodnoty znamé
(strana dtivodu), ve druhém se musel jeden ¢len dopoéitat (strana pozadavku).
V indickém zapisu tedy sloupce obsahovaly tyto veli¢iny: Py I

P, I
F1 xr

Pro vétsi prehlednost se hodnoty nékdy jesté oddélovaly ¢arami.

Podle indického pravidla se vyménily ¢leny v poslednim fadku a nezndma
se vypocitala jako podil soucinu ve sloupcich

P I
LI F
P I = T = .
2 2 PP,
x F1

Bhéskara II. metodu vyjadfil takto:12!
Lila/iii.79
V pravidlech péti, sedmi, deviti nebo vice ¢élentd premisti phala [vy-
sledek] a jmenovatele [existuje-li] na druhou stranu, soucin vétsi sku-
piny élentd déleny soucinem mensi skupiny ddvd vysledek [nebo vy-
tvori pozadavek].

121 Podle [Col], str. 35.
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Postup vypoctu dokresluje piiklad prevzaty z Lildvati:1??

Lila/iii.80
Jestlize urok ze sta za jeden mésic je pét, jaky bude urok ze Sestndcti
za dvandct mésicu?

Prvni skupina ¢lenti (strana dtivodu — pramdna paksa) obsahovala hodnoty
100, 1 (mésic), 5.
Druhé skupina ¢lent (strana pozadavku — i¢éhd paksa) byla

16, 12 (mésici) , x.

ku.123 100 16
' 1 | 12
5 o

Nyni se ¢leny zapsaly do ,,buné

Zde je 5 ,vysledek“ prvni strany a na druhé strané je vysledek neznamy,

jejich zdmeénou se dostalo: 100 16
1 12
o 5

Skupina s vétsim poctem ¢leni byla ve druhém sloupci, soucin téchto ¢lent
se vydélil souc¢inem ¢lentt mensi skupiny v prvnim sloupci a tim se ziskalo Teseni,
které autor upravil a vyjadril smiSenym cislem

_16:12:5 960 48 3
©1-100 100 5 57

Pravidlo t¥i, resp. pravidlo péti se Casto uzivalo pfi feseni tloh o turocich.
Uvodni ¢ast piikladu (tirok ze sta za jeden mésic je pét) udavé vlastné dnesni
trokovou miru.!24

Pravidlo tfi se z Indie rozsifilo na zapad, vyskytovalo se v arabskych dilech,
pouzivali je autori ve stfedovéké Evropé, kteri prijali indicky nazev pravidlo t¥i
i stejny zptusob zapisu ¢lend do fadku. Pro svoji prakti¢nost bylo jednim z ob-
libenych témat stiedovéké matematiky, protoze v bézném zivoté se vyskytuje
mnoho tloh zaloZenych na pfimé nebo nepiimé timérnosti.

V ¢inské Matematice v deviti kapitoldch je uvedena fada praktickych pii-
kladd fesenych pomoci pravidla tii.

122 podle [Col], str. 36.
123 Nezndméa byla oznagena krouzkem, podle [DS1], str. 213, v nékterych komentaiich
zustavalo misto prazdné.
124 Ve starych indickych ulohach byvala trokova mira vyjadiena pomoci miry kapitalu K,
miry doby droceni T" a miry troku U, tomu odpovidala trokova mira vyjadfena desetinnym
U

Cislem ¢ = % nebo v procentech p = 7= - 100. Vice je v ¢asti o urocich, viz odstavec 7.16.4.
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Al-Birani vénoval pravidlu tii samostatnou préaci O indickych rasikdatech (F7
rashikat al-Hind), v niz vysvétloval, ze pravidlo je mozné provést s libovolnym
lichym poc¢tem ¢lenu. Pti vykladu se odvolaval na Eukleida a jeho komentatory,
jejichz poznatky se snazil uplatnit pti dokazovani (viz [Ju]).

7.14 Vyménny obchod

Indicky nazev smény byl bhdnda-prati-bhdnda.'?® Viechny aritmetické prace
obsahovaly problémy tykajici se vymény zbozi, tj. hledalo se feseni tiloh tohoto
typu: Jestlize miizeme koupit n; kust urcitého zbozi za castku p; a ng kust
jiného zbozi za ¢astku po, kolik kusti # druhého zbozi miiZzeme vyménit za m;
kust zbozi prvniho druhu? Dnes bychom takovou tlohu fesili rovnici

P2 D1 P1n2my
x = r=-—.
n2 n P21

Autofi upozornovali, Ze problémy vyménného obchodu mohou byt feSeny
pravidlem t¥i, péti atd. Plati zde ovSem timéra nepfimé — za stejnou cenu se
drazsiho zbozi pofidi méné, proto bylo nutné pravidlo upravit. Brahmagupta
to formuloval takto:!26

BrSpSi/xii.13

Pri vgmene zboZi se nejprve vymeéni ceny na pronim misté a dalsi
postup je stejny jako predchozi pFimy [pro pravidlo tii nebo vice
¢lentl].

Priklady, které slouzily k procviceni pravidla, jsou podobné, uvedeme napti-
klad ten, ktery predlozil Bhéaskara II.:127

Lila/iii.86
Kdyby bylo tri sta kusi manga na tomto trhu za jedno dramma o tvi-

cet zralijch grandtovich jablek za pana. Rekni rychle, priteli, kolik
grandtovych jablek by mélo byt sménéno za 10 kusi manga.

Pred vlastnim vypoc¢tem se nejprve musely ceny prevést na stejnou jednotku
podle vztahu 1 dramma = 16 pani. Potom se odpovidajici ¢leny zapsaly pod

sebe tak, ze v prvnim fadku byly ceny 16 1 a jejich poradi se vy-
300 30
10 o
. 1 16 , - . . .
meénilo 200 0 Tim byla tabulka pfipravend pro provedeni pravidla
10 o

126 Podle [Col], str. 285.
127 Podle [Col], str. 38.
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péti, tj. vymeénily se vysledky 1 16 a vypocital se soucin ¢lent
300 30
o 10

vétsi skupiny, ktery se vydélil souc¢inem ¢lend mensi skupiny. Hledany pocet
granatovych jablek se tedy pocital ze vztahu

©16-30-10 4800

_ _ 16.
YT 1300 300 10

Pravidlo bylo oblibené, protoze mélo praktické uplatnéni v bézném Zzivoté,
v aritmetickych textech najdeme mnoho podobnych piiklad. V Evropé Leo-
nardo Pisansky v knize Liber abaci formuloval rtizné tlohy kupeckych pocta
zalozené na stejném principu jen s tim rozdilem, ze veli¢iny ptislusné jednomu
druhu zbozi zapisoval do fadku misto do sloupce (viz [BeJ1b]).

7.15 Urceni

Indické aritmetické prace obsahovaly kromé aritmetickych operaci také osm
urceni, z nichZ prvni ¢ast obsahovala tlohy rtiznych typa. Mezi takové tlohy
patfily priklady tykajici se urokiu, déleni v daném pomeéru, nakupu a prodeje,
jemnosti zlata.!?® Nékteré tlohy vyzadovaly feseni kvadratickych rovnic, proto
byla v této ¢asti uvedena nékterd pravidla na jejich feseni. Na rozdil od alge-
bry, kde byla pravidla zformuloviana obecné, v aritmetickych kapitolach bylo
uvedeno pravidlo pro feseni daného konkrétniho problému. Bhaskara II. mezi
urceni zafadil i permutace a kombinace. Druhé urceni se tykalo posloupnosti,
zbyvajicich Sest resilo rtizné problémy z geometrie — méfeni obvodu a obsahu
zékladnich rovinnych utvari, vypocty objema vykopt, hromad cihel, hromad
pisku, prace pri rezani dfeva a méreni pomoci stint.

7.16 Ruzné ulohy

Indické aritmetické prace obvykle obsahovaly ¢ast zvanou misraka, ve které
byly uvedeny tlohy tykajici se rtiznych témat. V této ¢asti byla popsana i né-
ktera dalsi pravidla, jez byla k jejich feseni potfebné, i kdyz bychom je pova-
zovali spis za algebraicka. Jde hlavné o metodu chybného pfedpokladu.

7.16.1 Metoda chybného predpokladu

Metoda chybného (falesného) predpokladu, kterou znali uz ve 2. tis. pf. n. L.
ve starém Egypté a Mezopotamii (viz napf. [BBV]), byla popsana ve vSech
starych indickych matematickych knihach. Vétsinou se uzivala k feseni rovnice
typu

ar=1»b, (7.4)

128 Jemnost zlata vyjadfovala jeho kvalitu, viz odstavec 7.16.6.
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kde se s jeji pomoci obchéazelo pfimé déleni. Rovnice (7.4) se podle metody
chybného predpokladu fesila tak, ze se zvolilo za x libovolné ¢islo x*, vypocital
se soudin ar* = b* a pokud b* # b, feSeni pluvodni rovnice se vyjadfilo ze
vztahu
b-x*
b*
Pfi vhodné volbé hodnoty z* byl vypocet nezndmé ze vztahu (7.5) jednodussi

nez ze vztahu x = g

xr =

(7.5)

Bhéaskara II. metodu chybného pfedpokladu nazyval istakarman (ista-
karman, tj. pravidlo pfedpokladu) a povazoval ji za dulezitou. Napsal o ni
toto:129

Lila/iii.50

S jakymkoli cislem zvolenym podle libosti se zachdzi, jak bylo stano-
veno v konkrétnim problému, ndsobi se a déli, zvétsuje nebo zmen-
Suje o zlomek [sebe|, pak dand velicina ndsobend zvolenym cislem
a délend tim [co bylo nalezeno| ddvd hledané ¢islo. Toto se nazyvd
metoda predpokladu.

K uvedenému pravidlu komentator Ganésa pripojil poznamku, zZe metoda
pouziva pouze nasobeni, déleni a zlomky.

Metodou chybného predpokladu se Fesila napiiklad nasledujici tiloha.!3°

Lila/iii.52

Z hromady pravych lotosovych kvétu byly tretina, pétina a Sestina
obétovdny pro bohy Sivu, Visnu a Siurju a cturtinu dostal darem
Bhavdni. Zbjvagicich Sest bylo darovdno ctihodnému uciteli. Rekni
rychle pocet lotosii.

Vyjadreni: %, %, %, %, zndmo 6.
Zvoli se jedno libovolné cislo a podle procesu popsaného drive je
nalezeno mnoZstvi 120.

Dany problém mtzeme vyjadfit rovnici

1 1 1 1 T

Podle ptivodniho postupu se zvolilo ¢islo z* = 60, tim byl patrné nejmensi
spole¢ny nasobek jmenovateli.

129 Podle [Col], str. 23.
130 Podle [Col], str. 24.
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po dosazeni
60-20-12—-10-15=3, b* =3,
a tedy podle (7.5)

6- 60
=29 90,
T3

V rukopisu Bakhsali byla metoda chybného predpokladu vyuzita i pfi feseni
rovnice
ar+b=c.

Libovolné zvolena hodnota x* se dosadila za x do rovnice a stanovila se prava
strana
ax* +b=c".

Pokud ¢* # ¢, coz bylo pravdépodobné, bylo potfeba provést ,opravu“. Spravna
hodnota z se vypocitala ze soustavy rovnic

ar+b=c,

ax®* +b=c".

Odectenim rovnic a snadnou tpravou se ziskalo

c—c*

r=a" +

_ (7.6)

Na listu s oznacenim folio 29 recto (viz obr. 7.2) je ptiklad feSeny metodou
chybného predpokladu. Listek je vSak silné poskozen, proto je tloha ¢itelnd jen
z¢asti, snad by se dala vyjadfit takto:!3!

BMs/29R

[Tti lidé maji uréité bohatstvi.] Bohatstvi pruniho a druhého dd do-
hromady mnozstvi 13, bohatstvi druhéeho a tretiho dohromady je 14
a bohatstvi pruniho a tietiho spolecné je 15. Rekni bohatstvi kazdého.

Méla se tedy vyresit soustava linedrnich rovnic:

r1 + a0 =13,
To + a3 =14,
r3+x1 =15.

Pokud se od druhé rovnice odec¢te prvni, dostaneme x3 — 1 = 1. Z této
rovnice pak mizeme vyjadrit x3 a dosadit do tfeti rovnice. Tim ziskame

221 +1=15.

131 Podle [DS2], str. 47.
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Tato rovnice je jednoduchda, mohla by se Tesit piimo. Piiklad vsak mél prav-
dépodobné slouzit jako ,demonstracni“, proto se pro feSeni této rovnice uzila
metoda chybného predpokladu.

Zvolilo se 7 = 5 a postupnym dosazenim do prvni a druhé rovnice se dopo-
¢italo 23 = 8 a % = 6. Pak by vsak tfeti rovnice byla 5+ 6 = 11 (# 15). Nyni
se uzitim metody chybného predpokladu vypocitala spravna hodnota podle
vzorce (7.6)

15 —-11
r1 =5+ —-—7-=17,
2
z dal$ich rovnic se ziskaly spravné hodnoty zbyvajicich neznamych zo = 6
a r3 =8.
. Ao
(a) ® & —eoe— || sttraxh || gunau
kadhanam || gunanyasoraipahinarhlabdhamraparh

(b) prathamanyasya | tatrechchhaparmchah | § | tatprathamacha
4 | 15 | tadadiéfodhayetkramat adine . . . pamchasado
(e) i4‘1......kr...t.i.ch.é
etachaturdadabhioddhyaseshah | 6 | e . npamcha
(d) . . diset || uda || dhana
syadvitiyayonmiérathdhanamtatrattrayodashah dvitiyatritiyayonmi
$a | adyatritiyayonmiéramdhanarhparnchadasasmritah ekaikasyadha

chehhichekatthyatammamah ” li ” 1% ” lf “

Obr. 7.2: Rukopis Bakhsdli, folio 29 recto a jeho prepis!3?

Ve staré Ciné se dokonce pouzivalo pravidlo dvou chybnjch pfedpokladsii.
Pri feSeni rovnice ax = b se za neznamou z postupné dosadila libovolna ¢isla

132 Pievzato z [Kayl].
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1, T2, tim se pravé strany zménily o urcité chyby rq, ra:

ary =b+ry, ars =b+ro,

, c2 vl v s o P . T1T2 — T2T1
odtud se snadnou upravou vyjadrilo feseni ptivodni rovnice x = ———.
T —T1
Podobny postup se provadél u rovnice ax + b = ¢ a rovnéz pti feSeni soustavy

linearnich rovnic

ax + by =ci,

ax + by = ca.

V Matematice v deviti kapitolach jsou takto feSeny pouze ulohy, kde chyby rq,
ro maji riizna znaménka.!33

Metoda dvou chybnych predpokladii byla znama i v arabskych zemich. V la-
tinském pfekladu arabského rukopisu je odvoldni na indicky pivod (viz [Ju]),
prestoze v indické matematice uzivani pravidla dvou chybnych pfedpoklad
neni dolozeno.

7.16.2 Metoda inverze

Tato metoda se nazyvala vildmagati (viloma-gati, tj. provadénd pozpéatku)!34

a v Indii byla uzivana uz na pocatku naseho letopoctu. Nalezneme ji v dilech

riiznych autort, napiiklad Bhaskara II. uvedl:'3°

Lila/iii.47-48

Pravidlo inverze: dvé sloky.

K vysetrent veliciny, kterd je dand, udélej délitele ndsobitelem, nd-
sobitele délitelem; ctverec druhou odmocninou a druhou odmocninu
ctvercem; scitdni odcitanim a odcitdni scitdanim.

Jestlize se wvelicina méla zvétsit nebo zmensit o svou édst, at jme-
novatel zvétseny nebo zmenseny o Citatele se stane [spravnym] jme-

novatelem a citatel zustane nezménén; a pak postupuj s ostatnimi
operacemi obrdcené, jak bylo doporuceno.

Druhé ¢ast pravidla vyjadfuje nasobeni hledaného cisla zlomkem, tedy

m(li%)zc, xbia:c,

b
operace k ni inverzni je nadsobeni prevracenou hodnotou
b
x=c .
bta

133 Napiiklad tlohy (7.9) az (7.20), podle [Hu], str. 175-184.

134 Nékdy byly uzivany i jiné nazvy, naptiklad vildmavidhi (viloma-vidhi) nebo wvild-
makrijd (viloma-kriya).

135 Podle [Col], str. 21.



174

Timto zptisobem se Fesila napiiklad néasledujici tiloha:!36

Lila/iii.49

Priklad. Krdsnd divko s rozechvélyma ocima, znds-li sprdvnou me-
todu inverze, Tekni mi, které cislo ndsobené 3 a pak zvétsen€ o své
% a délen€ 7 a zmensené o svou % a pak nasobené samo sebou a pak
z toho soucinu zmenseného o 52 je ziskdna druhd odmocnina a pri-

éteno 8 a soucet déleny 10 ddvd dva?
Vyjddveni: Ndsobitel 3. Pridavek 3. Délitel 7. Ubytek . Ctve-
rec. Odecteno 52. Druhd odmocnina. Pricteno 8. Délitel 10. Dané

cislo 2.

Odpovéd. Doporucengm postupem je viysledek 28, ¢islo je nalezeno.
Bylo tfeba nalézt feseni rovnice

T 3 2
\/[3(17“)(1—;)} —52+8
10

=2.

Podle pravidla se postupovalo ,,odzadu® a jednotlivé operace se nahradily ,,in-
verznimi“:

V(2-10-8)2+52-3.7.1
3

xTr =

= 28.

Pravidlo inverze dokladéa, Ze autofi znali dvojice navzajem inverznich arit-
metickych operaci a uméli je vyuzit.

7.16.3 Operace samkramana

Bhaskara II. uvedl pravidlo pro operaci samkramana (samkramana),*®” tedy
pravidlo pro (soubé&zné) nalezeni dvou ¢isel, zname-li jejich soucet a rozdil.13®

Lila/iii.55
Pravidlo soubéhu: polovina sloky.

Soucet a rozdil secteny a odecteny a rozpuleny ddvd ty dvé veliciny.
Toto se nazyvd soubéh.

Cisla a, b jsou dan a hledaji se ¢isla = a y, pro ktera plati

r+y=a,
x—y=>».

136 Podle [Col], str. 23.

137 Nékdy pséno téz sankramana (sankramana). Nazev je mozno volné prelozit jako ope-
race soubé&hu.

138 Podle [Col], str. 26. Brahmagupta vSak podobna pravidla fadil do algebry, viz sloka
BrSpSi/xiii.37, podle [Col], str. 340.
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Reseni ziskame sectenim, resp. ode¢tenim rovnic

a+b a—b

2 7 YT

Provedeni operace samkramana s ,a ve spojeni s b“ znamenalo vypocitat
dsla z = 2(a+b) ay = 2(a — b). Operace byla vyuzivana v mnoha tlohach
a jeji znalost byla pokladana za samoziejmou.

Podobné pravidlo, ve kterém se misto sou¢tu vyskytuje rozdil druhych moc-
nin, Bhaskara II. nazval viSamakarman (visama-karman) a popsal takto:'3°
Lila/iii.57
Pravidlo odlisngch operaci: polovina sloky.

Rozdil c¢tvercu déleny rozdilem cisel davd jejich soucet: odkud jsou
veli¢iny nalezeny zpusobem diive doporucenym.

Hled4 se tedy feseni soustavy, kde a a b jsou dana ¢isla:

-y’ =a,
r—y=».

Plati ) )
7Y % tedy z4y=-o
T —y b b

a pouzije-li se pfedchozi pravidlo, tj. provede-li se operace samkramana, dosta-
neme . .
a a
LG 26
r=5 (5 Y=3\3

7.16.4 Uroky

Pujcovani penéz bylo v Indii bézné uz v davnych dobach, dokonce indicky
gramatik Panini (kolem 500 pf. n. 1.) ve své Gramatice pouzival terminy trok,
zisk a daii. Urokova mira se v pritbéhu asu, v riiznych lokalitdch a mezi rtiznymi
vrstvami lidi ligila, ale tirok 15 procent za rok byl povazovan za piiméieny.!4?
Urok byl mési¢ni a trokovéa mira byla obvykle dana ze sta, i kdyZz to nebylo

pravidlem.!4!

V mnoha tlohéch byla tirokova mira popsana pomoci miry kapitalu K, miry
doby turoceni T' a miry troku U. Tomu odpovidéd Grokovéa mira vyjadiend de-

setinnym ¢islem ¢ = % nebo v procentech p = % -100. Pro vypocet troku u
z kapitalu k za dobu turoceni ¢ se pouzival vzorec
U
’u,:k.t.i:k.t.—,
KT

139 Podle [Col], str. 26
140 Podle [DS1].
141 Ng&které staré indické tilohy z finanéni matematiky jsou uvedeny v ¢lanku [Sy5].
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podobnym zptisobem byl vyjadien kapital k, zname-li dobu troceni ¢ a urok «

U u KT

RERARE
i doba uroceni t, je-li dan kapital k£ a trok

u KT
k-1 kU’

N

Pravidla pro feseni riznych problémt tykajicich se tirokti byvala v knihach
zafazena do oddilu nazvaného misrakavjavahdra (misraka-vyavahara, tj. smi-
Sené tlohy). Obtiznost a pocet tloh, které autofi tematice troka vénovali, se
viak ligil. Arjabhatija obsahovala jen jedno pravidlo vztahujici se k trokiim,
zatimco Mahévira v dile Ganitasdrasamgraha zformuloval 19 pravidel a doplnil
je 35 priklady.

Jednoduché dlohy byly feseny pomoci pravidla tii nebo pravidla péti, nékteré

zminéné prace tesil i nékteré specidlni teoretické problémy.

Brahmagupta popsal napiiklad pravidlo na vypocet doby troceni ¢, je-li dana
mira Groku U z kapitalu k (zde platilo K = k) za miru doby troéeni T', kdyz
se pozaduje, aby vysledny kapital byl n-nasobkem ptivodniho, tj. aby soucet
kapitalu a troku byl roven nk, tzn. k +wu = nk, neboli hledala se doba troceni,
za kterou je tirok roven u = (n — 1)k.14?

BrSpSi/xii.14 (&ast)
Kapitdl se svym casem déleny urokem a ndsobeny ndsobkem zmen-
sengm o jedna je cas.

Uvedené pravidlo popisuje vzorec ziskany pravidlem tii:

kT
t=(n-1)—.
(1)
To odpovidd vzorci t = 1=, kde k je kapital, i je irokova mira (v tloze zadana
jako i = %) a u je urok (pro ktery plati u = (n — 1)k). Tedy
uw (n—1)k kT

(=
Roowg Yy

Pro lepsi pochopeni pravidla pfipojil komentator Prthidakasvamin nasledu-
jici pitklad:!43

Jestlize drok ze dvou set za mésic je Sest dramma, kdy se stejnd
castka ztrojndsobi?

142 Podle [Col], str. 287.
143 Podle [Col], str. 287.
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7 uvedeného pravidla je zfejmé, Ze se pocitalo podle vzorce

200-1 400 2

Jiné Brahmaguptovo pravidlo fesilo tento problém: Céastka zapiijéena se stej-
nou drokovou mirou, kterd dava darok U z kapitalu K za dobu troceni T', ¢ini
za t mésicti m = k + u. Kolik bylo zaptijéeno?'44

BrSpSi/xii.14 (¢éast)
Soucet kapitdlu a uroku déleny jednickou prictenou ke svému zisku
je kapital.
Podle pravidla se pocitalo
_m
14+t
U

Urokova mira je i = %7 pak trok u, ktery se ziskd z neznamého kapitdlu £,
jeu=kti = kt% a celkovy majetek, tj. soucet kapitalu a troku

U U

a odtud snadno vyjadfime k.

Vypoéet bylo mozné procviéit na piikladu:!4°

Cdstka zapijcend s vrokem pét ze sta za mésic cCinila Sest krdt Sest

za deset mésicu. Jakd édstka byla v tomto pripadé pujcena?

Pocitalo se podle postupu popsaného v pravidle, tedy

6-6  36-100

T 1410 57 150

24.

Podobné piiklady, jen s jinymi hodnotami, najdeme i v dilech jinych autor,
napiiklad u Mahéviry'4® nebo Bhaskary II.,'47 ktery zadal hodnoty: U = 5,
K =100, T =1 (mssic), t = 12 (mésict, v zadani je 1 rok), m = 1000. V od-
povédi je uvedeno, ze kapital k£ = 625. K tomu Bhéaskara pfipojil poznamku,
ze tento ptiklad je mozné feSit i pomoci metody chybného predpokladu. Do

rovnice .
kl1+12-— | =
< + 100> m

144 Podle [Col], str. 287.

145 Podle [Col], str. 287.

146 Viz sloka GaSaSa/vi.24, podle [Ran], str. 97.
147 Viz sloka Lila/iv.89, podle [Col], str. 39.
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nejprve dosadil ky = 1, z toho stanovil my = %, a tedy k = 1900 .1 = 625.
Mnohé problémy vyzadovaly znalost feSeni kvadratickych rovnic.

Pravidlo uvedené v Arjabhatije bylo uréeno k feseni nasledujiciho problému.
Zakladni kapital k je zapujcen na jeden mésic s neznamym urokem u. Tento
neznamy urok je pak zapUjfen se stejnou urokovou mirou na t mésicu. Za
tuto dobu ptvodni urok spolu s trokem z uroku ¢ini a. Pozaduje se trok u
zékladniho kapitalu k.

Tato tloha vede na FeSeni kvadratické rovnice
tu? + ku—ak =0,
jejiz feSeni popsal Arjabhata I. takto:!48

Ar/ii.25

Ndsob soucet uroku z kapitdlu a z uroku casem a kapitdlem. K tomu
pricti druhou mocninu poloviny kapitalu. Z toho vezmi druhou od-
mocninu. Odecti polovinu kapitdlu a zbytek vydel casem. Vysledkem
bude turok zdkladniho jmeént.

Tento postup odpovida dneSnimu feSeni kvadratické rovnice
—E g\ Jakt+ (5)?
2 2
" .

Protoze se vSak uvazovala pouze kladna feseni, vysledkem bylo

u =

2
. akt—i—(g) —%l

Arjabhata ptedlozil piiklad s hodnotami k = 100, t = 6, a = 16, kde hledany
arok byl u = 10. Je zfejmé, ze autor musel znat kvadratické rovnice a jejich
feSeni, i kdyZ se o nich obecné ve své praci Arjabhatija viibec nezminil.

Brahmagupta a Mahévira fesili podobny problém jesté obecnéji.'*® Kapital
k je zapujcen na t; mésicli a z toho neznamy urok u je zaptjcen na t, mésica
se stejnou urokovou mirou a ziska se a. Najdi u. Resila se tedy kvadraticka

rovnice it It
a
w4+ —Zu——2=0,
to to

jejiz feSeni bylo pocitano jako

aktl ktl 2 ktl
u=\—=+| = - —.
to 2ty 2to
148 Podle [Cla], str. 38.

149 Vig sloky BrSpSi/xii.15, podle [Col], str. 287-288, GaSaSa/vi.44, podle [Ran], str 102.
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Opét se uvazovalo pouze jedno feSeni s kladnym znaménkem u odmocniny.
Brahmagupta tesil pfiklad s hodnotami & = 500, ¢; = 4 (mésice), t2 = 10
(mésictt), a = 78 a fesenim u = 60.15°

Brahmagupta tlohy o trocich a posloupnosti fadil do aritmetiky a postup
feSeni nepopisoval obecné, ale pouze pro dany typ tlohy.

Mahévira fesil i nékolik tloh, kde byl dan soucet dvou veli¢in a néjaka dalsi
podminka. Tyto ptiklady vsak byly pravdépodobné vytvoreny uméle a slouzily
pouze k procviéovani vypoc¢tl, nebot naptiklad soucet kapitalu a doby troceni
nema prakticky vyznam. Na ukazku uvedeme jen nékteré.

Pravidlo na separaci kapitalu a doby troceni z jejich ,smiseného“ souctu
fesilo tllohu, kde byl dan soucet kapitalu a casu m = k+t, byl znam arok v = kti
s arokovou mirou 7 popsanou mirou uroku U, mirou kapitalu K a mirou doby
trodeni T, tedy u = kt,Z-, a tikolem bylo ur¢it kapital k a dobu trocenf ¢.1%!

GaSaSa/vi.29

Od ctverce daného smiseného souctu [kapitdlu a Casu] se odecte
mira kapitdlu délend mirou droku a ndsobend mirou doby uroceni
a ¢tyrndsobkem daného troku. Druhd odmocnina toho [vysledného
rozdilu] je pouZita ve spojeni s dangm smisenym souctem tak, aby
mohla byt provedena operace samkramana.

Podle pravidla se nejprve urcilo

TK U TK
2 — _— = 2 - - = 2 — — — 2
m® — 4u o7 (k+1t)* — 4kt T 0 (k+1t)° — 4kt = (k — 1),

a pak!52

V-2 =k—t.

Dale se provedla operace samkramana s m ve spojeni s /m?2 — 4u%, tj. hle-
dalo se feseni soustavy

k+t=m,

TK
k—t=4/m?—4u—m-,

U
odkud k:z%(m—i—\/mz—élu%) a t= (m—q/m2—4u%).

Za pravidlem byly pfipojeny priklady k procvicovani, jeden z nich obsahuje
tyto hodnoty: mira troku U = 2%, mira kapitalu K = 60, mira doby uroceni
T = 11 (mésice), Grok u = 24, soucet doby troceni s kapitalem m = k+t = 60.

N

150 Podle [Col], str. 288.
151 Podle [Ran], str. 98, a [Er], str. 108.
152 Uvazovali pouze Va2 = a, nikoli Va2 = |a].
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Mahévirovo fefeni je k = 36, t = 24 (mésict).!3 Podobné pravidlo uvedl
Mahavira i pro smiSeny soucet doby tiro¢eni a miry Groku m =t + U.'%*

Mahavira také uvedl pravidlo k oddéleni rtiznych trokd z riznych kapitalt
airocenych po rizné doby troceni ze smiseného souctu troku, tj. fesil tlohu,
v niz byl zndm soucet trok m = uy + ua + - - - 4+ uyp, kde u; = k;t;7. I kdyz to
nebylo pfimo uvedeno, predpokladalo se, ze Grokova mira je ve vSech pripadech
stejna:'??

GaSaSa/vi.37
Necht kazdé mnozstvi kapitdlu ndasobené [odpovidajici] dobou tro-
éeni a ndsobené [danym] celkovym urokem je samostainé vydélené
souctem soucini ziskanych vyndsobenim kazdého kapitdlu odpovida-
jict dobou tdroceni a necht drok [z kapitélu, se kterym se zachazelo]
je tak vyjadren.

Oznacime-li postupné kapitaly ki, ke, ..., k, a odpovidajici doby troceni
t1, ta, ..., t, a Groky wuy, usg, ..., u,, pak plati:
Uy = kltli y
Ug = kgtgi y
Up = knth )

Uy +ug+ -+ U, =m.
Sectenim prvnich n rovnic dostaneme
m = i(/ﬁh + koto + -+ - + k‘ntn) .

Odtud se vyjadii trokova mira

i m
 kyty +hato + -+ knty

a pak se kazdy z trokt vypocita podle vzorce

o kjt]‘m
 kity +kaote + -+ kpty,

Uj = k‘jtji

Nasledoval priklad, kde byly jednotlivé kapitaly k1 = 40, ko = 30, ks = 20
a kg = 50, prislusné doby troceni t; = 5, to = 4, t3 = 3 a t4 = 6 mésicl. Soucet
arokt je m = 34. Hledané troky jsou u; = 10, us = 6, uz = 3 a uy = 15.156

153 Vig sloka GaSaSa/vi.32, podle [Ran], str. 98-99. Druhé feseni k = 24, t = 36 (mésict)
autor nezminil.

154 Viz sloka GaSaSa/vi.33, podle [Ran], str. 99.

155 Podle [Ran], str. 100.

156 Viz sloka GaSaSa/vi.38, podle [Ran], str. 100.
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Podobné pravidlo slouzilo k separaci riznych kapitalt trocenych s réiznymi
aroky po rtzné doby uroceni ze smiseného souctu kapitali. Byl dan soucet
m=~Fk +ko+ -+ ky, kde k; = %, jednotlivé kapitaly se pocitaly jako

m Uj

kj = L

t + + + . t;

Jiné Mahavirovo pravidlo slouzilo k oddéleni kapitalu a troku z jejich smi-
Seného souctu, ptricemz kapital byl ve vsech pfipadech stejny a trok byl ziskan
pfi réiznych dobach troéeni:'5”

GaSaSa/vi.47

Veéz, Ze kdyz se rozdil mezi [libovolnymi dvéma danymi] smisenyms
soucty ndsobengmi vidy dobou [Groceni] toho druhého, vydéli rozdi-
lem téchto cast, to, co je podil, je poZadovany kapitdl vzhledem ke
[v8em| témto [danym smiSenym souéttim).

V takovychto ulohach byly dany soucty

m1:k+u1:k+kz’t1,
mo =k 4+ us =k + kity,

my, =k +u, =k + kit,, .

K urceni kapitalu k staci libovolné dvé rovnice, pro n > 2 ma tloha vétsi po-
et rovnic nez neznamych (kromé kapitalu k je nezndmou jesté tirokové mira ).
Uvazujeme-li napiiklad prvni dvé rovnice, pak podle Mahavirova pravidla se
kapital pocita postupem odpovidajicim vzorci

myty — maty
to — 11

]{j:

?

protoze

m1t2 — m2t1 o (k + kitl)tg — (k + kitg)h o ktz — ktl

tg—tl t2—t1 t2_t1
Dalsi pravidlo uvadélo, jak urcit kapital k, ktery byl zaptjcen dvakrat s riz-
nou dobou troceni t1, to a ruznou drokovou mirou 1 = % aly = %, kdyz

byl znam rozdil ziski (trokil) u; — ug.1%® Hledany kapital se poéital postupem
odpovidajicim vzorci

o Up — U

T U toUs °

T1 K1 T2 Ko

157 Podle [Ran], str. 102, 103.
158 Vig sloka GaSaSa/vi.54, podle [Ran], str. 104.
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Ve vétsiné prikladd indickych autort prevladalo jednoduché drokovani, na-
znak slozeného arokovani pro dvé obdobi je v tllohach vedoucich na kvadratické
rovnice.

Poznamenejme, ze tlohy tykajici se irokového poctu véetné slozeného tro-
kovani se dochovaly na mezopotamskych tabulkich z 2. tisicileti pt. n. 1.

7.16.5 Rozdélovani v daném poméru

Na ukéazku jesté uvedeme néktera pravidla a piiklady tykajici se rozdélovani
v daném pomeéru a tlohy souvisejici s poc¢itanim jemnosti zlata. Prestoze vétsina
téchto problému je algebraicka, byvaly zahrnuty do aritmetiky. Nejprve bylo
popséano pravidlo pro feseni kazdého typu, pak nasledovaly priklady.

Rozdélovani v daném poméru se nazyvalo praksépa (praksepa). Mahavira
k tomu uvedl pravidlo:'5?

GaSaSa/vi.791 (&4st)
Operace umérného délent je ta, ve které se [dané] spolecné mnoZstvi
[které se mé rozdélit] nejprve déli souctem ditateli zlomki se spo-
leéngm jmenovatelem [vyjadiujici rtizné umérné ¢asti], jejich jme-
novatelé jsou vyloucdeni z dvahy; a [pak] se musi ndsobit [jednotlive]
temi umeérnymi citateli.

Ma3-li se rozdélit mnozstvi m na n dild v poméru p1 : p2 : -+ : py, podle

tohoto pravidla se velikost d; kazdého dilu vypocita podle vzorce

m
di =
P1+p2t---+pn

pi-

Cely postup je patrny z nasledujiciho piikladu:16°

GaSaSa/vi.801

Zde [v tomto problému] 120 zlatych kusi je rozdéleno mezi 4 sluZeb-
niky v pomérnych dilech %, %, i a %. O, poctdri, tekni mi rychle,
kolik dostanou.

o1 .01 .01 <2 Tw: . o s e s .
: 3t 7 ¢ g se vyjadril pomoci zlomki se stejnymi jmenovateli

% : % : % : % a v dal$im vypoctu se pocitalo pouze s ¢itateli. Takovy Citatel
se nazyval umérny ¢itatel nebo prakiépa (stejné jako byl nizev operace déleni
v daném poméru). Pocet kousku zlata, které ziskal kazdy ze sluzebniku, se pak

vypocital podle pravidla

N[—=

Pomér

_ 120 _ _ 120 _
di = Grats2 6 =48, dy = 75 4= 32,
_ 1209 _ _ 1204 _
dy = 1203 =24, dy =122 =16.

159 Podle [Ran], str. 110.
160 Podle [Ran], str. 110.
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7.16.6 Pocitani jemnosti zlata

Pro poditani zlata, tzv. suvarnaganita (suvarpa-ganita), se uvadéla jemnost

vvvvv

bylo zlato ¢istsi. Pravidla pro pocitani uvadéla vétsina autort, naptiklad Ma-

hévira formuloval jedno z nich takto:16?

GaSaSa/vi.169

Musi byt zndmo, Ze [soucet ruznych| vyrobki zlata ndsobengch
[svymi] varna, kdyZ se vydéli smisengm zlatem [celkovym poctem
kustl|, zpusobt [vysledné] varna. [Pivodni varna kazdého dilu] kdyz
je vydélené vysledngm varna [smiSeného celku] a ndsobené mnoz-
stvim zlata [v tom dilu], zpisobi odpovidajici mnoZstvi [smiSeného]
Zlata.

Vytvori se smés zlata z n dild, -ty dil obsahuje k; kusid s jemnosti zlata v;
varna, pak jemnost smiSeného zlata je

_ kivy + kova + -+ kpu,
ki+ky+-+ky

Mnozstvi smiSeného zlata, které ma hodnotu stejnou jako i-ty dil, se vypocita
podle vzorce

V3

v
Za pravidlem byl uveden néasledujici piiklad:!52
GaSaSa/vi.170-1711
Je 1 kus [zlata] 1 varna, 1 kus 2 varna, 1 kus 3 varna, 2 kusy 4 varna,
4 kusy 5 varna, 7 kusid 14 varna a 8 kust 15 varna. Hod tyto do ohné,
udélej ze vdech jednu [hmotu] a pak Fekni, jakd je varna smiseného
zlata. Toto smisené zlato je rozdéleno mezi vlastniky vyse uvedenych
kusti. Co kazdy z nich dostane?

7.16.7 Kombinatorika

Ve staré Indii byla zndma a vyuzivana pravidla k vypoctu kombinaci a va-
riaci. Variace se uplatnily v prozddii, pfi vypocétu riznych moznosti stiidani
dlouhych a kratkych slabik, kombinace ve farmacii pfi michani smési z riznych
prisad atd.

Pouzivani kombinaci mélo v Indii dlouhou tradici, uz v 5. stol. pr. n. L
byla v medicinské praci Susrutasamhitd feSena tloha, kolik riznych chuti lze
vytvofit ze Sesti zakladnich — sladké, kyselé, slané, ostré, hoiké a trpké.163

161 Podle [Ran], str. 138-139.
162 Podle [Ran], str. 139.
163 Viz 4. kapitola, odstavec 4.4, podle [DS5].
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Pravidla na vypocet kombinaci k-té tiidy z n prvka uvedli Mahavira, Srid-
hara i BhaskaraII. Jejich metody odpovidaji sou¢asnym vzorctm, jen formulace
se u ruznych autord mirné lisila.

Bhéskara II. pravidlo vyjadiil takto:'64

Lila/iv.110-112 (&4st)

Necht ¢isla od jednicky po jedné nahoru Tazend v obrdceném po-
fadi jsou délend témi stejngmi v primém poradi; a necht ndsledny
je nasobeny predchozim a dalsi predchazejicim [vysledkem|. Néekolik
vysledki jsou zmény, jedné, dvou, t7i atd. Toto se nazyvd obecné
pravidlo.

Timto zpusobem Bhaskara definoval kombina¢ni ¢islo pro vypocet kombinaci
k-té tridy z n prvku

vyuzival také vztah

B ()ee0)-

V nasledujicim prikladu je uveden postup nalezeni poctu vSech moznosti
stfidani dlouhych a kratkych slabik v Sestislabi¢ném versi.16

Lila/iv.113

Jednoduchy priklad z prozodie: V permutacich metra gdjatri, Tekni
rychle, priteli, kolik je mozZnijch zmén ve versi? A vekni zvldst, kolik
je kombinaci s jednou [dvéma, tfemi] atd. dlouhgmi slabikami.

Ver§ gdjatri (gayatri) se skladal ze Sesti slabik, proto se zapsala ¢isla od
jedné do Sesti v pfimém i obraceném poradi:
6 5 4 3 2 1
1 2 3 4 5 6

Podle postupu uvedeného v pravidle se pocitalo takto:

a) Pro jednu dlouhou slabiku se uvazoval pouze prvni sloupec tabulky a horni
¢islo se délilo dolnim, tedy 6 : 1 = 6 moznych zmén ve versi.

b) Pro dvé dlouhé slabiky se vzala &isla ve druhém sloupci tabulky, vydélila
se stejnym zplisobem a vyndasobila predchozim vysledkem, tedy 6 - % =15
moznych zmén ve versi.

164 Podle [Col], str. 49.

165 Podle [Col], str. 49. Metrum gdjatri popisovalo sloky skladajici se z 24 slabik. Ve
védské posvatné prozddii byly uspordadané do tfi versd po osmi slabikach, zatimco svétsky
text se stejnou metrikou mél sloky tvorené Sestislabi¢nymi ¢tvericemi.
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c) D4l se postupovalo stejné. Ve versi se tfemi dlouhymi slabikami bylo
mozné provést 15 - % = 20 zmén, pro ¢tyfi dlouhé slabiky to bylo 20 - % =15
zmén, pro pét dlouhych slabik bylo 15- % = 6 zmén a ve versi se Sesti dlouhymi

1

slabikami byla pouze jedna moznost 6 - 5 = 1. Soucet téchto vSech moznych

zmén je 1+ 6+ 15+ 20+ 15+ 6 + 1 = 64 (= 2°).

K vypoctu Bhaskara jesté ptidal poznamku, ze stejnym zpisobem by se urcil
i pocet vSech moznosti stfidani dlouhych a kratkych slabik v celé sloce, tj. ve
¢tvefici estislabiénych verst. Slo o vypodet 224 = 16 777 216.

Kombinatorice vénoval Bhaskara II. i dvanactou kapitolu Lildvat?, kde uvedl
pravidla na pocitani poctu ¢isel, ktera mohou byt vytvorena z daného poctu
¢islic, i kdyz se nékteré ¢islice opakovaly. Zformuloval tak pravidla pro vypocet
permutaci bez opakovani i s opakovanim.66

Lila/xii.267 (¢ast)

Pravidlo. Soucin [¢lent] aritmetické posloupnosti zacinajict jednic-
kou, po jedné rostouci az k poctu mist budou permutace cisla se
stanovenymi cislicemi.

Pravidlo vyjadfuje zndmy vzorec

K procviceni pravidla bylo uvedeno nékolik piiklad®, jednim z nich je
tento: 67

Lila/vii.268 (¢ast)

Priklad. Kolik muze byt variaci ¢isla s trojkou, devitkou a osmickou?
Vyjddreni: 3, 9, 8.

Aritmeticka posloupnost je 1, 2, 3, jeji soucin je 6 a tolik je variact
cisla.

Nasledovala pravidla pro pocet permutaci s opakovanim, variaci i variaci
s opakovanim. Jejich formulace nejsou na prvni pohled ptilis srozumitelné, ale

odpovidaji dnes pouzivanym vzorctim:'62
J
P = ! kd ki =
K kg (1) = B!kl oo Kyl © z; i =N
Vi) =n- (1) (-2 (- k41), V()=

166 Podle [Col], str. 123.
167 Podle [Col], str. 123.
168 Viz sloky Lila/xii.270, 272, 274, podle [Col], str. 125-126.
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Kromé béznych vypoctt variaci a kombinaci zformuloval Bhaskara II. spe-
cidlni pravidlo, jak nalézt pocet vSech m-cifernych cisel, jestlize je dan jejich
ciferny soucet n:69

n—1 n—2 n—m+1
1 2 m—1 "

za predpokladu, ze soucet n < m + 9.

Bhaskara vsSak nijak nevysvétlil, jak k pravidlu dospél. Z dnesniho pohledu
bychom je mohli odvodit naptiklad néasledujicim zptsobem. Pro tplnost jesté
dodavame, ze Bhaskara mezi ¢islice nepocital nulu, tim odpadl problém vylou-
Ceni Cisel, kterd by méla nulu na zacatku. Podminku n < m + 9 vysvétlime
snadno. Oznadime-li

n=m+k

a uvazujeme moznost, ze na m— 1 mistech jsou jednicky, pak na zbyvajici pozici
je k+1, amusi tedy platit k+1 < 9, tj. k£ < 9. Ciferny soucet m ¢islic zapiseme

n=c+c+-+cnm,
kde kazda cifra ¢; je alespon 1, tu oznac¢ime tucéné, tedy

n=(141+1+ D)+ (A +1414 D4 (1414 +1).
—_— —_— —_—
k1 ko km

Soudet ,,obycejnych” jednicek je > 1 = > k; = k, soucet ,tuénych® jednicek
i=1

je >.1 = m. Jako prvni je vzdycky 1, proto podet v8ech moznych sefazeni

se ur¢i jako pocet permutaci z (n — 1) prvka s opakovanim, kde 1 se opakuje

(m — 1)-krat a 1 se opakuje k-krat.

(n—1)! (n—1)! _(n=1)(n—-2)---(n—m+1)

(m—1)'k (m—1D'(n—m) (m—1)(m—2)---1

Pouziti pravidla ukézal Bhéaskara II. na nasledujicim piikladu:!7°
Lila/xiii.275
Priklad. Kolik je ruznich cisel s c¢islicemi na péti mistech, jejichZ

soucet je trindct? Jestli to vis, prozrad je.

Dosazenim do vzorce odpovidajiciho pravidla vypocital pocet Cisel

12 11 10 9 11880
— = — - = ——=495.
1 2 3 4 24
Kombinatorika ve starych indickych textech je podrobné popsana v ¢lanku

[DS5].

169 Viz sloka Lila/xiii.274, podle [Col], str. 126.
170 Podle [Col], str. 126.
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7.16.8 Ulohy o pohybu

Arjabhata I. popsal pravidlo na vipocet okamziku setkani dvou planet, kde
vysvétloval, ze v pfipadé pohybu stejnym smérem se musi vzdalenost délit roz-
dilem rychlosti obou planet; pohybuji-li se proti sobé, je tfeba délit vzdalenost
souctem rychlosti. Oznac¢ime-li neznamy cas x, vzdalenost d a rychlosti v; a v,
jde o Teseni rovnic:

d . <
v —avy=d = T = pro pohyb stejnym smérem ,
U1 — V2
d . .
v+ =d = x= pro pohyb proti sobé.
V1 + V2

K tomu jesté Arjabhata poznamenal, Ze v piipadé zaporného vysledku se se-
tkani uskutecnilo v minulosti.'™

Podobné tlohy se pozdéji v riznych obménach vyskytovaly jako ,alohy o po-
slech“. Zafadili je do své prace napiiklad Mah4vira a Sridhara. Reseni nékterych
takovych tloh vyzadovalo znalost feSeni kvadratickych rovnic, rukopis Bakhsali

napiiklad obsahuje nékolik tloh typu:'™2

Jisty clovek cestuje rychlosti vy jodZand prvni den a kazdy nésledujici den
ma rychlost o d jodZanu vétsi. Jind osoba cestujici stejnomérnou rychlosti v
jodzZani za den vyrazila o t dni dfive. Kdy prvni ¢lovék dostihne druhého?

Kdybychom fesili stejny problém dnes, sestavili bychom kvadratickou rov-
nici. Oznac¢ime-li z hledany pocet dni, pak pro drahy si, s1, které ujde prvni
a druhy clovek, plati

51:§[2v1+(x—1)d], S = va(t + ).

Protoze oba ujdou stejnou vzdalenost, z rovnosti drah ziskame kvadratickou
rovnici pro neznamou x:

dz® — [2(vy —v1) + djz — 2tvy = 0,

jejiz Teseni lze vyjadrit ve tvaru

o VI2(va —v1) + dJ? +§;ztv2 + 2w —vi) +d] (7.7)

Vyrazu 2(ve—v1 )+d se fikalo pratinihita (pratinihita, tj. odlozené stranou), jeho
druh4 mocnina [2(ve —v;)+d]? se nazyvala ksépa (ksepa). Vzorci (7.7) odpovida

171 Viz Ar/ii.31, podle [Cla], str. 41.
172 Podle [DS2], str. 60.
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i postup vypoétu uvedeny v rukopisu, i kdyz zadnou rovnici nezminuje:”

3

BMs/5r — Pravidlo 19

Denni cesta [va] je zmensend o chizi za proni den [v1], zdvojnd-
sobend a zvétsend o prirustek [d]. [Vysledek se nazyva| pratinihita,
ktery kdyz se ndsobi sam sebou, dostane se mnoZstvi ksépa. KdyZ je
pricteno mnoZstvi k$épa k soucinu denni cesty a zacdtku [t] vyndso-
benému osmindsobkem priristku, z toho druhd odmocnina zvétsend
o pratinihita [odloZzené mnozstvi] a délend dvojndsobkem priristku
dd poZadovany pocet dnai.

Na listku folio 5 verso (viz obr. 7.3) se zachoval cely postup FeSeni, ktery je
detailné vysvétlen na konkrétnim piikladu pro vo = 5,¢t =6, v; = 3, d = 4.
Jednotlivé kroky vypoétu byly fazené takto (zvyraznéna éisla jsou na listku

Citelna):
5-3=2
2-2=4
4+4=8

8-8 =64

5.6 =30

30 -8 = 240
240 - 4 = 960
64 4 960 = 1024
V1024 = 32
3248 =40
[40:8 =5 = 7]

denni cesta zmendend o chizi za prung den [vy — v1]
je zdvojndsobend [2(ve — v1)]

a zvétsend o priristek [2(ve — v1) + d
(nazyvd se pratinihita)

tento ndsobeny sdm sebou je urcen
(jako mnozstvi kiépa) [(2(ve — v1) + d)?]
soucin denni cesty a zacédtku [vat]
vyndsobeny osmi [8vat]

vyndsobeny priristkem [8vatd]

je pricten k mnoZstvi ksépa

z toho druhd odmocnina

zvétsend o pratinihita
délend dvojndsobkem priristku
dd pozadovany pocet dni [40 : (2d)]

173 Podle [Hal], str. 293.
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hatam [ lo_l
dinagamanamadirahitarhdinagamanayojana ¢ paiicha ‘ 5 ‘ adi

X i’ rahitarhjatam'_?j dvigunam 4 i ’ tachchottarenasa;l;utarh ’il
.atmagunar ; 64] esakshepasamjiakorasi | ashtottarasamgu . i . .

labdharashi '30 ashtagunam | 240 | uttarenagunarm uttararh} 4

gunitarhjatam '960 kshepasamjiiakodatva | tatrakshepasamji . .

4 | yutarhjatam \1024! asyamilarh | 82| pratinahite

i . m 8! yutamjatam ‘40’ u . . . . 1
Obr. 7.3: Rukopis Bakhsdli, folio 5 verso a jeho pfepis'™

7.17 Posloupnosti

Indické prace obsahovaly kapitolu vénovanou posloupnostem, hlavné arit-
metické, nékdy i geometrické. Posloupnost se nazyvala srédhi'™® a termin s$réd-

hivjavahdra ($redhi-vyavahara) znamenal ,uréovani“ posloupnosti.

Pro ¢len posloupnosti byl obecné uzivan ndzev dhana (dhana), prvni ¢len
byl ddidhana (adi-dhana), jakykoli dalsi ¢len se nazyval istadhana (ista-dhana,
tj. hledany ¢len). Pokud byla posloupnost koneénd, zmitioval se jesté stfedni
¢len madhjadhana (madhya-dhana) a posledni ¢len antjadhana (antya-dhana).
Druhé ¢ast nazvu se casto vynechavala a misto sloZzeného slova se pouzivalo
pouze ddi, iSta, madhja a antja.

Pocet ¢lentt posloupnosti se nazyval pada (pada, tj. stopa, krok) nebo gacéha
(gaccha, tj. doba, perioda). Pro souéet posloupnosti byl uzivin nazev sarvadha-
na (sarva-dhana, tj. souhrn vsech ¢lentt), §rédhiphala (vysledek posloupnosti),
§rédhiganita (vypocet posloupnosti) nebo kratce ganita, tj. stejny nazev jako
pro ,pocitani“, protoze soucet byl nalezen pomoci vypoctu.

7.17.1 Aritmeticka posloupnost

Prvnimu ¢lenu aritmetické posloupnosti se nékdy tikalo prabhava (prabhava,
tj. po¢ateéni ¢len), mukha, vadana ¢ vaktra (mukha, vadana vaktra),!™ dife-
rence se nazyvala ¢aja, pracaja nebo uttara (caya, pracaya, uttara), coz jsou
terminy vyjadiujici pfirtstek, zvyseni nebo prebytek.

Samotny pojem aritmetickd posloupnost vsak nebyl nikde definovan. Pra-
vidla byla popsana slovy bez matematické symboliky a odpovidala vzorctm,
které dnes pouzivame.

174 Pievzato z [Kayl].

175 Nékdy téz sréni ($rent) nebo §réni (§reni); tyto terminy vyjadiovaly linku, fadek,
fadu, posloupnost, podle [DS6].

176 Slova mukha, vadana, vaktra jsou vyrazy pro ,oblicej“ nebo ,tsta“.
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Vsichni autori uvadéli pravidlo pro stanoveni souctu prvnich n ¢lend arit-
metické posloupnosti, které v souc¢asné symbolice mtizeme vyjadfit vzorcem®™”

-1
sn—n<a1—|—n2d>,

kde a; je prvni ¢len, d diference, n pocet ¢lent, nebo

a1+an
sn:al+a2+"'+an:nT7

kde ‘“JFT“" je ,prumeér” posloupnosti.

Arjabhata I. definoval také pramér my, libovolnjch k po sobé jdoucich ¢lentt
Api1y - Aprk & jejich soucet:1™

k—1
mk:a1—|—<T+p>-d, SZka~k.

Indic¢ti autofi uvadéli téz pravidlo na vypocet prvniho ¢lenu posloupnosti aq,

je-li znam soucet s,,, diference d a pocet ¢lent n:'7
sn (m—=1)d
a4 = — — ————
n 2
i pravidlo pro urceni diference d, je-li znam soucet s,, prvni ¢len a; a pocet
¢lenti n:180

Existovaly tlohy, kde bylo tikolem stanovit pocet ¢lenti n, je-li zndm soucet s,,,
prvni ¢len a; a diference d. Upravou vzorce

S = g[2a1 +(n—1)d]
pro soucet prvnich n ¢lent se ziska kvadratické rovnice
n?*d+ (2a1 —d)n —2s, =0

s neznamou n, odtud

Vv (2a1 — d)? + 8ds,, — (2a1 — d)

— (7.8)

n =

177 Vig sloky BrSpSi/xii.17, podle [Col], str. GaSaSa/vi.290, 290, podle [Ran], str. 168.
178 Viz sloka Ar/ii.19, podle [Cla], str. 35.

179 Vig sloky Lila/v.122, podle [Col], str. 53, GaSaSa/vi.292, podle [Ran], str. 168.

180 Vig sloky Lila/v.123, podle [Col], str. 54, GaSaSa/vi.292, podle [Ran], str. 168.
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Tyto problémy vyzadovaly znalost feseni kvadratickych rovnic, pfesto by-
valy zarazovany do aritmetiky, protoze pfi jejich feSeni se rovnice nevytva-
fela; algoritmus popisoval jednotlivé kroky vypoc¢tu neznamé veli¢iny pomoci
znamych, byl vsak vytvoren pouze pro jeden konkrétni typ tlohy. Naptiklad
Brahmagupta k postupu feseni uvedl:'®!

BrSpSi/xii.18

Pricti ¢tverec rozdilu mezi dvojndsobkem pruniho ¢lenu a spolecného
prirastku [diference] k souctu posloupnosti vyndsobenému osmind-
sobkem prirustku. Odmocnina zmensend o predchozi zbytek délend
dvojndsobkem priristku je doba [pocet ¢lend].

Brahmagupttv postup odpovida vzorci (7.8). Podobné pravidlo znal i Arja-
bhata I., jehoz vypocet odpovida vztahu'®?

n =

1 \/(Qalfd)2+8$nd72a1
3 ] +1].

Bhaskara II. totéz vyjadiil ve tvaru'®?

\/2snd+(a1 — 92 gy + 4
= d .

n

Na ukazku uvedeme piiklad z Lildvati:'8*

Lila/v.126

Priklad. Clovék dal pruni den tii dramma a pokracoval v rozdélo-
vani almuzny zvétsované o dvé [denné| a tak vénoval knézim tri sta
Sedesdt dramma. Rekni rychle, za kolik dni?

Vyjdadieni: Prund clen 3, diference 2, doba ?, soucet 360.
Odpovéd: Doba 18.

Vysledek se ziskal vypoctem podle posledniho vzorce:

V20360 2+ B-22-3+2  mpri-2 36 s
n = = = — = .
2 2 2

V rukopisu Bakhsali na listech folio 65 verso, 56 verso, 56 recto, 64 recto
je Teseni pfikladu, v némz se mé urcit pocet ¢lent n aritmetické posloupnosti,

181 Podle [Col], str. 291.

182 Viz sloka Ar/ii.20, podle [Cla], str. 35.
183 Viz sloka Lila/v.125, podle [Col], str. 54.
184 Podle [Col], str. 54.
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kde prvni ¢len je a; = 1, diference d = 1 a soudet prvnich n ¢lentt s, = 60.%°
Pocéitalo se postupem odpovidajicim vyse uvedenému vzorci (7.8), tedy

_VE-IPH8 T 60— (2-1) _ VASI-1
- . _ Y-t

V tomto piikladu vsak cislo 481 neni ¢tvercem a jeho hodnota byla urcena
pouze priblizné, ve vypoctu je uvedena prvni i druhd aproximace c¢isla v/481:

922 424 642
VA8l ~ — = V481 ~ =qy.
1 19362 »

Tyto aproximace se urcovaly tak, Ze misto ¢isla v/Q = VA2 + B = ¢ se uvazo-
vala hodnota g1, resp. g, uréena nasledujicim zptisobem:'86

2
B B (%)
A+ — . Ay — - 24
q1 24’ resp q2 24 2( fq)

Ve zminovaném rukopisu byl také feSen problém, kde se vyskytovala tiloha
o poslech, jejichz rychlosti tvofily aritmetickou posloupnost:'&7

Dvé osoby vyrazi rliznymi poc¢ate¢nimi rychlostmi v; a vs. Kazdy nasledu-
jici den se jejich rychlost zvétsi o dy, resp. da. Za jakou dobu ujdou stejnou
vzdalenost?

Pokud cesty obou osob trvaji stejnou dobu, urazi stejnou vzdalenost tehdy,
az budou mit stejné celkové rychlosti, tj. stejny soucet rychlosti za stejny pocet
dnti. Oznacime-li pocet dnti x, pak rychlost prvni osoby tvofi aritmetickou
posloupnost, kde prvni ¢len je v; a diference dy:

v1, v1 +di, vl+2d1,...,v1+(n—1)d1,...7
podobné i pro druhou osobu, kde prvni ¢len je vy a diference ds:
v, Vg + da, Uz+2d2,...,v2+<n71)d2,...

Soudet rychlosti kazdé osoby vypod¢itdme pomoci metody ripond (rapona),
vzorce pro soucet prvnich x ¢lenti aritmetické posloupnosti, tj.

s1 = [M —|—1)1:|x7 resp. So = [M+UQ:|Z‘,
2 2
tedy
(¢ —1)d (z —1)dy 2(vz — 1)
[ S A— = ]..
72 + vy 9 + vg = € dl _ d2 +

185 Podle [Kay2], str. 179.

186 O vypoctu piibliznych hodnot druhych odmocnin je vice informaci uvedeno v 8. ka-
pitole, v odstavci 8.3.

187 Podle Podle [DS2], str. 43.
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Pravidlo uvedené v rukopisu na folio 4 verso (viz obr. 7.4) uvadi vypocet
podle nésledujiciho vzorce:88

BMs/4v — Pravidlo 17

Duojnasobek rozdilu piuvodnich [prvnich| élend déleny rozdilem di-
ferenci je zvétsen o jedna. To bude ¢as [pocet ¢lent x|, kdy uslé
vzddlenosti [dvou cestujicich] budou stejné.

jata

vibhaktam | 1 | adiéesha 2
2 1

. samhkalitepratyayapadamhing ubhayesthapitavya raponakaranephalam

.. taram} 2

i dvigunam |2_‘ ripasamyutamn m est

1.
kimprabhitepilikhite || shodasamasitrarh 17 R

sttrebhrantimasti
adyorviseshad vigupamchayasuddhirvibhijitah —gee— riipa . i
gatisasyamtadabhavet || |] uda || dvayaditri chayaschaivadvi..

dikottarah dvayochabhavateparthakenakalenasasyatim || sthapanamkriyate | e..

5 38

pa f‘/ dvi karanarh | adyorvisesha

pa ©
1

u 2
1

3
1
. i

Obr. 7.4: Rukopis Bakhsdli, folio 4 verso a jeho pfepis!®?

7.17.2 Geometricka posloupnost

Pro kvocient geometrické posloupnosti se uzival ndzev guna ¢ gunaka (né-
sobitel). Kdyz se chtélo zddraznit, ze jde o geometrickou posloupnost, pouzil se
termin gunasrédhi. Geometrické posloupnosti vénovali indi¢ti ucenci méné pro-
storu nez posloupnosti aritmetické. Uvadéli hlavné pravidlo pro vypocet souctu

188 Podle [DS2], str. 43 a [Kay?2], str. 176.
189 Pievzato z [Kayl].
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prvnich n ¢lend geometrické posloupnosti, ktera byla uréend prvnim ¢lenem a;
a kvocientem ¢. Mahévira pouzival termin gunadhana (gunadhana) pro ,prvni
¢len posloupnosti vynasobeny kvocientem tolikrat, co je pocet ¢lena“, tj. a1q",
neboli (n + 1)-ni ¢len ay41.

Bhaskara II. pravidlo o sou¢tu geometrické posloupnosti zformuloval nasle-
dujicim zptisobem:?°

Lila/v.127

Pravidlo: dvojversi a pil. Je-li doba [pocet ¢lentl] lich€ cislo, odecti
jedna a poznamenej si ,ndsobeni”, je-li sudd, vydél dvéma a pozna-
menej si ,druhd mocnina®, dokud se doba nevycerpd. Pak vysledek
vznikly ndsobenim a umocriovdnim [kvocientu] v obrdceném potadi
od posledniho [poznamenaného| zmensi o jedna, ten rozdil vydéleny
kvocientem meéné jedna a ndsobeny pocdtecnim clenem bude souc-
tem posloupnosti zvétsujici se spolecnym ndsobkem.

Timto je vyjadfen vzorec pro soucet prvnich n ¢lend geometrické posloup-

nosti,
q"—1

q—1
kde vypocet ¢" se provadél pomoci druhé mocniny a nasobeni ¢islem ¢. Na-

Sn = a1 )

2
ptiklad ¢'° se vypocita jako ((qz)z-q> = (q‘“rl)2 = ¢'%, protoze (podle

uvedeného pravidla):

10 sudé, rozpuli se, poznamené se: ,druhd mocnina“
5 liché, odecte se 1, poznamena se: ,nasobeni“
4 sudé, rozpili se, poznamena se: ,druhd mocnina“
2 sudé, rozpuli se, poznamené se: ,druhd mocnina“
1 liché, odecCte se 1, poznamena se: ,nasobeni®
0
Pak se vezme 1 a pocita se od konce:
je-li pozn. ,nasobeni®, pak l-g=gq
je-li pozn. ,,druhd mocnina“, pak (q)? = ¢*
je-li pozn. ,druhd mocnina“, pak (¢*)? = ¢*
je-li pozn. ,nasobeni“, pak ¢*-q¢=¢°
je-li pozn. ,druhd mocnina“, pak (¢°)? = ¢*°

Ta ¢ast pravidla, kterd popisuje vypocet ¢", se vyuzivala i v ulohach, kde
bylo tkolem urcit pocet variaci n-slabi¢ného verse, ve kterém se st¥idaji dlouhé
a kratké slabiky.!?! Jednalo se o vypocet variaci s opakovanim n-té tiidy ze
dvou prvkd, tj. V,/(2) = 2™. Stejny problém byl fesen i v kapitole o kombina-
torice.

190 Podle [Col], str. 55.
191 Vig [Col], str. 56, 57, [Ran], str. 180-183.
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Nésledujici priklad uvedl Mahavira.92

GaSaSa/ii.96
Poté, co ziskal 2 zlaté mince v jistém meésté, muZ jde od meésta

k méstu a vydélavd vsude trikrdt vice, nez kolik vydélal bezprostredné
predtim. Rekni, kolik ziskd osmy den.

Mahavira zformuloval pravidla na vypocet prvniho ¢lenu, kvocientu, poc¢tu
¢lenti geometrické posloupnosti, je-li znam jeji soucet.!3

7.17.3 Jiné posloupnosti

Pro posloupnost prirozenych ¢isel od jedné do n znali stafi Indové metodu
pro soucet prvnich n ¢isel a vyjadrili dokonce pravidlo pro soucet prvnich n
¢asteénych soucti.!?* V soucasné symbolice mtizeme postup vypoctu vyjadrit
vzorci:

. ~n(n+1)
n — 2 )
n j
. n+2 nn+1)(n+2)
S’FL: = . n = Sn — .
jg_lig_lz S1 + 82 + + s S 3 6

Navic hledali pravidla pro souc¢et druhych mocnin, resp. tfetich mocnin prvnich
n ¢lent posloupnosti pfirozenych é&isel,'?° ktera odpovidaji dnesnim vztahtim:

D :z":iQZS 2nt1 _ (nt+1)(@2n+1)n
n 2
, n(n+1)
m=Yit=s= (M)
=1 2

Poznamenejme jesté, ze vypocet souctu druhych mocnin prvnich n pfiroze-
nych ¢isel se vyskytoval uz v mezopotamské matematice a odpovidal indickému
postupu.

Jednoduché priklady vedouci na aritmetickou a geometrickou posloup-
nost obsahuje egyptsky Rhindiv papyrus i nékteré starobabylonské tabulky
(viz [BBV]). Nejstarsi dochované ¢inska matematicka prace Matematika v de-
viti kapitolach (asi 3. stol. pf. n. 1.) obsahuje rovnéz nékteré tlohy, které bychom
dnes mohli vyjadfit aritmetickou posloupnosti.!?® Cinsti uéenci vSak k vypoctu

192 Podle [Ran], str. 31, [SiAN].

193 Vig sloky GaSaSa/ii.101, 103, podle [Ran], str. 33-34.

194 Viz sloky Lila/v.115, podle [Col], str. 51, BrSpSi/xii.19, podle [Col], str. 292-293.
195 Viz sloky Lila/v.115, podle [Col], str. 52, BrSpSi/xii.20, podle [Col], str. 293-294.
196 Napiiklad piiklad (6.19), podle [Hu], str. 162, [Ju], str. 84.
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pouzivali aritmetické primeéry souctu ¢lenti. Hlubsi znalosti o s¢itani aritme-
tickych posloupnosti uvedl ¢insky astronom a matematik Sen Kuo (11. stol.).
Souéty nékterych posloupnosti popsal téz al-Karadzi (asi 953 az 1029)'°7 v al-
gebraickém traktatu Al-Fachri.

7.18 Devitkova zkousSka

Ve staré Indii bylo zvykem kv1ili nedostatku mista mazat v pribéhu vypoctu
nepotiebné Cislice, proto byla kontrola vysledku velmi obtizna. Snad proto nasla
u poctara oblibu devitkovd zkouska, ktera slouzila k ovéfeni spravnosti vysledkt
aritmetickych operaci. Prvni se o ni zminil Arjabhata I1.19% Zkouska je zalozena
na porovnani zbytkt po déleni deviti. Naptiklad pii nasobeni dvou ¢isel musi
platit, ze ,zbytek soucinu“ je roven ,soucinu zbytkda“. Jsou-li tedy r1, 72 a r
,Zzbytky* ¢isel ni, ne a jejich soucinu nq -ng, pak musi platit 1 -ro = r. Podobné
vlastnosti maji i ostatni aritmetické operace. Vyhodou devitkové zkousky je to,
ze zbytky po déleni deviti daného prirozeného ¢isla a jeho ciferného souc¢tu jsou
stejné, takze déleni deviti nebylo nutné provadét, stacilo pouze zjistit ciferny
soucet.

Je tfeba ovSem poznamenat, ze devitkova zkouska je jen podminkou nutnou
nikoli postacujici. O tom se stafi Indové nezminovali, neni tedy jasné, zda si
tuto skutecnost viibec uvédomovali. Mohlo to byt zptsobeno i tim, Ze ptipady,
kdy devitkova zkouska selhava, jsou ,,malo pravdépodobné“.

Devitkovou zkousku znali také arabsti matematikové, doporucoval ji napii-
klad al-Chvarizmi, pozdéji se rozsitila i do Evropy, kde ji pouzival naptiklad
Leonardo Pisansky.

7.19 Magické ¢tverce

Obliba magickych ¢tverct ma v Indii dlouhou tradici, ptivodné mély vyznam
zejména v astrologii. Dzinisté i hinduisté jim prikladali zazracné vlastnosti,
nehledali vSak spojitost s aritmetikou. Systematickému studiu matematickych
vlastnosti magickych ¢tverci se vénoval zejména Narajana, ktery ve ¢trnacté
kapitole své prace Ganitakaumudi popsal pravidla pro konstrukci magickych
¢tverci lichého i sudého fadu (viz napf. obr. 7.5).

Narajana rozdélil magické ¢tverce do tii skupin:

a) ¢tverce fadu 4n, tzv. samagarbha (samagarbha),
b) &tverce fadu 4n + 2, tzv. visamagarbha (visamagarbha),
c) ¢&tverce lichého Fadu, tzv. visama (visama).

Za zakladni povazoval normalni ¢tverce vytvorené prirozenymi Cisly 1 az

m = n?. Védél, ze magicky soucdet je dan vztahem S = \/%s, kde s je cel-

m+m?
2

kovy soucet vsech prvkid ve ¢tverci, tj. s = . Z normalnich c¢tvercta pak

197 Vlastnim jménem Abf Bakr ibn Muhammad ibn al-Husayn al-Karaji.
198 Viz sloky MaSi/xviii.67-70, podle [DvS], str. 20-22.



197

odvozoval konstrukce obecnych ¢tvercli, u nichz znal fdd a magicky soucet.
Pritom vyuzival aritmetickou posloupnost, kde prvni ¢len a diference byly sta-
noveny podle fadu ¢tverce a souctu, pocet ¢lenti posloupnosti byl dan poc¢tem
policek ve ¢tverci. Naradjanovy metody véetné nékolika prikladd jsou popsany
a komentovany napiiklad v [DS4], [SiP2] a [SS].

§o[a3[8¥ 3| ¥ [{Ro[RY
R R TR
[ac aulyR[3]| R [¢4/9<, 3¢
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Obr. 7.5: Narajanovy magické ¢tverce!?

Ve studiu magickych utvart vSak dosel jesté dal, kromé magickych ¢tverctt
popsal i konstrukci magickych obdélniki, trojahelnik, kruhu a jinych obrazcu.
Na obrazku 7.6 je tzv. magicky lotos, kde uvnitf velkého kruhu je sedm malych
a v kazdém z nich je dvanact ¢isel davajicich magicky soucet (viz [P11]). Dalsi
Nérajanovy magické obrazce jsou na obrazku 7.7.

Obr. 7.6: Narajaniv magicky lotos?%0

199 Pievzato z [DvP].
200 ptevzato z [DvP].
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Pripomenime, Ze prvni pisemna zminka o magickych ¢tvercich byla nalezena
v Cinské legendé o Lo Shu ze 7. stol. pf. n. l. Pythagorejci vzajemnym vztahim
mezi ¢isly prikladali mnohdy aZz magické vlastnosti a studovali ¢isla trojuhel-
nikovd, c¢tvercovd atd., presto stard feckd matematika k magickym ¢tverctim
nedospéla.

V Evropé se o téchto ttvarech poprvé zminil Rek Manuel Moschopoulus
na pocatku 14. stol., své znalosti Cerpal z arabské literatury. Zhruba o sto let
pozdéji pak Luca Pacioli popisoval magické ¢tverce jako objekty ,rekreacni
matematiky. Z dalSich evropskych matematikt se studiu magickych ¢tverct veé-
novali napiiklad némeéti matematikové Adam Ries (1492—1559) a Michael Sti-
fel (1487—1567), ktefi uvedli nékteré originalni konstrukce, magickymi étverci
se zabyval 1 §vycarsky matematik a fyzik Leonhard Euler (1707-1783).

Také v Evropé sehravaly magické ¢tverce nematematickou roli, napiiklad né-
mecky 1ékar, filozof, pfirodovédec i astrolog Philippus Aureolus Theophrastus
Bombastus von Hohenheim (1493 —-1541), zndmy pod jménem Paracelsus, uzi-
val magické ctverce k 1é¢ebnym tcelim.

Magické ¢tverce vSak pritahovaly i umélce; némecky malif Albrecht Diirer
(1471-1528) na rytinu Melencolia I umistil rizné matematické objekty, mezi
nimi téz magicky ¢tverec (viz [Fu]).

Shrnuti

Zapis Cisel v desitkové pozi¢ni soustaveé silné ovlivnil provadéni aritmetickych
operaci. Vzhledem k tomu, Ze dnes ¢isla vyjadifujeme na stejném principu,
vétsina soucasnych operaci se podoba indickym.

Stafi Indové vSak obratné pocitali nejen s celymi ¢isly, ale i se zlomky. Pouze

vvvvvv

do trid, podle toho, jaké operace s danymi zlomky chtéli provést.

Indicka aritmetika byla rozdélena na operace a urceni. Kromé zakladnich
operaci s celymi Cisly a zlomky patrilo mezi operace i ve stfedovéku oblibené
pravidlo tii, zatimco dalsi metody, napriklad metoda chybného pfedpokladu,
ale i jiné vypocty tykajici se tiroki nebo posloupnosti spadaly mezi urceni.
Néktera z urceni se vSak zabyvala i geometrickymi vypocty.
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