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/ CAsT TRETIL.
ALGEBRAICKE ROVNICE JEDNE NEZNAME.

EAPITOLA VII

KORENY ALGEBRAICKYCH ROVNIC.

Treti ¢ast knihy je venovana, algebralckym rovnicim o jedné neznimé.
Takova rovnice m4 tvar?) A

&) (6) = agé™ +a,5"1 + ... - aq £+ 0, =0,

kdez koeficienty aq, ay, ..., a, jsou prvky daného télesa T. NapiSeme-li vyZetio-
vanou rovnici ve tvaru (1), bude to znamenat, pokud nebude nic jiného Fedeno,
ze jde o rovnici n-tého stupné, t. j. Ze a, + 0. Je-li b + 0 prvek z télesa T, pak
rovnice

@) b f(£) = agh&™ + abEn= + ... + @p_bE + azb =0 .

2
m3a ziejmé pravé tytéz koteny jako rovnice (1). Jedna-li se o kofeny rovnice,
je jedno, zda vySetfujeme rovnici (1) neb misto ni rovniei (2). Vhodnou volbou
prvku b Ize dociliti toho, Zp koeficient u nékterého élenu v (1), ktery neni roven
nule, stane se v (2) rovnym 1. Nejéast&ji se voli b = ag'. Rovnice (1) prejde
pak v ekvivalentni rovnici

(3) et afri . fa, Eta, =0,

kdez a; = a;/a,, i = 1, 2,...,n. V tomto tvaru se rovnice o jedné neznimé
obyéejné vysSettuji. _

Vysetfovéani algebraické rovnice rozpadd se ve dvé &asti. Nejprve se musime
zabyvat existenci kofeni, t. j. zjistit, za jakych podminek rovnice (1) neb (3)
mi vibec kofeny a stanovit jejich poéet. To bude tkolem této kapitoly. Za
druhé pajde o feseni této rovnice, t. j. o stanoveni kofenti a o vysetrem jejich
vlastnosti. To bude tkolem kapitol dalsich.

Pokud se tyce prvniho tikolu, budeme se nejdfive zabyvat rovnicemi s ¢isel-
nymi koeficienty a dokaZeme si, Ze vidy existuje komplexni &islo, které je
kotenem takové rovnice. Abychom si tuto véc dokazali, musime provésti jistd
vy8etfovini pfipravna. To udinime v § 37, pfi demZ nékteré véty z tohoto para-
grafu maji i dileZitost samy o sobé. Dikaz tak zvané zdkladni véty algebry
bude obsahovat § 38. Potom se obriatime k vySetfovani existence kofent algeb-
raické rovnice s koeficienty v libovolném télese T. Tato vySetfovani obsahuje

1) Pro udely této tieti Edsti knihy je vyhodnéjsi opattit koeficienty polynomu a rovnice
indexy v opaéném pofadi nez je ten, v ném# postupuji exponenty neuréité neb neznémé.

To je rozdil proti znadeni zavedenému v kapitole III. Budu nadéle uZivat disledn$ znadeni
zavedeného v (1).
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§ 39. Na né navazuje druhy dukaz tak zvané zédkladni véty algebry, ktery je
vyloZzen v § 53 v dodatku. Ctena¥, ktery se zajima jen o rovnice s ¢iselnymi koe-
ficienty, muZe tato vySetfovani rovnic s koeficienty v libovolném t&lese T
vynechat.

e N

§37. ,Nékteré vlastnosti polynomi s komplexnimi a s redlnymi koeflcienty.

"7V tomto paragrafu si odvodime nékteré vlastnosti polynomi s komplexnimi
neb redlnymi koeficienty. Pfitom je vyhodné povaZovat polynomy za kom-
plexni funkce komplexni proménné z. Pijde totiz v prvni fadé o to udélat si
zhruba prehled, jaké funkéni hodnoty, co do absolutni velikosti, dany polynom
f(2) nad télesem komplexnich é&isel K nabyva v riznych ¢astech Gaussovy ro-
viny neb dany polynom f(z) nad télesem realnych éisel P na rtznych ¢astech osy
realné.l) Dale si dokaZeme nékteré véci o limitdch posloupnosti komplexnich
¢isel. Véty 37,1, 87,2 a 37,5 maji dileZitost i pfi numerickém vypoctu kotent
algebraické rovnice, kdezto ostatni véty a definice budou slouzit toliko jako
prostiedky pro dikaz tak zvané zikladni véty algebry v § 38.

37,1. Véta. Budif f(x) dany polynom nejméné proniho stupné nad télesem kom-
plexnich &isel K a M libovolné redlné nezdporné &islo. Pak existuje vidy kladné
éislo R takové, Ze

|f(x)] > M  pro viechna x, pro néZ plati |z] > R .

PoznAmra T Nézorné lze vyslovit obsah této véty takto: Zvolime-li si libo-
volné nezdporné ¢islo M, pak existuje v Gaussové roviné jistd kruznice o stfedu
v pocatku a poloméru R takova, Ze pro viechny body vné této kruznice dany
polynom f(z) nabyva funkénich hodnot co do absolutni hodnoty vétsich nez 1.
R oviem zavisi na volbé M.

DUxraz. PiSme polynom f(x) stupné » > 1 ve tvaru

(1) [(@) = az™ + a,x"- r + ot a, iz +a,
Budiz
(2) A= max{[al]', lag], .., |@q|} -

Pak méme pro lzl > 1

|ase =t 4 @22 + ... 4 aa] Say - Jan ot 4 a2 4 L e <

< At Jaf o 4+ Ja] + 1) < e
Je tedy pro |z| > 1
f@)] = lag® + @t + ... + @] =
> Jag - 2" — a1 + ... + a0l 2 Ja - gt —mdfpr = -
= [a]"~*|ao| - [o] —nd

1) Pro jednoduchost bude nédm znaéit f(z) v § 37 a v § 38 nejen polynom f(z), nybrz

i funkéni hodnoty tohoto polynomu, které polynom f(z) nabyvé pro libovolnéa &isla x

z ndjaké mnoZiny &isel, ktera ovSerm musi byt vidy urfena. Pajde-li jen o koneénou mno-
Zinu argumenti, nahradime z ndjakym pismenem ze zacatku abecedy.
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Zvolme si nyni :

(3) R = max{l, EAl:_—IM} .
0
Je pak pro |z| > R
ol Jel — 1 > Jao] X E —na a2 0
0

a tedy |f(x)| = |z|*-X|ao|lzr — nd} > |zj*-1M > M, &mz je dikaz proveden.
Presvédéte se, Ze pro dikaz je podstatné, Ze stupeii n > 1.

PoznAmra 2. Zvolmesiv 37,1 M = 0. Pak je |f(x)| > 0 pro vSechna |z| > R,
kdez podle (3)
4) R= max{l, ﬁ} .

|0l

TudiZ mé-li rovnice
(5) f(§)=0
néjaky kofen « v télese K, pak nutné || < R. R je hornf odhad pro absolutni
hodnoty kotenii rovnice (5). Lze v8ak snadno odvodit odhad jiny, ktery je ve
vétsiné piipadi lepsi (viz cv. 37,2). Plati totiz véta:

’

37,2. Véta. Pro kaZdy kofen « algebraické rovnice n-tého stupné o komplexnich

koeficientech
(6) HE) = apé™ + ayém-1 + ...+ aa_E+a, =0
plati
A
(7) [x] <1+ Taol

kdeZ A je ddmo vzorcem (2).

DiUxraz. Nejd¥ive si ukézeme, %o plati, je-li f(z) polynom (1),

(8) |2z > @@=t + a2m=% + ... + a,
pro viechna x, pro néz -
A
9 zZ| =21+ — .
(9) ol 21+ o

Pro |z| > 1 je nejprve?)
laz®=t + ... + G-y + a,| < gy - ]:pzl"-l F it ] 2 + el £

| SN 1
SA(fe]*t ot ol + 1 = 4 l——i"jl —loa lw’xl— :
a tudiz o
n ) n—1 " lxln
oz — |ayzm=t + ... + au] > |ao| - |2] _Alzl—1=
(1) V| 1
i1 - WEITT} -

%) Dévejte pozor, kde v nerovnostech stojf vztah > a kde vztah >!
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Plati-li (9), pak plati zdroveni i |z| > 1, nebof pro A = 0 je tvrzeni (8) samo-
zfejmé, takze mozno predpoklidat 4 > 0. Jest pak pro (9)

A 1 A |a |
-z _ - > 0

Jaol foy — 1= " Taq| °
Z (10) a (11) plyne ihned (8). Déle méme podle (1) a (8)

|f(2)] = |aez®| — @zt + ... + @&+ a,f >0

pro viechna z, ktera spliiuji (9). Je-li tedy o kofenem rovnice (6), musi spliiovat
nerovnost (7).

=0.

(11)

Dile plati pro polynomy s komplexnimi koeficienty tato véta

37,3. Véta. Budif g(x) polynom nad télesem komplexnich &isel K stupné nej-
méné prontho tvaru
glr) = agz® + a1 + ... 4 6,7,
t. 7. bez absolutniho Elenu, abudi? e libovolné kladne &islo, pak existuje kladné Cislor
takové, %e T
(12) . lg(x)] < e pro v¥echna z, pro néE |a| <r .

PoznAMEA. Ve véte se jednd o polynomy, které maji v poéatku nulovy bod.
Nézorné lze vyslovit obsah véty takto: Zvolime-li si libovolné kladné éislo e,
pak existuje v Gaussové roviné kruZnice o stiedu v pocitku a o poloméru r
takova, Ze pro viechny body uvnitt této kruZnice nabyva g(x) hodnoty, jichz
absolutni hodnota je mensi ne% ¢, at je £ kladné &islo jakkoliv malé. r ovSem
zdvisi na volbé e.

Dtgaz. Poloime A;: max{|ay|, |a], ..., [@a_,]}. Pak plati pro vsechna
EES! S -
S |9(z)] = |@a-1% + @q-s2® + cFagzn| <
& x
< Affe] + Jaft + ... + [} = Ala| T II |I <4 | llxl ’

nebot podle volby z je 0 < 1 — |z|» < 1. Nyni jest
A1|_|||<5©A|x|<e—e|x| |x|<A+e

Avdak pro |2| < ¢/(4 + ¢) je vidy |z] < 1. Polozime-li tedy r = ¢/(4 + &),
plati (12).

Piimym disledkem této véty je véta

37,4. Véta. BudiZ f(x) polynom nad télesem komplexnich &isel K a budiZ ¢
libovolné kladné Cislo. Pak existuje pro kaidy bod a z K kladné éislo r takové, Ze
plati

[f(x) —f@)] < e

pro vdechna x, pro né% [z — a| < r.
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PoznAmra. Nazorné 1ze opét vyslovit obsah této véty takto: Zvolime-li si
libovolné kladné éislo &, pak lze najiti pro dany polynom f(z) a dany bod a
z K v Gaussové roviné kruZnici o stfedu v a a o poloméru r takovou, Ze pro
viechny body uvnitf této kruznice je rozdil funkénich hodnot f(x) — f(a) co do
absolutni hodnoty mensi nez ¢, at je ¢ kladné &islo jakkoli malé, » oviem zavisi
na bodu ¢ a na e.

Vsimnéte si, Ze vlastnost polynomiu f(z) jakoZto komplexnich funkei kom-
plexni proménné, vyjadiena vétou 37,4 je formalné Gplné stejnd s vlastnosti
Ze redlnd funkce redlné proménné je spojita.?) Nerovnost |x — a| < r oviem zde
neznamend jisty interval na ose redlné kolem bodu a, nybrz cely vnitfek kruz-
nice v Gaussové rovingé. Véta 37,4 ik, Ze polynom je spojitd funkce komplexni
proménné v celé Gaussové roving.

Diraz. Je-li f{(x) polynom nulovy neb polynom stupné nultého, pak f(z) —
— f(@) = 0 pro kazdé a a véta je splnéna pro jakakolivkladnd r. Je-li f(z) poly-
nom stupné aspoii prvniho, polofme y =z —a, t. j. 2 = a + y a pduzijme
Taylorova vzorce (17) z 21,7 pro bod a misto b. Dostaneme ’

flo+9) — fla) =Ly 4 L@y 10,

Na pravé strané této rovnosti je polynom, ktery m4a viechny vlastnosti poly-

nomu g(z) z 37,3. Existuje tedy k libevolné zvolenému kladnému ¢ kladné éislo »
takové, Ze '

|[fle + y) — f(a)] <& pro viechna y, pronéz |y| <r.
Dosadime-li sem misto y zpét * = a + y, dostaneme ihned tvrzeni véty.
VySetfujeme-li rovnice s redlnymi koeficienty, pak i pro absolutni hodnoty
redlnych kofend t&chto rovnic plati samoziejmé odhad (7) z 37,2. Lze viak
lehko najit pro tento piipad odhady, které jsou ve vétsiné ptipada lepsi. Doka-
Zeme si vétu:

37,5. Véta. BudiZ (6) rovnice s redlnymi koeficienty n-tého stupné (n = 1).
Budi% pro jednoduchost o > 0. Budiz /a,, prond koeficient v posloupnostz aq, Oy,

By, ..., Oy, klery je zapome_bud'tez Qyy g,y +- oy Bpgy (Ky = 1) Pravé ty koefi-
czenty z této posloupnosti, které jsou zdporné. Poloz'me

B = max{|a|, |ax|, ..., |ax|} .
Pak plati pro kazdy kladng kofen « rovnice (6)
(13) x<14+2
o
7
B -
(14) x <1 +v— . 2,
@y

39) Presv8déte se o tom srovnénim 37,4 s definici spojitosti pro redlnou funkei redlné
proménné v knize V. Jarnik: Uvod do diferenciélniho podtu, 1946, kap. V, § 4, str. 172
a § 8, str. 204,

340



PoznAmxa, Véta ddvé nejen horni odhad pro kladné kofeny rovmice (6),
nybrz i dolnf odhad pro zdporné kofeny této rovmice. Stadi totiZz vySetfovat
misto rovnice (6) rovnici f(— &) = 0. M4-li tato rovnice kladny kofen §, ma
rovnice (6) zdporny koren — f§ a naopak. Horni odhad pro kladné kofeny
pravé uvedené rovnice diva tedy, opatiime-li jej j znaménkem minus, dolni
odhad pro zaporné kofeny rovnice (6).

Doxaz. Ma-li rovnice (6) kladné kofeny, pak musf byt mezi jejimi koeficienty
koeficienty zdporné, nebot by jinak platilo f(z) > 0 pro kazdé z > 0.
1. Pro polynom f(z) z (1) plati, je-li = > 1
f(2) = age® + a2 + ... + a0 2 @ — Blan 1 4 zn 4 4 1) =
z" — 1 " B
= 1 > g™ — B __1=:v (a°_:c~l) .
Jei nyni £ > 14 Bfa,, je i x>1 1 2— 12> Bla,, Mame tedy a,—
— B/(x — 1) 2 ag — B - ay,/B = 0. To znaéi, Ze mdme stéle f(x) > 0. Je-li tedy
« kladny kofen rovnice (6), musi pro néj platit (13).
2. Pro polynom f(z) z (1) plati, je-li x > 1, vynechame-li v f(x) nezdporné
tleny -, @z, a,z"~2, ..., @,-,2"-"*! a nahradime-li koeficienty v ostatnich
¢lenech jejich dolnim odhadem — B,

f@) = age™ + a2t + ..+ Gy @ T gt Lt >

xn-r+l ] xn—r-l-l

= ggx" — BZ

= az™ — B

z—1 oL r—1

= z"- '+1(a ar- 11— _B_ )> xn-ril [ao(x — -t —xf 1] =

S

— gnerl [ao @—17 B ] .

x—1 rx—1

Plati-li nyni

x > 1 -I/B’ t,. ].- 1 > .B ,
- 27} T
platii > 1. Mame pak

(:1:—1)'2 B
r—1 ~z—1

0

a tedy f(x) > 0. Je-li proto « kladny kofen rovnice (6), musi pro néj platit (14).
PRIKTADY.
1. Pro rovnici
450 — 34 T2+ 92 —1=0

jest A=9, B=1, r = 2. Vzorec (7) davd hornf odhad absolutni hodnoty
kofenti

1+%=325.
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Vzorce (13) a (14) ddvaji tyto horni odhady pro kladné kofeny

2
14+3=27, rtesp. 14 )F<233.

Dolni odhad pro zdporné kofeny dostaneme z hornich odhadu pro kladné kote-
ny rovnice

40— 3E + T 9 —1=0,

pro niZ je B = 3, r = 2. Ze vzorecu (13) a (14) dostaneme tyto dolni odhady pro
zdporné kofeny pavodni rovnice

2
—(14+§=—1,7 resp. —187<—(1+]§.
2. Pro rovm'pi

1087 — 360 |- 785 — 9§ 1+ 26° | 462 4 86 —5 =10

jed =9, B=9,r =1, Vzorec (7) diva jako horni odhad absolutni hodnoty
kofenti

14+ % =19.
Vzorce (13) a (14) ddvaji zde stejny hornf odhad pro kladné kofeny
14+ % =19.

Dolni odhady pro zdporné koteny dostaneme z hornich odhadi pro kladné ko-
feny rovnice )

10£7 + 340 + T¢5 + 964 + 269 — 462 + 86+ 5 =0,

kde% je B = 4, r=>5. Ze vzorct (13) a (14) dostaneme tyto dolni odhady pro
zaporné kofeny puvodni rovnice

6
—(1+ 1) =—14 resp. — 1,84 < —(1+ VlTo') :

Pro diikaz tak zvané zékladni véty algebry budeme potfebovat nékteré véty
o limitdch posloupnosti komplexnich &isel,*) které si na konci tohoto paragrafu
odvodime. Vyjdeme od této definice:

37,6. Definice. Rikime, e posloupnost komplexnich &isel
(15) By} Gigy Bg 5 one

md za limitu komplexns &islo «

(16) lima, =« , }
. A—®

4) Pojem limity je pojem matematické analysy. Z diivodi, o nichZ pozdé&ji bude Fek, se
nemutZemse pfi dikezu tak zvané zékladni v8ty algebry vyhnout prostfedkam analytic-
kym. Jednotlivé dikazy této vaty se 1i¥{ prév¥ tim, kterych analytickych vét pouZivaji.
V dalsich vykladech tohoto paragrafu budu pfedpoklédat, Ze dtenéf je obeznémen 8 poj-
mem limity posloupnosti redlnych #fsel. Viz V. Jarnik: Uvod do po¥tu diferenciélntho,
19486, kap. II.
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kdy% k libovoln® zvolenému kladnému &slu ¢ 1ze najiti kladné &slo N takové,
%e plati
(17) oy — o] < € prd vSechny indexy &k > N.

Néazorné lze Hei: Ze posloupnost (16} m4 limitu (16), znamené, %e at si prede-
plieme kladné &islo ¢ jakkoliv malé, vidy lze v posloupnosti (15) najit takovy
index N, Ze viechny ¢leny posloupnosti o indexu vétSim lezf uvnitf kruznice
o stfedu v « a poloméru . N ov3em zavisf obecné na volbé e.

VEimnéte si, Ze tato definice je po formaln{ strance iplné stejné jako definice
limity posloupnosti &sel redlnych. Jen misto absolutni hodnoty é&isel realnych
vyskytuje se v ni absolutnf hodnota ¢fsel komplexnich. Protoze obé absolutni
hodnoty maji stejné zdkladni vlastnosti (viz 13,10), plati celd fada vét o limi-
tach posloupnostf i pro posloupnosti éisel komplexnich (viz cv. 37,10).

PRIRLAD. Posloupnost
a1= 1; 0¢2= %—I_'%i: a3=-§'+%i' .

mé za limitu &slo ¢:
i (L E=1) -
e\ Tk T

— 2
ool =gt (1) = 5
Zvolime-li- si k danému ¢ N = VE/E, mame skutednd |o; — x| = 2/k* < &2
pro & > N, t.j. podle 5,12 a) |o, — | < e.
Pojem limity posloupnosti &isel komplexnich d4 se prevésti na limity &isel
realnych a to na limity posloupnosti redlnych a imaginarnich ¢asti dané kom-
plexnf posloupnosti. Platf totiz véta:

37,17. V&ta. Polotme v (15) o, = a;, + th,, k=1,2,... a v (16) x« = a + 1b.
Posloupnost (15) md za limitu ¢islo « tehdy a jen tehdy, md-li posloupnost redlnych
&dsti této posloupnosti a,, a,, ... za limitu redlnou édst a &isla « a posloupnost ima-
gindrndch &dsti by, by, ... za limitu imagindrnd £dst b Eisla o
(18) lima, =a , limb, = b .

n— o n—> <

Dvraz. Necht plati (18). K libovolné zvolenému ¢ lze pak najiti kladna ¢isla
N, a N, tak, %e plati

Jest totiZ

-lak—a]<—;- pro k> N, ,

lbk—b[<r§ pro k> N, .

Polozme N = max(N,, N,). Pak pro viechna k > N plati podle H, a H, z 6,8
a podle 13,10
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“k“’al = l(ak_a),'i'i(bk_b)l é lak—al + Ii(bk_b)l =
=l —a +|b—b <5 +5 —c.

Obrécené necht platf (16). K danému ¢ zvolme si N tak, aby platilo (17). Pak
méme pro véechna k > N
lak—txl’ = (ak—a)’ + (bk’—‘b)z < € .

Musi tedy byt (a, — a)? < %, (b — b)2 < €2, t. j. podle 5,12 a) [a, —a] <,
|bx — b] < ¢, coZ vBak znadi, Ze plati (18). ’

.Duisledkem véty o spojitosti polymomu 37,4 je pak véta:

37,8. V&ta. Mé&jme posloupnost komplexnich &isel (15), kterd md limitu (16).
BudiZ f(z) libovolné dany polynom o komplexnich koeficientech. Pak plati

\

o) limf(a,) = (@) |
b) limlf(a)} = [f(e)] -

Dokaz. Zvolme si libovolné e. Podle 37,4 ur®ime k nému r tak, Ze plati
[f(z) — f(«)] < & pro v3echna z, pro néz |x — «| < r. K tomuto 7 uréeme N
tak, aby platilo |x, — «| < r pro viechna k& > N, coz v disledku existence
limity (16) lze udélat. Pak ale |f(«x;) —f(«)| < € pro k¥ > N. Tim je dok4dzéno a).
Podle poznémky k 13,10 plati pro totéz N a pro viechna k > N

{flee)] — [flel} < o) — fle)] < e
Tim je dokézdno b).-

Cvlilenl k § 37.

Cv. 37,1. Najd&te, jak musf znit v&ta 37,5, neudinime-li ptedpoklad ay > O, t. j. pfi-
pustfme-li i a5 < 0.

Cv. 37,2. R. Ozne&me &i h, hornf odhad z (4) pro absolutnf hodnoty kofent rovnice
o komplexnich koeficientech (6) a h, horni odhad z (7). VySetiete, kdy %, < h,.

Cv. 37,3. Oznagmesi pro rovnici o redlnych koeficientech (6) iy horn{ odhad pro kladné
kofeny z (13) a h; horn{ odhad z (14). BudiZ %, odhad z cv. 37,2. a) DokaZte: Vidy-pla.ti
hy = h;. b) Vydettete, kdy platf h, = h,.

Cv. 37,4. R. Pii anadent z cv. 37,2 a cv. 37,3 vydSetiete, kdy hy = h,.

Cv. 37,5. R. Pfi znaleni a predpokladech z cv. 37,3 vysetiete, kdy platf a) ky > k,,
b) hy = h,.

Cv. 37,6. Budiz (1) polynom n-tého stupnd s redlnymi koeficienty. Doka%te: Pro
vBechna redlnd z splilujici nerovnost (9) plati signf(z) = signa,z".

Cv. 37,7. Necht polynom g(z) z 37,3 mé reilné koeficienty a necht a,_, + 0. DokaZte:
Existuje kladné &fslo r takové, Ze plati sign g(x) = signa,,_,r pro viechna redlné z, pro né%
0< zf<r. T -

Cv. 37,8. BudiZ g(z) = gz™ + a,2"-! + ... + a,_,zF polynom s re4lnymi koeficienty,
k =1, a,_; ¥ 0. Doka#te: Existuje kladné &islo r takové, Ze plati signg(z) = signa,, _,z*
pro viechna redlné = takové, Ze 0 < |z| < r.

Cv. 37,9. Zakreslete v Gaussov® roviné nékolik prvnich bodl posloupnosti z pifkladu
v 37,8 a jejich limitu.
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Cv. 37,10. M&jme dv& posloupnosti &fsel komplexnich, které majf limitu

lima, = &« , limg, =8 .
n—»m fR—> @
DokaZte: a) Posloupnost o obecném ¢&lenu «, + £, mé limitu- hm AR

fA—r o
b) Posloupnost o obecném &lenu e, f,, mé limitu hma"ﬂn = aff. ¢) Posloupnost o obecném

glenu |x | mé limitu hm[a,.| = |a]. (Névod: Postupujte stejnd jako pfi dukazech obdob-

nych v&t pro posloupnostl reélné. Viz V. Jarntk: Uvod do poétu diferenciélnfho, 19486,
kap. II, § 2, str. 83 a str. 86.)
Cv. 37,11. Pomocf cv. 37,10 bez pouZiti 37,4 dokaZte v&tu 37,8.

§ 38. Existence koFent fovnice s komplexnimi koeficienty.

Otazku o existenci kofent dané algebraické rovnice rozie$ime si nejdfive pro
rovnici s komplexnimi koeficienty. ReSenf d4vé tak zvana zdkladni véta algebry.
K jejimu dikazu nutno pouZit specidlnich vlastnostf komplexnich &isel.
Ptjde hlavné o véty z § 37 a bude proto vyhodné povaZovat polynomy za
komplexni funkce komplexni proménné a vy3etfovat nulové body téchto
funkef.

38,1. Tak zvani zdkladni v&ta algebry. Kafdy polynom aspor proniho stupné
8 komplexnimi koeficienty')

(1) fx) = xgz™ + @1 4 ...+ xp_1% + &y
md v télese komplexnich Eisel K aspori jeden nulové] bod, t. 4. rovnice
&) =0

md v télese K aspori jeden kofen.

PoznAmra. Véta nemusi platit ve vlastnfm podtélese télesa komplexnich
disel. Rovnice &2 4+ 1 = 0 nem4a Z4dny kofen v télese redlnych &isel P, rovnice
£ — 2 = 0 v télese raciondlnich &fsel R,

PosTUP DUKAZU. VEtu 38,1 dokdZeme tim zplisobem, Ze budeme vySetfovat
misto komplexni funkce komplexni proménné f(z) reidlnou funkci komplexni
proménné |f(z)|. Dikaz se rozpad4 na dvé &asti. Nejprve dokazeme, Ze existuje
v Gaussové roviné bod g, pro néjz ma funkee |f(z)| absolutni minimum, t. j. Ze
plati |f(z)] = |f(¢)| pro kaZzdé komplexni z.2) Za druhé si ukéZeme, je-li y
libovolny bod Gaussovy roviny takovy, Ze |[f(y)| > 0, Ze pak existuje v okoli

3} V 38,1 budeme dusledns zna&it komplexn{ &isla malymi feckymi pismeny. Budeme-li
chtft vyjadiit, Ze komplexni &fslo je redlné, oznadfme je malym latinskym pfsmenem.

%) ProtoZe vidy |f(z)] = 0, je mnoZina funkdnich hodnot funkce [f(z)| (jsou to &fsla
reilné) zdola omezend (viz 12,2). Existuje tedy pro tuto mnoZinu infimum m (viz 12,5¢).
Pak platf [f(z)] = m pro kaZdé z. Funkce oviem nemus{ svého infima v Z4dném bod? na-
byvat. Prvni 84st dikazu spodiva v tom, Ze ukéZeme, Ze funkee |f(z)| aspoii v jednom bod3
svého infima nabyvé. Pro tento bod mé pak |f(z)| absolutnf minimurn.
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bodu y bod § takovy, Ze [{(8)] < |f(y)|. Odtud ihned plyne, %o musf byt |f(e)| =
= 0, nebof jinak by |f(¢)| nebylo minimem funkce |f(z)|. -

Doraz véty 38,1.
1. Podle 37,1 existuje kladné ¢islo R takové, Ze plati

(2) |7)| > 1£(0)]

pro viechna |z] > R. Vezméme si v Gaussové roviné étverec K, o stiedu v po-
tatku, ktery ma strany rovnobéiné s redlnou a imaginarni osou a stranu dlou-
hou D = 2R. Je to &tverec kruZnici |z| = R opsany. Proto plati pro viechny
body = vné tohoto Gtverce nerovnost (2). Vrcholy étverce K, jakoz i ostatnich
‘Stvercil, které si dile zavedu, budu udavat vidy jejich kartézskymi soufadni-
cemi. X-ova soufadnice je redlnd &ist, Y-ova soufadnice je imagindrni &ast
komplexniho é&isla, jeZ pfedstavuje pfislusny vrchol v Gaussové roving. Vrcholy
Stverce K, méjtez proto soufadnice {(a,, ¢,), (by, Cy), (@o, dyo), (bo, dy), kdeZ

ay < b, , T 6 <dy,
by—a, =D, dy—co =D .

Ctverec K, si rozdélime symetralami stran (v tomto pt¥ipadé osami soufad-
nymi, viz obr. 6) na &ty¥i Stverce menif o délce stran $D. Aspoti jeden z téchto
tyF mendich &tverctt musi mit tuto vlastnost (M): Ke kazdému bodu 7 z K?)
existuje v tomto mensim &tverci bod & (3 zivisi na t) takovy, Ze plati |f(z)] =
= |f(#)]. Nahlédneme to takto: Vezméme si jeden z téchto &ty étvercu, ktery si
oznactime jako prvni. Nema-li tento étverec vlastnost (M), pak existuje v K,
mimo tento prvnf étverec bod g, takovy, Ze plati

3) |[f(@)] > [f(e,)] pro vSechna z z tohoto 1. tverce.

Bod o, lezf tedy v nékterém ze tii ostatnich mensich &tverch (po pfipadsé ve
dvou). Tento &tverec (po piipadé jeden z nich) si oznadime jako druhy. Nema-li
druhy &tverec jesté vlastnost (M), pak existuje v K, mimo tento druhy étverec
bod o, takovy, Ze '

(4) [f(x)] > |f(s5)] pro viechna z z 2. &tverce.

Bod o, nemuze leZet v prvnim &tverci, protoZe to odporuje vztahu (3), nebot o,
lez{ v druhém &tverci. Proto lezi v jednom ze zbyvajicich dvou (nebo v obou).
Tento &tverec (po pfipadé jeden z nich) si oznaéime jako tfeti. Nema-li tento
tfet! ¢tverec vlastnost (M), existuje v K, mimo tfeti étverec bod g, takovy, Ze

(5) |f(z)] > [f(os)] pro viechna x ze 3. Etverce.
V diisledku (3) a (4) nemiZe o; leZet ani v prvnim, ani vdruhém &tverci. Musi tedy

3) Ko ka¥dému &tverci, o n¥m# zde bude fel, poéitdme vZdy i cely jeho obvod. Dva
sousednf{ &tverce maji proto body spole&né, které leif bud na spole&né ¥ésti strany, kters je
oddéluje, neb ve spoledném vrcholu. "
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a,=a, a, a=q,

Zdejest.
D
ao=a1=‘_'?, az
bo=§, by =b,=0b;,=0, b, =
Co —‘%,01—02—0,03—04
D
J0=d1=7’ d2=

leZet ve zbyvajicim dtvrtém étverci. Tento étvrty étverec ma viak jiz vlast-
nost (M). Je-li totiz x néjaky bod z prvnich tii ¢tvercd, pak z (3), (4), (5) plyne
ihned [f(z)] > |f(g;)|. Je-i = libovolny bod ze &tvrtého &tverce, pak plati
(@) = [f(=)].
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Vybereme si nyni jeden z téchto mensich étvercii o strané 4D, ktery mé
vlastnost (M), a oznalime si jej K,. Souradnice vrcholi ¢tverce K, budtei
(@1, €1), (b1, €1), (@4, y), (b, d;) (viz Obr. 6), kde#

g, < a; <b < by,
6=c¢ <d <d,
D D

bl—-a1=—2-, dl'_cl:?'

Se &tvercem K, opakujeme cely postup znova. Symetrdlami stran rozdélime jej
na Gtyfi stejné étverce mendi o délce strany D/22. Aspoli jeden z té€chto &tyf
¢tvercl musi mit viéi étverci K, vlastnost (M). Vybereme si jeden z téch, které
maji vlastnost (M), a oznadime si jej K,.

Obecné mame-li jiZ sestrojen &tverec K, o soufadnicich vrchola (a,, ¢,),
(bas €4), (@n, d,), (b, d,) & délce strany D/2", rozdélime symetralami stran tento
&tverec na &tyfi stejné étverce mensi o délce strany D/27+1. Aspoii jeden z téch-
to &ty mendich &tverch musi mit vlestnost (M): Ke kazdému bodu v v K,
existuje v tomto men&im é&tverci bod & takovy, Ze plati |f(z)] = |f(#)|. Jeden
z téchto &tvercl, majicich vlastnost (M), si oznaéime K, ,,. Soufadnice jeho
vrcholi budteZ (@,,1 €ni1)y (Bns1r Cni1)s @nsn Enir)s (Brni1, dnyq). Pak plati

Gq -—<_—- Bty < bn-l-l é bn ’
6 D D
() bn_anZF: bn+1_,a’n+lzmp
Cn é Cn+y < dn+1 é dm
(7) D D

dn — Cp = F: dn+1 — Cp+1 = on+l

Tim jsme sestrojili nekoneénou posloupnost étverca
(8) KO) Kl) KZ) vy

jichi strany konverguj{ k nule a z nichZ kazdy lezi v pfedchéazejicim. Pro X-ové
soufadnice vrcholi téchto &tvercl plati vzhledem na (6)

23,2, <L a, ..., b6, < b,

Reélnd &isla a,, tvofi posloupnost neklesajici a shora omezenou, &sla b, po-
sloupnost nerostouci a zdola omezenou. Obé posloupnosti maji limitu.4) Oznaé-
me si v’ limitu posloupnosti a,, a " limitu posloupnosti b,,. Platf

a, Jr<r"<b, pro kazdé n .
Z (6) plyne 0 < r* —¢' < b, — a, = D/2" pro kaizdé n: Tedy r' = ¢". Spdleé-
nou limitu obou posloupnosti si oznaéme nyni
9) lima,, = limb, = r .

n—o n—» o

4) Viz V. Jarnik: Uvod do po¥tu diferencidlntho, 1946, kap. II, § 4, str. 100.

~

/
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Podobné z (7) dostaneme posloupnosti
06 <6L¢L...5d,54d, K dy .

Stejnym zptsobem uké’eme, ¥e obé maji stejnou limitu, kterou si ozna-
&me s
(10) lim¢, = limd, = s .

n— o n— o

-

Oznadme si®)
e=1r-+1s .

Zvolme si v kaZzdém ze ¢tvercii (8) Gplné libovolné jeden bod. Bod zvoleny
v K, si oznaéme g, = r,, + 18,. Plati nyni’

2, <r,.<b,, a8, 5d, .
Odtud ihned dostivime vzhledem na (9) a (10)

limr, ='r , lims, = s .
n—w fn— o
Podle 37,7 to v3ak znadf
(11) , limg, =,
fn— o

pii ¢emz g, byl uplné libovolny bod z K.

Nyni jiZ lehko ukazeme, Ze funkce |f(z)| nabyvi v bodé o absolutniho mini-
ma. BudiZ nejprve z libovolny bod v K,. V disledku vlastnosti (M) existuje
v K, bod g, takovy, Ze |f(x)] = |f(¢,)|. Mdme-li jiZ uréen bod p, v K,, uréime
vzhledem na vlastnost (M) v K,,,, bod g,., tak, aby |f(e.)] = [f(ens1)]. Tim

dostaneme posloupnost bodi g,, g, ..., pro néz plati, jak jsme ukazali, (11).
Déle plati podle volpy bodd o, v K ’
(12) )] = [He)] = flea)] = -

Z (11) plyne podle 37,8b)
lim|f(g.)| = f(e)]

a z (12) pak plyne ihned |f(x)| = |f(¢)|. Je-li nyni « bod, ktery lezi vné étverce
K,, plati pro n&j podle (2) [f(z)] > |f(0)] = |f()]- |/(e)] je skutetné absolutni
minimum funkece |f(z)|.

2. Budi za druhé y komplexni &slo takové, Ze |f(y)| > 0, t. j.

g fly) = 0.

8) Proto¥e délky stran &tverct (8) konvergujf k nule a kaZdy z nich le#f v pfedchdzeji-
cim, majf vSechny jen jeden bod spoleény: p. K tomu ukazuje bezprostfedni geometricky
nézor & lehlko se to dokdze z (9) a (10). Déle se lehko z ndzoru nahlédne, e méme-li libo-
volnou posloupnost komplexnich &isel g, € K,, n = 1,2, ..., plati (11). Lze to lehko
dokézat z definice limity komplexnich &isel 37,6. Viz cv. 38,2.
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UkéZeme, Ze v Gaussové roviné lze najit v okoli bodu y bod § tak, Ze.|f(y)] >
> |f(8)|. Pisme pro f(x) Tayloriv vzorec pro bod y (viz 21,7 (16)):

(n
fe) = 1) + (0@ =) 4+ TP @y g L o e
V tomto vzorci mize byt f'(y) = 0. Piedpoklidejme proto obecné, Ze k je p¥iro-

zené &slo 1 < &k < n takové, Ze platf

F@)=0, ) =0, ..., [E=D{y) =0, {O(y) + 0 .

Takové piirozené &fslo vidy existuje. Stupeii polynomu f(x) je totiZ podle
-predpokladu n > 1 a proto je jist& f™(y) + 0, nebot by jinak f(z) nebyl poly-
nom 7n-tého stupné.”Je tedy nejvySe k = n. Polynom f(z) lze potom psit ve
tvaru

(13) f@) = X1 + Pulz — ) + Pulz — yVe gla — )},
kdez

8 _ 1 %)

TR fy)
a'g(x — v) je pro k = 7 polynom nulovy, pro ¥ < n polynom stupné (n — k)-ko
ko fetD(y) kL feR(y)
gl —y) = VESC (cc—y)+“,c+ |y (@—yP+
. k! f™(y) -

ktery je pro x = y roven nule: g(0) = 0. Je-li k < =, 1ze podle 37,3 urdit k &islu

kladné éislo d tak, Ze

(14) lg(x — y)] <% pro viechna z, pronéZ |z—y| <d .

Je-li g(x — y) polynom nulovy, je podminka (14) splnéna pro kazdé kladné d.
Je nyni ziejmo, %e cile dosihneme, uréime-li v Gaussové roviné ¢islo 4§ tak, Ze

kdyz toto &slo dosadime za z do (13), bude absolutni hodnota velké zavorky

mensf nez 1. Misto ¢ si v3ak stanovime rozdil y — 4, z néhoz lze ihned jednoznag-

né uréit 6. K tomu cili si vyjidifme 6 — y pomoci goniometrickych funkei

podle 14,7:

(15) 8 —y = 8(cosu - ¢ sinu) .

8—+y a tudiZ i § bude stanoveno, uréfme-li si absolutni hodnotu s & amplitudu «.
Abychom je uréili, piSme koeficient 8, z (13) ve tvaru

(16) fx = r(cost + 4 sint) ,
kdeZ r > 0, nebot g, + 0. g si nyni zvolime tak, aby platilo
)

(17) 0 < ¢ < min (d, Vg) )
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pfi ¢em% pfipominam, Ze podle 12,6 je k-t4 kladnd odmocnina z &sla 1/r > 0
jednoznaéné uréena. Z (17) plyne ihned

(18) 0<rsf <1,

Amplitudu si stanovim takto

=" ¢
==
t. j.
(19) t+ku=mn .
Tim dostavdme podle 14,8 z (15), (16) a (19) vyraz
(20) Br(6 — v)* = r{cost + 1 sint) - s*(cosku + 7 sinku) =
= rs*[cos(t + ku) + ¢ sin(t + ku)] = rs*(cosm 4 4 sinn) = — rs¥ .

Dosadime-li nyni do (13) J za «, dostavame pro absolutni hodnotu zivorky na
pravé strané podle (20) vyraz
114 Bud — ) + Buld — )t g(8 — p).< )
S+ A6 —pP + [Bu(d — ) - |96 — )| =
= |1 — rs¥| + rs* |g(6 — y)| .
Z (17) plyne, %6 s = |6 — y| < d a tedy podle (14) |g(6 — »)| < 4. Podle (18) je
‘1 —rs* > 0. Lze tedy psat
[T+ (0 —p) + Bu(6 —p)eg(6—p)| S 1 —rs¥ + drsd =1 —drs* < 1 .

Odtud koneéné plyne z (13)

[FO] = 1) - |1 + Bu(6 — ¥)F + Buld — p) g(6 —»)| < ()] -
Tim jsme dokézali, Ze ke kazdému komplexnimu é&islu y, pro néz f(y) + 0,
existuje ¢&islo & takové, Ze |f(d)] < |f(y)]. V takovém bodé nenabyvi proto
funkee |f(z)| svého minima. Tim je dikaz tak zvané zikladni véty algebry
proveden.

Disledek véty 38,1 je podle 18,4 ten, Ze kaZdy polynom f(x) jedné neuréité
nad télesem komplexnich é&isel K stupné aspoii druhého je reducibilni a ma za
délitele aspon jeden linearni faktor # — «, kdeZ « je kofenem rovnice f(£) = 0.
O rozkladu polynomu f(z) v ireducibilni faktory plati viak v télese K dokonce
tato véta: ’ ‘

38,2. Vé&ta.%) Kaidy polynom tvaru
(21) f(z) = agz™ + a@n=1+ ... + g,z + @,

stupné n 2> 1 8 komplexnimi koeficienty dd se nad télesem komplexnich &isel psdi
jako soucin n linedrnich faktori

(22) f(x) = @y — o)z — &) ...(T —a,) ,

) Déle v tomto paragrafu budu koeficienty polynomu znadit mealymi latinskymi
pismeny, i kdyZ jsou to &fsla komplexni.
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pft CemE komplezni Eisla o, oy, ..., a, jsou. véechny kofeny rovnice f(£) = 0.
Jediné ireducibilni polynomy jedné neuréité nad télesem komplexnich &isel jsou
polynomy prvniho stupné.

DtrAz. Rozklad (22) lze psat zfejmé pro kaZdy polynom prvniho stupné
ax + b = a(x — (— b)/a). Predpoklidejme, Ze mdme dokizano, zZe kazdy
polynom (z — 1)-ho stupné dé se rozloZit v linedrni faktory. Budiz f(x) polynom
n-tého stupné. Podle 38,1 existuje komplexni d&islo «, takové, Ze f(«,) = 0. Po-
dle 18,4 mame
(23) flx) = (x — &) g(x) ,
kdezZ g( -ho. Koeficient u "~ v g(z) je a,, jak
se lehko zjisti srovndnim koeficientd u z” nalevo a napravo v rovnosti (23).
Podle indukéniho pfedpokladu lze tedy psat pro jistd Komplexni &isla oy, &4, ..,
ont §(Z) = apx — xg)(x — o) ... (x — &y,). Dosadime-li tento vyraz za g(z)
do (23) dostaneme (22).

Z (22) ihned plyne, Ze komplexni ¢&isla «,, «,, ..., &, jsou kofeny rovnice
f(§) = 0. BudiZ obricens B libovolné &islo komplexni takové, Ze f(f) = 0.7)
Dosadime-li § za = do (22), dostaneme

G — o)) —os) ... (B—aa) =0 .
[
Must tedy 8 = «, aspoii pro jeden index ¢, ¢+ = 1, 2, ..., n. Tim je véta 38,2 do-
kazana.

38,3. Vyznam tak zvané zdkladni v&ty algebry. Vétu 38,1 dokézal po celé
fadé ne plné uspéSnych pokusd jinych matematiki némecky matematik
Fr. K. Gauss roku 1797. Dokud se algebra zabyvala pouze rovnicemi s ¢iselny-
mi koeficienty, méla tato véta pro algebru zakladni vyznam. Zarudovala existen-
ci kofeni jakékoliv algebraické rovnice tehdy vysetfované, a davala tak teprve
viem ostatnim vySetfovanim kofenu téchto rovnic fadny podklad. Proto byla
nazvéna zikladni vétou algebry. Kdy% vSak byla algebraicks vySetfovani roz-
gifena i na télesa, kterd nejsou ¢iselnymi télesy, pak rdzem ztratila tato véta
své ustfedni postaveni v algebfe. Véta totiZ nefika nic na ptiklad o rovnicich,
jejichZ koeficienty jsou racionalni funkece z daného t&lesa raciondlnich funkei.
A prece takové rovnice se vyskytuji na piiklad v teorii algebraickych funkei.
RovnsZ nelze ji pouZiti na rovnice, jejichz koeficienty lezi v daném t&lese cha-
rakteristiky p. A pfece mezi takové rovnice patii kongruence mod p, které byly

sice jiz ddvno vySetfoviny v teorii &isel, nebyly vSak zahrnovany do algebry
Moderni algebra je povaZuje dnes za specialni pnpad rovnic.

Divame-li se na cely problém existence kofeni z tohoto 3irsiho hlediska mo-

derni algebry, vidime, Ze véta 38,1 je vétou specidlni, ktera se tyka - jen télesa

7) O f muZeme dokonce ptedpokladat, Ze je to prvek z libovolného nadtdlesa nad téle-
sem komplexnich &isel. Rovnice f(£) = 0 nemé tedy jiné kofeny neZ «,, &, ..., &, i v libo-
volném nadtélese nad K. B
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komplexnich &fsel K. V3imnéme si, Ze se v dilkaze, ktery jsme zde vylozili,
pouzivé zvlastnich vlastnosti tohoto télesa a zvldstnich vlastnosti polynomi
s komplexnimi koeficienty. Je to pfedeviim ta vlastnost Gaussovy roviny, Ze
pro kazdou posloupnost ¢tverch (8), z nichz kazdy obsahuje nasledujici a jichZ
délky stran konverguji k nule, existuji body Gaussovy roviny, které leii ve
vech &tvercich této posloupnosti (Ze prinik vSech ¢tverct posloupnosti nenf
prazdny).®) Tato vlastnost zarucuje existenci bodu ¢ v prvni éasti dukazu.
Z vlastnosti polynomi komplexni proménné je to hlavné vlastnost vyjidfena
vétami 37,3 a 37,4, Ze polynom je funkce spojitd, a dale vlastnost vyjidfend
vétou 37,1, Ze absolutni hodnota polynomu dosti daleko od podatku je velik4.

Viechny tyto véty nemame k disposici pro polynomy s koeficienty z libovol-
ného télesa. V takovych télesech nemiZe v3ak véta ani obecné platit, nebof
v poznidmce k 38,1 jsme vidéli, Ze neplati ani pro vlastni podtélesa télesa
komplexnich éisel. Nutno v tomto piipadé postupovat jinak. To bude pfedmé-
tem pristiho paragrafu. V dodatku podivam jiny dikaz véty 38,1, ktery postu-
puje co nejvice algebraicky a vyuZziva zvladtnich analytickych vlastnosti télesa
K co nejméné.

Cvitenl k § 38.

Cv. 38,1. R. Predpokladejte, e existuji body komplexni roviny, které leif ve viech
dtvercich posloupnosti (8) (Ze pranik étverci z posloupnosti (8) neni prazdny). Dokazte:
Takovy bod je jen jeden.

Cv. 38,2. PouZivajice vyslodku cv. 38,1 dokaZte piimo z def. 37,6 bez pouZiti v8ty 37,7:
Zvolime-li si libovoln& bod ¢, € K, kdeZ K,, je tverec z posloupnosti (8), pak posloupnost
01 02 ... Mé za limitu onen jediny bod g ze cv. 38,1.

§’39. \‘,Existence koFenl rovnice s koeficienty z libovolného télesa.

39,1. Vymezeni Glohy.!) Méjme déno n&jaké t&leso T, jehoi prvky budeme
znatit malymi latinskymi pismeny. Méjme dile danu néjakou rovnici F(§) = 0
8 koeficienty v T. Tato rovnice nemusi mit v télese T viibec Zddny kofen. (Viz
poznamku v 38,1.) Proto nutno otazku po existenci kofeni této rovnice formu-
lovat takto: Existuje nadtéleso T’ nad T takové, Ze obsahuje kofeny rovnice
F(£) = 0% Ukazeme si, Ze odpovéd na tuto otdzku je kladnd. Protoze T je
aplné libovolné téleso, nemtzZeme existenci télesa T’ zajistit jinak neZ tim, Ze si
toto téleso sestrojime vychazejice od télesa T a od oné rovnice. To bude pied-
métem vykladi v tomto paragrafu.

Diive si v8ak tuto tlohu ponékud zjednoduéim;. Protoze F(z) je libovolné

8) Ze v tom priiniku le¥{ jen jeden bod, je ji¥ snadnym disledkem toho, %e délka stran
gtvercu konverguje k nule. Viz cv. 38,1.

1) Ctenéf, ktery se chce omezit jen na studium rovnic s &fselnymi koeficienty, mtZe
cely tento paragraf vynechat.
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dany polynom z Tfx], bude tento polynom obecné reducibilnf nad T a d4 se proto
rozlozit podle 19,6 v soudin ireducibilnich faktora

(1) F(z) = f1(@) fo(@) ... fo(@) .
Jest ihned vidét, Ze dand dloha bude feSena, podafi-li se ndm sestrojit nad-
téleso T’, které obsahuje kofen rovnice f,(&) = 0, kdez f,(x) je nyni ireducibilni
polynom. Staéi proto iplné feSit tuto ilohu: BudiZ dén libovolny ireducibilni
polynom f(z) nad T. Jest sestrojit nadtéleso T' nad T tak, aby obsahovalo kofen
rovnice f(£) = 0. Jak mame provadét tuto konstrukei, to naznacuje véta:

39,2, Vé&ta. Budiz f(x) ireducibilni polynom z T[x]. Predpoklddejme, Ze existuje
nadtélesc T' nad T takové, Ze obsahuje prvek «, ktery je nulovygm bodem polynomu
f(x): f(x) = 0. Pak je o nulovgm bodem prdvé téch polynomi z T[x], které jsou
délitelny polynomem f(z).

D¥xaz. Je-li pro néjaky polynom F(x): f(z) | F(z), pak F(z) = f(z) g(z) a po-
dle pravidla dosazovaciho midme F(x) = f(x)g(ax)} = 0. BudiZ naopak pro
néjaky polynom F(x) z T[x] F(«) = 0. Mezi vSemi polynomy z T[], které maji

rwwr

z nich g(z). Podle 18,3 lze psat F(z) = g(z) Q(x) + R(z), kdez R(x) je bud
polynom nulovy neb polynom niz$iho stupné nez g(z). Dosadime-li « za z,
dostaneme 0 = R(x). Vzhledem na volbu polynomu g(z), musi byt R(z) poly-
nom nulovy. To v8ak znamené g(z) | F(z). Mame proto tento vysledek: g(z)
déli kazdy polynom F(z) takovy, e F(x) = 0, nebot F(z) si miZeme jinak
ﬁplné libovolné zvolit. Proto také g(z) | f(x). ProtoZe f(x) je ireducibilni, musi
podle 19,1 f(z) = a . g(x) pro jisté a ¢ T. Plati tudiz podle 7,9 i f(z) | F(x) pro
pivodné dany polynom F(z). Tim je véta dokdzéana,

Véta 39,2 nas vede k tomu, abychom se pokusili definovat v oboru integrity
T[x] novou rovnost tim, Ze polozime rovny nule viechny polynomy, které jsou
délitelny polynomem f(z). UkdZeme si, Ze to skutetné lze provést a Ze tim
dostaneme z T[z] téleso. Nejdfive se definujeme:

39,3. Definice. Budiz f(z) dany polynom stupné aspoii prvniho z T[z]. Kdyz
pro dva polynomy g(z) a h(x) plati f(z) | [g(x) — Rh(z)], budeme fikat, Ze g(z) je
kongruenini s h(z) podle modulu f(z) neb modulo f(z) a budeme psat '
(2) g9(x)= h(z) mod f(z) .

Vztah (2) mezi dvéma polynomy se nazyva kongruence. g(z)= 0 mod f(z) znadi
podle této definice totéz, co vztah f(x) | g(x).

Vztah (2) je tplné analogicky ke kongruenci mezi dvéma &isly z 9,1. Plati
proto i pro kongruenci mezi polynomy véta analogickd k 9,2, t. j. vztah (2)
sphiiuje axiomy rovnosti R, az R;, je to vztah reflexivni, symetricky a transi-
tivni. Lze proto podle 1,2 T[] rozdélit v disjunktni &asti, zbytkové t¥idy podle:
modulu f(x) neb modulo f(z), z nichZ kazdé obsahuje pravé viechny polynomy,
které jsou spolu kongruentni mod f(z). '
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Zavedme si do T[z] novou rovnost vztahem (2) a vySetfujme, jaké vlastnosti
m4 séitani a ndsobeni polynomu z T[z] pfi této nové rovnosti. Dostaneme vysle-
dek Uplné analogicky k vysledku z 9,7, kdy jsme zavedli do oboru integrity
celych &isel C novou rovnost jakozto kongruenci podle prvoéiselného modulu p.
To je zpisobeno tim, Ze ireducibilni polynom f(z) je ireducibilnim prvkem
v T[z], jako bylo prvoéislo p ireducibilnim prvkem v C. Plati totiZz véta analo-
gicka k 9,7

39,4. V&ta. V oboru integrity T(x] budi ddn ireducibilni polynom f(x). Definu-
jeme-li v T[x] rovnost vztahem (2) jakoéto kongruenci mod f(z) a soulet a souém
obylejnym zpiisobem, pak tvofi tento obor integrity téleso T'.

Doraz. ProtoZe jsme si mezi polynomy z T[z] definovali jinym zptisobem
toliko rovnost a nikoliv soudet a souéin, plati samozfejmé v T’ axiomy A,, M,.
0 A, a M, musime viak dokazat, Ze plati, nebof v obou axiomech podstatnym
zplisobem vystupuje rovnost. Za tim uéelem mé&jme t¥i polynomy g(z), k,(x),
h,(z) a necht plati k,(z) = h,(z) mod f(z), t.j. f(z) | [h(x) — hy(x)]. Pak plati
t62 hy(x) — ho(x) = [9(z) + 2y(@)] — [g(x) + Ro(z)] = f(@) | {[g(2) + hy(2)] —
—g(x) + Ry(2)]} = g(z) + h,(z) = g(x) + hy(z) modf(z). To viak znaéi, Ze
plati A,. Podobné mime f(z)| [k, (x) — hy(z)] = f(z) | g(z)[hy(x) — hyo(x)] =
= f(z) | [9(2) ky(x) —g(x) ho(x)] = g(=) by () = g(z) hy(z) mod f(z). To je axiom
M,. Platnost axiomu A; a M, zarutuje, Ze nahradime-li v kongruencich mod f(x)
libovolny polynom polynomem s nim kongruentnim mod f(x), kongruence
zlstane spravnou. Nyni je bezprostiedné patrno, Ze plati v T’ axiomy A, aZ A,
M, az M, a D.

Zbyva nam dokazat platnost M;. Je-li g(z) libovolny polynom .z T[x] takovy,
e g(z) == 0 mod f(z), pak to podle definice 39,3 znadi, Ze g(x) neni délitelny
ireducibilnim polynomem f(z). To v3ak podle 19,2 znamens, Ze f(z) a g(z) jsou
polynomy nesoudélné. Existuji tedy podle 18 7 polynomy A(z), k,(x) takové,
ze plati

9@) h@) + f(@) hyfw) = 1 .
Vezmeme-li tuto rovnost jakoZto kongruenci mod f(z), dostaneme
3) g(x) h(z) =1 mod f(z) ,

nebot f(z) k,(x) = 0 mod f(x). To znadi: Ke kazdému g(z) &= 0 mod f(z) existuje
v T[z] polynom A(x) inversni k g(z) mod f(z), t. j. pelynom takovy, Ze plati (3).
Tim je platnost M; dokézdnaa T’ tvoif skutedns t&leso.

PozniAmrA. Zavedeme-li si v oboru integrity T[z] novou rovnost vztahem
(2), fikdme, Ze v T[z] politdme mod f(z). Platnost axiomu A, pro kongruence
mod f(z) znaéi toto: Mame-li diny dvé tiidy mod f(z) a setteme-li libovolny
polynom g(x) z jedné tfidy s libovolnym polynomem %(z) z druhé t¥dy, dosta-
neme tak polynomy, které vSechny leZi v jedné a téZe t¥idé mod f(x). Sé&itani
polynomi mod f(z) mtiZeme tedy povaZovat za séitdni zbytkovych t¥d mod f(x),
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nebot tfidu, v niZ lezi polynom g(z) + h(z), moZno povaZovat za soudet tid
obsahujicich polynomy g(x) a A(x). TotéZz plati i o soudinu dvou polynomi
podle M,. Téleso T’ mtzZeme povazovat tedy za téleso tiid polynomu z T[z]
mod f(z). Nazyvame je pak téleso 2bytkovych tiid mod f(x).

Ukéazeme si dale, Ze téleso T’ pfi vhodném ztotoznéni jistych tiid z T’ a prvka
z T miZeme povaZovat za nadtéleso nad T, které obsahuje nulovy bod poly-
nomu- f(z). Plati totiz véta: -

39,5. Véta. Obsahuje-li néjakd zbytkovd tfida mod f(x) z télesa T' z 39,4 prvky
z télesa T, pak obsahuje takovy proek jen jeden. VSechny tfidy z T' obsahujici proky
z T twofi v T' podiéleso isomorfni s télesem T. ZtotoEnime-li tedy kafdou takovou
tiidu s prokem z T, kiery ta tfida obsahuje, stane se T’ nadtélesem nad T. T¥ida,
kterd obsahuje polynom z, je nulovym bodem polynomu f(x).

Doraz. BudiZ a €T, b €T a necht plati a = b mod f(z), t. j. f(z)| (@ — b)-
Protoze a i b jsou bud polynomy nulové neb polynomy nultého stupné a f(z)
podle pfedpokladu polynom aspofi prvniho stupné, musi byt a = b. Ka,zda
tiida z T’ obsahuje nejvyse jeden prvek z T. Dile ziejmé zbytkov4 tiida, kterd je
souttem (sou¢inem) zbytkovych tiid obsahujicich a, b, obsahuje prvek a + b
(prvek ab). Nyni plyne ze cv. 4,12, Ze mnozina v3ech tf{d z T[x] mod f(x) obsahu-
jicich prvky z T je téleso isomorfni s T. Oznaéime-li si konetné « tiidu,
kterd obsahuje polynom z, obsahuje tfida f(x) polynom f(z), je to tedy t¥ida
nulové. Plati proto f(«) = 0. Tim je véta dokdzana.

Definujeme proto:

39,6. Definice. Budi# f(z) ireducibilni polynom nad télesem T. Téleso T’ zbyt-
kovych tfid mod f(x) z 39,5 se nazyva kofenové téleso polynomu f(x) neb rovnice
f(&) = 0. Obecnéji nazveme kofenovym télesem polynomu f(z) kazdé téleso,
které obsahuje T a je isomorfni s T'.

Ukézeme si nyni, Ze kazdé nadtéleso nad T, které obsahuje aspofi jeden kofen
rovnice f(£) = 0, obsahuje podtéleso isomorfni s T’, kofenové téleso polynomu
f(z). Plati totiz véta:

39,7. V&ta. Budif f(x) ireducibilni polynom z T{x]. Budiz U libovolné naditéleso
nad T, které obsahuje prvek o takovy, Ze f(x) = 0. Pak U obsahuje podtéleso T”,
které je isomorfni s télesem T’ zbytkovych t¥id mod f(x). U obsahuje tedy aspori jedno
kofenové téleso polynomu f(x)

Dogaz. Protoze téleso U obsahuje prvek « a téleso T, obsahuje i viechny
vyrazy tvaru F(«), kdeZ F(z) je libovolny polynom z T[rx]. MnoZinu vSech
téchto vyrazd si oznaéme T”. Podle 39,2 plati F(x) = 0 pravé tehdy, kdyZ
f(z) | F(x) v T[z]. VySetfujme, kdy plati pro dva polynomy F(x), G(x) z T[x]
v télese U F(x) = G(x). Plati implikace F(x) = G(x) <F(a) — G(x) =
=0 < f(x) | [F(x) — G(z)] v T[x] <>F(z) = G(z) mod f(z). Plati tedy v U
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F(a) = G(x) pravé tehdy, kdyZ plati pro pfislu§né polynomy F(x)= G(x)
mod f(x) v T{z]. Je-lidale pro vyrazy F(«), G(«), Hy(x), Hy(x)zT" Flo) + Qo) =
= H,(«), F(x) G{a) = H,(x), pak je té% v T(z] F(z) + G(z)= H,(x) mod f(z) a
F(z) G(z) = H,(x) mod f(x) a obricens. Podle cv. 4,12 je tedy T” téleso a je iso-
morfni s télesem T’, pfifadime-li tfidu obsahujici prvek F(«) zbytkové tiidé
mod f(x) obsahujici polynom F(z). '

PoznAMEA. Bezprostiednim dtsledkem véty 39,7 je tato vée: Kofenové
téleso T" polynomu f(x), které obsahuje kofen o rovnice f(£) = 0, venikne adjunkci
kofene o k télesu T.

Budiz U néjaké nadtéleso nad T obsahujici kofen «. VSechna podtélesa v U,
ktera obsahuji kofen a a téleso T, obsahuji i kofenové téleso T” z 39,7. ProtozZe
T” samo ma také tyto dvé vlastnosti, je T” prinikem vSech téchto podtéles.
Ptiddme-li tedy k T kofen « a takto vzniklou mnoZinu doplnime dals§imi prvky
tak, aby tvofila téleso, dostaneme kofenové téleso T”. Tototéleso budeme znacit
tedy ve shod¢ s 13,11 T{(«x).

Zaroveti je vidét, Ze dané nadtéleso U nad T mfZe obsahovat rizna kofenovd
télesa polynomu f(x). Obsahuje jich pravé tolik, kolik obsahuje rtiznych ko-
fent rovnice f(£) = 0. -

V 38,2 jsme vidéli, Zze kazdy polynom F(z) stupné aspon prvniho s komplex-
nimi koeficienty se da nad télesem komplexnich éisel rozlozit v soudin linedr-
nich faktort. Misto této vety dokazeme si pro polynom F(z) nad libovolnym
télesem T, Ze existuje vidy nadtdleso U nad T takové, ze nad U se d4 polynom
F(z) rozloZit v soudin linedrnich faktord. Presnéji si dokdzeme tuto vétu:

39,8. Vé&ta. Budi F(x) polynom stupné n > 1 z oboru integrity T[x], kdeZ T je
dané téleso. Pak existuje nadtéleso U nad T, které md tyto dvé vlastnosti:

a) Nad U se dd polynom F(x) rozloZit v soucin linedrnich faktors
(4) Fz) = aplx — o)) — &) ... (¥ —a,) .

b) Téleso U neobsahuje Zddné vlastni podtéleso, které by mélo viastnost a).

DUxrAz provedeme tplnou indukei. Véta platt zfejm& pro vechny polynomy
prvniho stupné nad T. V tomto pfipadé je totiz U = T. Pfedpokliddejme, Ze pro
kazdé dané téleso T mame vétu jiz dokdzanou pro viechny polynomy stupné
nejvyse n-tého. Budiz F(z) polynom stupné (n + 1)-ho. ProtoZe na rozdil od
véty 39,7 nepredpoklddame, Ze F(x) je ireducibilni nad T, budiz f(z) jeden
ireducibilni faktor z rozkladu polynomu F(x) v ireducibilni faktory nad T.

K f(z) si sestrojime podle 39,5 kofenové téleso T(x,,,) nad T, které obsahuje

jeden kofen «,,, rovnice f(£) = 0. Podle 18,4 plati (x — «,.,)|f(x) nad
T(xn,,) a tedy také (2 — x,,,) | F(z). Proto lze psit rozklad

(5) Fz) = Fy(x) (€ — onyy)
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kdeZ F,(x) je polynom %-tého stupnd nad T(x,,,,). Podle indukéniho pfedpokla-
du existuje tedy nadtéleso U nad T(«,,,), které ma pro polynom F,(z) vlast-
nosti a) a b) véty, t. j. nad U plati rozklad

(6) Fi(x) = agle — oy )z —ap) ... (8 —0rp) ©
Plati tedy pro F(x) nad U podle (5) rozklad
) F(x) = agle — o) —ay) ... (z— )z —ony) -

Téleso U ma proto pro polynom F(x) vlastnost a) véty. Budiz U’ podtéleso
v U, nad nimz plati rozklad (7), které ma tedy pro polynom F(x) vlastnost a).
Pak U’ obsahuje kofen «,,, rovnice f(£) = 0, obsahuje tudiz podle 31,7 i kote-
nové téleso T(x,,,) ireducibilniho polynomu f(z). Z (5) a (7) plyne dale,
polynom F,(z) ma nad U’ rozklad (6), t. j. rozpada se v linearni faktory. Protoze
téleso U ma pro polynom F,(z) nad T(x,,,) podle indukéniho predpokladu
vlastnosti a) i b), nemtze byt U’ vlastni podtéleso v U. Je tedy U’ = U. Proto
‘m4 téleso U i pro polynom F(zx) vlastnest b). Vé&ta plati i pro polynom F(z)
stupné (n + 1)-ho. ProtoZe F(z) byl libovolné dany polynom stupns (» + 1)-ho
nad libovolné danym télesem T, plati véta pro kaidy polynom stupné
(n 4+ 1)-ho nad libovolné danym télesem T. Tim je véta Gplnou indukei
dokézéna. \

39,9. Definice. Téleso U z 39,8 nazyva se rozkladové téleso polynomu F(x)
nad T.

39,10. Vé&ta. Budif F(x) polynom stupné n = 1 nad télesem T. Budiz U rozkla-
dové téleso tohoto polynomu a nech? plati pro F(z) nad U rozklad (4). Pak o, s, -. .,
& q jsou kofeny rovnice F(£) = 0 a v Zddném nadtélese nad U nemd tato rovnice
jiné kofeny. )

Téleso U vznikne adjunkct véech kofend oy, «,, ..., x, k télesu T. Proto je bude-
me znaéit také T(o,, &gy ..., ).

DurAz. Z (4) plyne ihned podle pravidla dosazovactho, Ze «,, «,, ..., &, jsou
koteny rovnice F(&) = 0. Necht prvek § z nadtélesa U, nad U je kofenem této
rovnice, t. j. F(8) = 0. Z (4) dostdvame

ao(f —a)(B—a5) ... (B—aa)=0.
Musi tedy aspoil pro jeden index 7, 1 <7 < n byt f = «,. Je-li U, podtéleso
v U, které obsahuje i T i viechny kofeny «,, «,, ..., &,, pak plati jiz nad U, pro
F(z) rozklad (4). Musi tedy byt podle 39,8 b) U; = U. U je skuteéné téleso,
které vznikne adjunkci kofend «,, ag, ..., &, kK T.

Budi? déno téleso T a polynom F(z) nad T. Naskytd se nyni otazka, jak dalece
je rozkladové téleso U polynomu F(z) timto polynomem a télesem T urdeno.
Odpovéd je tato: U je uréeno jednoznaéné, oviem jen ve smyslu isomorfismu.
To zna¢i: Mdme-li dvé rozkladova télesa U’ a U” polynomu F(z) nad T, pak
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jsou si navzajem isomorfnf a to tek, Ze isomorfismus pfifaduje kaidy prvek
spoleéného podtélesa T sdm sobé. Nejdiive si dokdZeme jednu pomocnou vétu.

39,11. Pomocna véta. Budtet )’ a )" dva isomorfni obory integrity. Budif »
neuréitd nad }' a y neurbild nad )". Pfifadime-lIi kaZdému polynomu z |'[x]

ax” + a2+ ...+ a,
polynom

ay” +ay"t + ... + a,
2 )"[y], pfi Eem# a] je proek z )", ktery odpovidd proku a] z )’ v uvedeném isomor-
fismu, dostaneme isomorfismus obord integrity )'[x] a )"[y].

Doxaz. Bezprosttedné ovéiime, Ze zobrazeni oboru integrity J'[x] na )"[y]
ve vété uvedené vyhovuje definici isomorfismu z 4,22.

PoznAmzra 1. Ve vété 39,11 budtez |" a )” dvé isomorfni télesa T' a T”. Pro-
toZe isomorfismus zobrazuje soudin dvou neb vice polynomt z T’[x] na soudin
téch polynomu z T"[y], které jim v isomorfismu odpovidaji, plyne z pravé
uvedené véty ihned toto: Je-li F'(z) polynom z T'[x] a

F'(z) = fi(2) fa@) ... fio)

jeho rozklad v souéin ireducibilnich polynomi podle 19,5 a 19,6, pak polynom
F"(y) z T"[y] jemu v isomorfismu odpovidajici ma rozklad

F'ly) = i) L) - K®) ,
kdez f;(y) je ireducibilni polynom z T“[y], ktery v isomorfismu odpovid4 poly-
nomu f;(z), i = 1, 2, ..., r. Maji tedy sobé odpovidajict polynomy z T'[x] a T"[y]
stejné rozklady v soubin ireducibilnich polynomi.

PoznAMEA 2. Budte f'(z) ireducibilni polynom z T'[x] z predeslé poznamky
a f"(y) polynom z T"[y], ktery mu v isomorfismu odpovida. Pak je i f"(y) iredu-
cibilni polynom. BudiZ T'(«) koFenové téleso polynomu f'(x) nad T" a T (B) koFe-
nové téleso polynomu f"(y) nad T". Pak télesa T'(x) a T"(B) jsow isomorfni.
V tomto isomorfismu odpovidd proku a' z T' prvek a” z T”, kiery mu odpovidd
v piwodné daném isomorfismu, a prvku « prvek f. Dikaz se provede takto:
Podle véty 39,11 jsou si obory T'[x] a T"[y] isomorini. Podle poznamky 1 odpo-
vidé v isomorfismu kazdému polynomu F'(z) z T'[x], ktery je délitelny polyno-
mem f'(z), vzijemné jednoznaéné pravé jeden polynom F’(y) z T"[y], ktery je
délitelny f"(y). To viak znaéi, Ze isomorfismus z véty 39,11 mezi obory integrity
T'[x] a T"[y] zobrazuje vSechny polynomy z jedné t¥idy T'[x] mod f'(x) pravé na
viechny polynomy jedné t¥idy T"[y] mod /"(y). Je ihned vidét, Ze toto zobrazeni
oboru integrity zbytkovych t¥id T'[z] mod f'(z) na obor integrity zbytkovych
tfid T"[y] mod f"(y) je isomorfismus téchto obor# integrity. Protoze isomor-
fismus mezi T'[x] a T"[y] z 39,11, z néhoZz jsme vysli, zobrazuje = na y a prvek
a" z T' na prvek a” z T”, ktery je mu pfifadén pivodnim isomorfismem mezi T’
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a T”, musi ti¥ide z T’[x] mod f'(x), kterd obsahuje z (t. j. prvek «) byt zobrazena
na tfidu z T"[y] mod f"(y), kterd obsahuje y (t. j. na prvek ) a tiida, kterd
obsahuje a’ z T’ na tiidu, kterd obsahuje a” z T". Tim je tvrzeni dokdzino.

39,12. Véta. BudiZ F(z) polynom aspor. prvniho stupné nad télesem T. Budtef
U’ a U” dvé rozkladovd télesa tohoto polynomu nad T. Pak tato dvé tlesa jsou iso-
morfni a isomorfismus lze volit tak, Ze kaZdy prvek z T (spoleéného podiélesa téles
U’ a U") je jim zobrazen sdm na sebe.

Dtgaz. Podle 39,10 mtZeme vytvotit téleso U’ tim, Ze adjungujeme k T
vechny kofeny rovnice F(£) =0, které lezi v U": U’ = T(x,, «,, ..., &,).
Podobné mizZeme vytvofit U” tim, Ze adjungujeme k T vSechny kofeny této
rovnice, které lezi v U”: U” = T(B, By ..., Bn). BudiZ f,(x) ten ireducibilnf
faktor polynomu F(z) nad T, ktery obsahuje kofenovy &initel x — «,. f,(z) roz-
padé se oviem nad U” téz v linedrni faktory. Budiz (x — f,) jeden z nich. Pak
kofenové télesa T(x,) = T; a T(B,) = T; jsou navzijem isomorfni podle 39,7,
:pii ¢emz kazdy prvek z T je pfifadén sAm sobé. Podle poznamky 1 v 39,11 roz-
pada se polynom F(x) stejnym zptsobem nad T; i nad T; v souéin ireducibilnich
polynomi. BudiZz &, kofen jednoho ireducibilniho faktoru stupné aspoii dru-
hého polynomu F(z) nad T; a §, kofen jemu odpovidajiciho ireducibilniho fak-
toru polynomu F(x) nad T; v isomorfismu z pozndmky 1 v 39,11. Pak podle
poznamky 2 v 39,11 jsou kofenova télesa T, = T;(x,), T, = T1(8.) spolu iso-
morfni a isomorfismus pfifaduje kazdému prvku z T, ten prvek z Ty, ktery mu
odpovidé v isomorfismu sestrojeném mezi T; a T;. Tedy ka?dy prvek z T odpo-
vida sim sobé. Neni-li jesté T, = U’ a T, = U”, pokradujeme stejnym zpiiso-
bem dale. Nakonec dostaneme isomorfismus mezi U’ a U”, ve kterém kazdy
prvek z T odpovidd sim sobé.

PozNAMEA. Budiz V nadtéleso nad T a necht polynom F(x) s koeficienty v T
se rozpada nad V v souéin linearnich faktori. Pak V musi obsahovat aspoii jed-
no rozkladové téleso U polynomu F(x). V obsahuje viak takové téleso jeh jedno.
Dejme tomu Ze by V obsahovalo dvé takové télesa: U a U’. Necht plati pro
F(x) nad U rozklad B

F(x) = ag(xr — ) — o) ... (x— )
a nad U’ rozklad )

F(x) = agle — fr)iw — ) ... (@—fa) .
Oba dva rozklady jsou vSak rozklady polynomu F(z) nad V v ireducibilni poly-
nomy a musi byt proto podle 19,6 totozné. To znadi, Ze je pfi vhodném odislo-
vani o, =B, a3 =By ..., 0n =P Tedy té2 U= T(ay,ay ..., x,) =

= T(ﬂl) ﬂz» IRE) .Bn) = U~ -

39,13. Srovnani s tak zvanou zékladni vE€tou algebry. Pro libovolné téleso T
jsme nahradili v tomto paragrafu tak zvanou zdkladni vétu algebry 38,1 vétami
39,4 a 39,5 a vétu 38,2 plynouci z tak zv. zikladni véty algebry vétami 39,8
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a 39,10. Srovndme-li uvedené véty tohoto paragrafu s vétami 38,1 a 38,2, vidi-
me;, Ze véty tohoto paragrafu davaji v jednom sméru vice, v druhém v3ak méns
neZ véty 38,1 a 38,2, Véty tohoto paragrafu plati pro polynomy nad libovolnym
télesem, kdeito véty 38,1 a 38,2 plati jen pro polynomy nad télesem komplex-
nich ¢isel K (pro polynomy s &iselnymi koeficienty). Po této strance jsou véty
tohoto paragrafu obecnéjsi. Na druhé strané fikd na priklad véta 38,2, ze kazdy
polynom s komplexnimi koeficienty se nad télesem komplexnich éisel K roz-
padé v linedrni faktory, kdeZto podle 39,8 se dany polynom F(z) z T[z] rozpadd
v linearni faktory nad svym rozkladovym télesem U. Téleso U zdvisi podstatné
na polynomu F(z). Jiny polynom G(z) z T[x] m4 obecné jiné rozkladové téleso.
Obdobna véc plati i pro kofenovd télesa ireducibilnich polynomu. V tomto
smeéru fikaji véty tohoto paragrafu podstatné méné nez véty 38.1 a 38,2.

Cviéeni k § 39.

Cv. 39,1. Provedte podrobng konstrukei kofenového télesa z 39,4 a 39,5 pro polynom
Hz) = ax + b z T[x].

Cv. 39,2. Provedte podrobnd konstrukei rozkladového télesa z 39,8 pro polynom
n-tého stupnd F(x) z T[z], ktery je v T[x] souéinem » linedrnich polynomi.

Cv. 39,3. BudiZz f(z) ireducibilni polynom n-tého stupné z T[x], n = 1. Dokaite:
V kaZdé zbytkové tiid& z télesa zbytkovych tiid mod f(x) leZi pravé jeden polynom tvaru

@ + a2 + ax® + ... + a,_jz""1,
kde a; jsou libovolné prvky z T.

. Cv. 39,4. BudiZ T’ kofenové téleso polynomu f(x) z cv. 39,3 a & kofen rovnice f(£) = 0
z T’. DokaZte: VSechny prvky t&lesa T’ dostaneme, kdyZz ve vyraze

ay + a0 + @ + ... + g, _jan1

poloZime za prvky ay, ay, ..., @, nezdvisle viechny prvky télesa T. KaZdy prvek z T’
dostaneme timto zpusobem jen jednou.

Cv. 39,5. Dokaite: Téleso T’ z cv. 39,4 je modul hodnosti » nad T.

Cv. 39,6. 22 4+ 1 je ireducibilni polynom nad P. (Viz piiklad 4 z 19,1.) Sestrojte podle
cv. 39,4 kofenové téleso P’ pro polynom z% 4 1 a srovnejte s télesem K definovanym
v 13,2 jako mnoZina uspotadanych dvojic (a,, a,) &isel redlnych.

Cv. 39,7. BudiZ d > 0 raciondlni &fslo, které nenf uplnym &tvercem. Pak polynom
a? — d je ireducibilni nad R. (Viz piiklad 3 z 19,1.) Sestrojte podle cv. 39,4 kofenové téleso
R’ pro polynom z? — d a srovnejte je s télesem R(V(T) z cv. 12,9. )

Cv. 32,8. Prodzcv. 39,7 je polynom a? —[— d ireducibilni nad R. Sestrojte podle cv. 39,4
kofenové téleso R’ pro polynom a? + d a srovnejte je s t8lesem R(il/d_) z cv. 13,18,

Cv. 39,9. a) DokaZte: 22 — 2 je ireducibilni polynom nad télesem zbytkovych tiid
mod3 C,. [Navod: PouZijte cv. 9,4.] b) Sestrojte podle cv. 39,4 kofenové téleso C; poly-
nomu z* — 2 a srovnejte je s t&lesem z cv. 9,8. ’ :

* -

Ve cv. 39,10—39,13 budi¥ T dené téleso, f(x) ireducibilnf polynom stupnd n-tého,
n 2 1, z T[z], T’ jeho kofenové a U jeho rozkladové téleso, které obsahuje T’.

Cv. 39,10. BudiZ f(z) a) kvadraticky polynom, b) polynom n-tého stupng, ktery je nad
T’ soudinem n linedrnich faktoria. DokaZte: V obou pifpadech je U = T.
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Cv. 39,11. Nad T’ necht platf rozkladf{(x) = (r — x) g(x) a g(x) necht nenf soudinem
samych linedrnich polynomua nad T’. DokeiZte: U obsahuje jako podt&lesa aspoii dv& kote-
nové télesa polynomu f(z) od sebe rizné.

Cv. 39,12, BudiZ U, libovolné nadtéleso nad U a necht T” je n8jaké kofenové tdleso
polynomu f(z), které lez{ v U,. Doka?té: T” leZi jiz v U.

Cv. 39,13. Dokaite: a) U obsahuje nejvyse tolik kofenovych téles polynomu f(z) od
sebe ruznych, kolik mé rovnice f(£) = 0 kofenl od sebe raznych. b) VSechna tato kofe-
nové té&lesa jsou spolu isomorfni.

§ 40. Ndisobnost koFend rovnice.

V tomto paragrafu si odvodime nékteré disledky, které plynou z rozkladu
polynomu f(z) v soudin linedrnich faktora podle 38,2, jedna-li se o polynom f(z)
nad télesem komplexnich éisel K, neb podle 39,8, jedné-li se o polynom nad
libovolné danym télesem T. V tomto poslednim pripadé jde oviem o rozklad
polynomu f(z) nad jeho rozkladovym télesem U. Proto v tomto paragrafu bude
znadit T libovolné dané téleso, f(x) dany polynom nad K neb T, a U rozkladové
‘téleso polynomu f(z). Véty vyslovim obydejné pro polynom f(x) nad K a v za-
vorkéch uvedu znéni pro polynom f(z) nad T. Totéz plati i pro dtikazy vét. Cte-
naf, ktery se zajimd jen o polynomy a rovnice s ¢iselnymi koeficienty, mize
vSechny tyto poznidmky, které se tykaji polynomu f(z) nad T, vynechat. V dal-
8im bude tedy znadit T libovolné téleso, aviak s tim omezenim, Ze od 40,5 bu-
deme predpoklidat, Ze T mé charakteristiku 0.

40,1. Definice. Budiz f(z) dany polynom =n-tého stupné nad K (nad T). Pro
f(z) plati nad K (nad U) podle 38,2 (39,8) rozklad

(1) f(x) = aglx — o))z —&5) ... (x—0,) .

Jednotlivé linedrni faktory « — o, nazyvame kofenovymi Einiteli polynomu f(x).
Podobné lze psit pro rovnici f(£) = 0 rozklad

(2) f(6) = apl§ —o)(§ —os) .o (E—axa) =0
Linearni faktory tohoto rozkladu nazﬁaji se koFfenovi Cinitelé rovnice f(£) = 0.

40,2. Nisobnost koFenovych &initeld. Méjme polynom f(z) nad K (nad T),
kte"i'jr mé nad K (nad U) rozklad (1) v kofenové ¢initele. Podle 38,2 (39,10) jsou
Xy, &g, ...y & PravE viechny kofeny rovnice (2). Jsou-li to prvky od sebe rizné,
pak rovnice (2) ma pravé n kofent. Vyskytuji-li se mezi prvky «,; nékteré prvky
sobé rovné, pak rovnice (2) ma kofend méné. Abychom shrnuli vSechny p#i-
pady, které zde mohou nastat, v piipad jediny, piSme rozklad (1) podle 19,7 ve
tvaru -

(3) H2) = ag(x — a)¥(x —og)* ... (@ — &),

kde? o, &g, ..., &, jsou komplexni &isla (prvky z U) od sebe riizné a exponenty
jsou pfirozend &isla jednoznaéné uréend piisluSnymi kofenovymi ciniteli a ta-
kova, Ze

(4) by +ky+ ...+ ke=mn .
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Cislo k, se nazyva ndsobnost kofenového Cinitele (x — «,) z f(x) a Yikdme, %o
(x— ;) je v f(x) koFenovym &initelem k;-ndsobngm.!) Plati zfejmé nad K
(mad U) (@ — ;)% | f(z), ale (x — «;)*+1 { f(z). Pro kofeny samy za.vedeme pak
tuto definici:

40,3. Definice. BudiZ f(z) polynom stupné » = 1 nad K (nad T) a necht plati
pro néj nad K (nad U) rozklad (3). Kofen «;, ¢+ = 1, 2, ..., r rovnice f(£) = 0 se
nazyva korfenem k;-ndsobnym, je-li k; exponent pfisluiny ke kofenovému ¢ini-
teli x — «; v rozkladu (3). Piirozené &islo k; se nazyva ndsobnrost kofene. Je-li
k; = 1, mluvime o kofeni jednoduchém, je-li k; > 1 o kofent vicendsobném.2)

PozvAMKA. “Z rozkladu (3) a jeho jednoznacnosti podle 19,7 plyne ihmed
véta: BudV? & k-ndsobny kofen rovnice f(&) = 0, pak pro polynom f(x) n-tého
stupné plati nad K (nad U) rozklad
(5) fl@) = (z — «)* g(z) ,
kdeZ g(x) je polynom (n — k)-tého stupné nad K (nad U), pro néjt g(«) + 0. Obrd-
cené, mdme-li rozklad (5) polynomu f(x) nad K (nad U) takovy, Ze g(«) + 0, je o
k-ndsobnym kofenem rovnice f(£) = 0. !

Na zékladé definice 40,3 plati véta:

40,4. V&ta. Ka#dd rovnice f(£) = O stupné n > 1 md v télese. K (U) prdvé
n kofendt, pocitdme-li kazdyj koren tolikrdt, kolik &nt jeho ndsobnost.

Doxaz plyne ihned z (4)

Nésobnost kofene rovnice f(£) = 0 s koeficienty v libovolném télese charal-
teristiky O ( tedy i v K) souvisi jednoduchym zptisobem s kofeny derivaci poly-
nomu f(z). Plati totiz véta

40,5. Véta. BudiZ f(x) polynom stupné n > 1 nad K (nad  télesem T charakte-
ristiky 0) a « jeden kofen rovnice f(£) = 0. Pak « je kofen k-ndsobny tehdy a jen
tehdy, plati-li '

(6) fl&a) =0, fla) =0, ..., [E-D(x) =0, [®x)+0,
t. . je-li o zdrovers; kofenem pronich k — 1 derivaci polynomu f(x), nent vdak kofe-
nem derivac: k-té. '

Doraz. Je-li « k-ndsobnym kofenem, pak pro f(z) plati nad K (nad U) roz-
klad (5), kdez polynom g¢(x) je jednoznaéné urcen. Na druhé strané pro kazdy
prvek « z K (z libovolného nadtélesa nad t&lesem T charakteristiky 0) existuje
celé nezdporné ¢islo I takové, Ze plati

(&) =0, f(x) =0, ..., f¢=D(x) =0, [Da) 0,

1) Véta 39,12 o jednoznaénosti rozkladového télesa (viz téZ pozndmku 1 v 39,11) pravé
zaruéuje, Ze &isla k; v rozkladu (3) a polet linedrnich faktori r nezdvisf na tom, jak si
rozkladové tleso U polynomu f(x) zkonstruujeme. Tato &isla jsou tedy jiZ uréena poly-
nomem f(x) samym.

3) Casto je vyhodno mluviti i o kofeni 0-ndsobném. Prvek & z K (z U) nazyvé se kofen
0-ndsobny, neni-li vilbec kofenem rovnice.f(£) = 0, t. j. plati-li f(«) * O.
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nebot je vidy f("(x) = n! ay + 0.}) Podle Taylorova vzorce (16) z 21,7 plati

O(x +1) (n)
fa) = (@ — o 'lf Pt e »-z%}z
= (z — ) h(z) ,
pfi dem jest h(a) = f(x)/ll + 0. Musi tedy byt | = k, h(z) = g(z), &im3 je
véta dokizana.

PozNAMEKaA, Chceme-h urdit nidsobnost korene o polynomu f(z) podle defi-
nice 40,3, musime znat rozklad polynomu f(x) v kofenové ¢initele. Véta 40,5
dovoluje uréit tuto nasobnost, i kdyz rozklad f(x) v kofenové initele neznime.
Stadi dosazovat do f(x) a jeho derivaci « tak dlouho, aZ pfijdeme na derivadci,
kterd se po dosazeni nerovna nule. Dosazeni providime oviem podle Hornerova
schematu 21,9, V tom spoéiva hlavni vyznam véty 40,5.

Vlastnosti uvedenou v této vété lze téZ definovat ndsobnost kofene, oviem
jen pro polynomy nad télesy charakteristiky 0. Definice 40,3 je tedy obecnéjsi,
jest viak i prirozenéjsi.

Véta 40,5 plati i pro 0-ndsobné kofeny. Viz poznamku pod ¢arou 2).

-40,6. V&ta. Budif f(x) polynom stupné n = 1 nad K (nad télesem T charakte-
ristiky 0). Je-li oo k-ndsobnyym kofenem rovnice f(£) = 0, puk je (k — 1)-ndsobngm
kofenem rovmice f'(£) = 0.%) ‘ )

o+ (x — &)

DtEaz. Véta ihned plyne z 40,5, uvazime-li, Ze i-ta derivace polynomu f(z)
je (# — 1)-ni derivace polynomu f'(x). Viz cv. 21,3.

40,7. Véta. BudiZ f(x) dany polynom stupnén > 1z néjakého Ciselného télcsa T
(podtélesa télesa K) neb vibec z néjakého télesa T charakteristiky 0. BudiZ d(x)
nejvétsi spoleény délitel polynoma f(z) a f'(x) z T[x]. Je-li a k-ndsobngm korenem
rovnice f(£) = 0, je (k — 1)-ndsobnygm?) kofenem rovnice d(&) = 0 a tato rovnice
nemd jiz jingjch kofenis. Plati-li tedy pro polynom f(z) rozklad (3), je
(7) d(x) = by(x — al)k‘_l(x —o) T (— )T L

Dvgaz. Polynomy f(z), f'(x), d(x) rozlozime nad K neb nad rozkladovym té-
lesem U’ polynomu f(z f () d(z) v soudin kofenovych &initeld. Budiz (x — &)
kofenovy ¢&initel polynomu d(x) a budiz ! jeho nasobnost. Pak plati v oboru
integrity K[z] neb U’[z] (r— «)!|d(z), d(x)]|f(x) = (x — «)!| f(z). Proto
ka?dy kofenovy &initel polynomu d{x) je zdroven i kof'enovym ¢initelem poly-
nomu f(z). Budiz % né,sobnost kotenového ¢initele (x — &) v f(x). ProtozZe plati
(x — o) | d(z), d(z) | f'(2 (x — &) [f(a:) a protoZe podle 40, 6 (x — a) jako
kofenovy Cinitel polynomu f'(x) ma ndsobnost k — 1,%) musil < k& — 1.

3) Zde podstatnd uZivime piedpokladu, Ze téleso T mé charakteristiku 0. Takové celé
nezéporné &islo ! nemusi pro polynomy nad t&leserh charakteristiky p existovat, nebot

vSechny derivace nenulového polynomu f(x) mohou byt v tomto piipads nulové polynomy.
Viz 21,2 a ev. 21,10 a cv. 21,11,

4) Vé&c platiiprok = 1, definujeme-li si 0-ndsobny kofen podle pozndmky pod &arou ?).
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Na druhé strané podle 18,7 existuji v oboru integrity T[z] polynomy A,(x)
a k() takové, Ze plati

(8) f(2) by (x) + f'(@) ho(z) = d(2) .

Budiz (x — «) néjaky kofenovy ¢initel polynomu f(x) nasobnosti £ a budiz !
(! = 0)?) nasobnost tohoto kofenového ¢Cinitele v' d(z). Z (8) plyne
(@ — a)1]f2), (@—a)s-1]f(2)=>(@— a)*-1]| d(z) a tedy (k—1) < L d(=)
mé tedy za kofenové &initele kotenové éinitele z f(x) a kaZdy z nich v n4-
sobnosti £ — 1. Pro d(x) plati proto rozklad (7).

Nakonec si odvodime jesté dva disledky z véty 40,7.

40,8. Véta. Budif f(x) ireducibilni polynom nad dangm &iselngm télesem T
(nad télesem T charakteristiky 0). Pak f(x) md jen jednoduché koreny.

PoznAmra. Véta neplati pro polynomy nad néjakym télesem T charakteris-
tiky p. V tomto piipadé muZe v T[z] existovat ireducibilni polynom, ktery ma
vicendsobné kofenové &initele. Téleso T musi vSak mit nekoneén& mnoho
prvkia (viz cv. 40,13). Dikaz téchto tvrzeni leZi vSak mimo ramec této knihy.

Dukaz. Véta plati trivialng, je-li f(z) prvniho stupné. Je-li f(z) ireducibilni
polynom stupné = = 2, je f'(x) podle 21,2 polynom stupné (n — 1) 2 1. Jsou
tedy podle 18,1 a 19,2 f(x) a f'(z) polynomy nesoudélné, t. j. musi platit v (7)
k,—1=0,1=1,2,..,rélik, = 1.

40,9. Véta. Budiz f(x) polynom z T[x], kdeZ T je dané iselné téleso (téleso cha-
rakteristiky 0). Plati-li pro f(x) rozklad v kofenové &initele (3), pak i polynom

g(x) = co(z — x)(@ — &) ... (T — &)

je polynom z T[z). Jinymi slovy: V T(x] leZi vidy polynom g(x), ktery md stejné
kofenové &initele jak polynom f(x), v némZ viak kaidy korenovy Cinitel je jedno-
duchy. Jest g(x) = f(x)/d(z).

PoznimMra. Véty 40,9 pouzivame Casto, plekaZeji-li ndm pii vySetfovini
néjaké rovnice f(£) = 0 vicenasobné kofeny. V tomto pfipadé nahradime tuto
rovnici rovnici g(£) = 0, kterd mé stejné kofeny jako piedesld, aviak kaidy
jen jednoduchy.

Dtraz. V T[z] lezi polynom d(x) z 40,7. Proto tam leii téZ polynom f(z)/d(x),
ktery ma pozadovany tvar; jak plyne z rozkladi (3) a (7).

" CviZeni k § 40.

Cv:\40,1. R. 8) Najdate, kolikan4dsobné jsou kofeny 5 a —4 v rovnici £ — 25 — 39£7 +
+ 40£ 4400 = 0. b) Toté% pro &isla 1 a —2 a rovnici &8 4 4% | £ — 102 — 4& +
+ 8 = 0.c) Toté% pro &isla 3, 4, — 1 arovnici &7 — 11£% 4 4165 — 1684 — 4255 + 108£2 —
— 81 =0.
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Cv. 40,2. DokaZte: Rovnice

£, @ e

1+4+ 5+ +

nemd vicendsobnych kofeni.

Cv. 40,3, R. Budi¥ f(z) polynom nad K & necht plati ()| f(x). Najdste tvar poly-
nomu f{z).

Cv. 40,4. a) DokaZte v&tu 40,6 piimym derivovénitn vyrazu (5) pro f(z). b) DokaZte
vétu 40,5 pfimym derivovdnim vyrazu (5), (Navod: PouZijte ev. 21,2.)

Cv. 40,5. DokaZte vétu 40,7 z v&ty 40,6 a rozkladu (3) pomocf cv. 19,14 a cv. 18,12,
(N4vod: Potitejte nejv. sp. délitele polynomu f(z) & f'(z) z jejich rozkladd nad K (nad
rozkladovym télesem U’ polynomu f{z) f(x)) podle cv. 19,14 a pak dokaZte pomocf
cv. 18,12, Yo jo to mejv. sp. délitel t&chto polynomd, i kdyZ je vySetfujeme v K[z] neb
v T(z].

Cv. 40,6. Necht f(z) je polynom ned K (nad T) stupnd n = 1, ktery mé jen jednoduché
kofenové é&initele: f(x) = ay{z — o,){(x — &,) ... (z — a,). DokaZte: Nad K (nad U) plati

, f(=) (=) (=)
f(w)=z_—%+m+--- (———'—a__o‘")~

:Speciélné plati

flog) = agloy — oy )(oxg — g} .o (g — gy ){ox; — 244q) ---/(0‘( — %) .

i

*

Od 40,5 jsme pfedpoklddali, Ze t&leso T, v némz lei{ koeficienty polynomu f(z), m4
charakteristiku 0. Pro polynomy f(x) nad télesem T charakteristiky p platf pon8kud jiné
vé&ci, jak je vidét z tdchto cvieni. (ZaleZi na pofadf cvideni!)

Cv. 40,7. DokaZte jako ndhradu vé&ty 40,5: BudiZ f(z) polynom stupnd n = 1 nad T
char. p. BudiZ o kofen rovnice f(£) = 0 z n&jakého nadtélesa nad T. Pak « je k-ndsobny
kotfen této rovnice tehdy a jen tehdy, platf-li

F(@) =0, Fla) =0, ..., f*=D(x) = 0, B x) £ 0,
kde? f{)(x) jsou polynomy (18) z 21,8. (Névod: Misto Taylorova vzorce (16) z 21,7 pouZijte
k dukazu vzorce (20) z 21,8.) B
Cv. 40,8. R. Doka%te: Pro polynom f(zx) z cv. 40,7 je polynom f'(z) polynom nulovy
tehdy a jen tehdy, kdy% f(z) je tvaru

9) ag@h? + a k-0 + ., ap_ (2P +a, ,

t. j. kdy¥ existuje polynom g(z) v T[z] takovy, ¥e f(z) = g(zP).

Cv. 40,9. R. Za piredpokladi cv. 40,7 m&jZ polynom f(z) tvar (9). Doka¥te pomoct
cv. 40,7: Kazdy kofen rovnice f(£) = 0 je nejméng p-nésobny.

Cv. 40,10. T. R. Za piedpokladu cv. 40,7 budi f(z) polynom, ktery nenf tvaru (9).
DokuZte: Je-li f(x) ireducibilni nad T, pak mé jen jednoduché kofenové &initele. (Nédvod:
Budi# d(z) nejv. sp. dé&litel polynomt f(z), f(z), pak plati podle 18,7 f(z) h,(z) +
+ F(z)hy(x) = d(z) pro vhodné h,(z), hy(z) z T[z]. Z této rovnosti doka¥te: M4-li f(x) vicen4.
sobny kofenovy &initel, pak d(z) je stupnd aspori prvnfho.)

PoznAmra. Je-li T t&leso char. p o nekoneénd mnoha prveich, mohou existovat iredu-
cibilnf polynomy tvaru (9). Ty pek maji jen vicendsobné kofenové &initele podle cv. 40,9.
To zptsobuje, Ze teorie nadt&les nad takovym t&lesem T i teorie rovnic s koeficienty v T
je daleko sloZit8jsi neZ pro pipad charakteristiky 0. Je-li T koneéné téleso char. p, pak
plati i pro polynomy nad T v&ta 40,8. To je obsahem dal3ich eviéen.
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Cv. 40,11. R. Budi¥ T kone&n$ t&leso char. p. Doka¥te: V T existuje ke ka¥dému prvku
a prvek b tekovy, Ze a = bP. (Existence p-té odmocniny.) (Navod: Doka¥te: V T plati
aP = bP<=>a = b a odpoditejte ty prvky z T, jeZ jsou p-tymi mocninami jinych prvkd.)

Cv. 40,12. T. R. Budi¥ T t8leso z cv. 40,11. BudiZ f(z) polynom nad T tvaru (9). Do-
kaZte: V T[x] existuje polynom g(z) takovy, Ze f(z) = [g(z)]?. (Ndvod: PouZijte cv. 40,11.)

Cv. 40,13. R. Budi# T téleso z cv. 40,11. DokaZte: Ka’dy ireducibilni polynom
z T[z] mé jen jednoduché kofenové &initele. -

§ 41. Rovnice s redlnymi a racionilnimi koeficienty.

Rovnice s koeficienty v télese Cisel realnych P maji nékteré specidlni vlast-
nosti. Témto vlastnostem je vénovana prvni ¢ast tohoto paragrafu. Druhd ¢ast
pojednava o zpiisobu, jakym lze vypotisti racionalni kofeny rovnice s racional-
nimi koeficienty.

41,1. Véta. Budi
(1) f(x) = agz + a)z*-* + ... +a,

polynom s redlnymi koeficienty. Je-li imagindrni &slo B = b, + ib, (by + 0)
k-ndsobnym kofenem rovnice f(£) = 0, je zdrovest i éislo komplexnd sdrufené
B = b, — iby k-ndsobngm koFenem této rovnice. Rovnice f(£) = 0 md proto vidy
sudy polet kofenii imagindrnich.

Dtxraz. Nejdfive si dokdzeme tuto pomocnou vétu: Je-li f kofenem rovnice
f(§) = 0, je ¢ Cislo komplexné sdrufené B kofenem této rovnice. Dosadme do (1)
B za z. Dostaneme vyraz

0=f(f) =af*+ap"'+...+a,.

Pocitejme vyraz f(B). Podle prawdel o poditani s cisly komplexne sdruZenymi
z 13,6 mime

0 =T(B) = agh™ + a o' + ... + an = f(B) ,
nebot pro realnd &sla a. plati a; = a;.

Budiz nejdiive f(z) ) ireducibilni polynom nad P. Pak podle 40,8 ma
jen jednoduché korenove cuutele. Je-li tedy x — f kofenovym &initelem poly-
nomu f(z), je jen ¢initelem jednoduchym a podle pomocné véty musi b}'rt
i  — B jednoduchym kofenovym &initelem v f(z). Za druhé necht f(z) z (1) je
reducibilnf nad P a nechﬁ plati pro néj tento rozklad v souéin u'edumb]lnich
polynor_nu
(2) f(x) = fi(=) folz) ... felz) . .
Je-li  — f k-ndsobnym kofenovym &initelem v f(zx), musf byt jednoduchym
kotenovym &initelem pravé k ireducibilnich faktord na pravé strané (2). Kazdy
tento faktor musf mft podle toho, co jsme pravé dokazali, téz jednoduchy kofe-
novy &initel 2 — B. Zadny jiny ireducibilni faktor z (2) nemize vSak jiZ mft
kofenovy é&initel z — B, nebot pak by podle pomocné véty musil mit i kofenovy
dinitel 2 — B. Tim je véta dokézina.
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Disledkem této véty je véta:

41,2. Véta. Kazdy polynom f(x) o redlngch koeficientech stupmé n > 1 dd se nad
télesem P takto rozlofit v soutin ireducibilnich polynomu

(3) [(x) = aglz — ox,)(x — 0‘/2) v (@ — )@ + a4 b )@® 4 ax + b,) ...
oo (@ +ax'+ b)),

kdef x,, s, ..., ¢, jsou vlechny redlné kofeny rovnice f(£) = 0 a rovnice £ +

+al+b,=01=1,2...,8 md za kofeny dvé isla imagindrni, komplexné

sdrufend. Plati zfejmé

(4) rt+2=mn.

Doraz. Protoze podle 41,1 lze ke kazdému kofenovému C¢initeli (x — f)
polynomu f(z), kdez f je é&islo imaginirni, pfidruzit vzédjemné jednoznaéné
kotenovy &initel komplexn& sdruzeny (x — B), lze psat nad t&lesem komplex-
nfch &isel K rozklad '

f(x) = aglz — a;)(z _\0‘2) vz —a )@ — Bz — 51) coi (= Bi)(x — ﬁ_a) ’

kde? «,, Kgy orey Ky jsou realné ko?‘eny a B, El, oo B Es imagindrni ko_i"eny_rov-
nice f(£) = 0. Je-li B;=c;+tc;, j=1,2,...,8, mdme (x — f)(z — B)) =
=at— 2+ cttcil=x+am+ b, kdeZ a;=— 2 b =c; + ¢’

Plat{ tedy pro f(x) nad P rozklad (3). Polynom #? + a;z + b, je nad P ireduci-
bilni, nebot jinak by byl soudinem dvou redlnych polynomu 1. stupné, t. j. mél
by realné kofenové {initele. Jsou tedy v (3) jednotlivé faktory ireducibilnf
nad P.

Odtud plyne ihned véta:

41,3. Véta. Jedingma ireducibilnimi polynomy nad télesem redlnyjch Eisel jsou
polynomy proniho stupné a ty polynomy druhého stupné, jeZ-maji dva komplexné
sdruzené imagindrnid kofeny.

41,4. V&ta. BudiZ f(£) = 0 rovnice o redlngjch koeficientech lichého stupné. Pak
tato rovnice md vidy aspoti jeden redlny kofen. Obecné md tato rovnice lichy polet
redlnych kofent, je-li kaZdy politdn ve své ndsobnosti.

DtoEazZ. V (4) jsou r a s Cisla celd nezdporna. ProtoZe n je liché, musi byt

i r liché, tedy pfi nejmensim 1.
*

Mame-li rovnici f(£) = agé® 4 a6~ 4+ ... + a, = 0 s raciondlnimi koefi-
cienty, pak se di lebko zjistit, zda tato rovmice md racionilni kofeny.
K tomu cili si rovnici f(£) = 0 upravime takto: Vynisobime ji spoleénym
jmenovatelem vSech koeficientd. Tim dostaneme rovnici, kterd mé celé koefi-
cienty. Koeficienty této rovnice vydélime pfipadné jeSté nejvétsim spoleénym
délitelem téchto koeficientli. Tak dostaneme rovnici

(5) gl&) = bt 4+ byEn-t 4 .. £ b, =0,
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které je zfejmé ekvivalentni pivodni rovnici a mé za koeficienty cela nesoudél-
né &sla.l) Rovnici budeme v daldfm vidy psit v tomto tvaru a jeji racionalni
kofen budeme psat r/s, kdeZ r, 3 jsou dvé ¢&isla cela, nesoudélna. Vyhledavani
raciondlnich kofent se déje pak pomoci nasledujicich dvou vét:

41,5. V&ta. Budif (5) rovnice o celych koeficientech. Bez tijmy obecnosti lze
pfedpoklddat b, + 0.2) Md-li tato rovnice raciondlni kofen r/s, kdeZ r, 8 jsou celd
nesouddind &isla, pak musi

r|bs , 8]by .

Doraz. Mame

s" g(—;-) =byr™ + byl ... - by_yrs 14 b =0 .

Protoze v tomto soudtu celych &fsel je prvnich n sdftanct délitelno r, musi
ir | bys® = r| b, podle 7,20, nebot r, s jsou &isla nesoudelna Stejnym zpisobem
dostaneme s | byr™ = s | b,.

Pro stanoveni raciondlnich kofenu staéi tedy najiti véecﬁny délitele é&isel
bq, b, 1 se znaménky, skombinovat je viemi zpliisoby ve zlomky 7/s a dosazenim
do (5) se presvédéit, které z nich jsou kofeny rovnice (5). Pocet zkouSek lze
podstatné zmensit pomoci této véty:

41,6. V3ta.?) Je-li raciondlni &islo r/s, r, s celd nesoudélnd &isla, koFenem rov-
nice (5) o celyjch koeficientech, pak must
(6) (r—se)|g(1), (1‘+8)|g(— 1) .

Dtograz. Pro polynom g(x) plati rozklad

r
™ glz) = (z — ) hz) .
Polynom h(z) musi mit rovnéz celé koeficienty, jak plyne ze cv. 41,1. Polozf-
me-li do (7) =1 a x = — 1, dostaneme s g(l) = (s —r) k(1), sg(— 1) =

= (— 8 —r) h(— 1). Odtud plyne (r — s) | s g(1), (r + ) | s g(— 1), a protoze
r — s, r + 8 jsou disla nesoudélna s s, dostavame odtud podle 7,20 (6).

PRIELAD. Méjme rovnici

(8) E—18—t + e —HeE+HE+E=0.
Vynésobenim nejmen&im spoleénym jmenovatelem koeficienti dostaneme
(9) (&) = 10£° — 13£° — 8£* 4 96 —53{* + 196 + 6 =10 .

1) Volime rovnici s nesouddlnymi koeficienty proto, Ze takova rovnice mé mezi vdemi
rovnicemi s celymi koeficienty tvaru k f(£) = 0, k raciondln{ &islo, koeficienty o nejmensich
absolutnich hodnotéch.

1) Jinak mé rovnice kofen 0 a vyd&lenim p¥fslu¥nou mocninou £ dostaneme rovnici
8 absolutnim &lenem riznym od 0.

3) Zobecndnf této vity viz ov. 41,2.
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Délitelé &fsla 6 jsou 41, 42, £+ 3, 4 6, délitelé &isla 10 jsou 41, 4-2, 4+ 5,
-+ 10. Racionilnimi kofeny rovnice (8) mohou byt podle 41,5 toliko nékters
z téchto &isel

+ lr :}:2' + 35\ :}_—_6,

(10) + & + 3
i ‘.}h :t%v :}: 'g" :l:'g':
++o, +17% -
Hornerovym schematem (viz 21,9) vypoéteme g(1) = — 30, g(— 1) = — 60.

1 a —1 nejsou tedy kofeny rovnice (8). ZkouSime nejdfive celé kofeny. Pro
2.mime 2—1=1,2 4 1 = 3askutetné 1]g(1), 3 | g(— 1). Proto 2 muZe byt
podle 41,6 kofenem rovnice (9). Dosadime ¢ = 2 do (9). Hornerovo schema davéa
10, —13, —8, 9, —53, 19, 6
2| 20, 14, 12, 42, —922 —6
10, 17, 6 21, —11, —3, 0.

2 jest proto kofénem rovnice (8). Nynf vySetfujeme rovnici g(&)/(¢ — 2), ]e]ii
koeficienty tvofi tteti Fadek Hornerova schematu:

(11) g,(£) = 1085 - TE8 + 663 + 21£2— 116 —3 =10 .
Jest g,(I) = 30, g,(— 1) = 20. Z celych kofenii (10) pfichazeji nyni v Gvahu
podle 41,5 jen 3, —3. Jest 3—1="'2,3 + 1 = 4 ‘askuteén& 3] 30, 4| 20,
kdeito —3 —1 = —4 a 4 { 30. Dosadime tedy E=3dog(l) a Hornerovo
schema dava

10, 7, 6, 21, —11, —3

3 30
10, 37

Déle neni tieba poéitat, nebot jest jiz vidét, Ze ¢,(3) > 0. Tim jsme ukézalj, Zo
Z4dné éislo mimo 2 z prvniho fadku tabulky (10) nemiZe byt kofenem rovnice
(8). Pro rovnici (11) prichdzeji podle 41,5 v ivahu jen necel4 ¢isla z 1. a 3.sloup-
ce tabulky (10). Pro 4 mdme 1 —2=—1,1+4 2= 3a 3fg,(— 1), kdeito
pro — } dostavame podle 41,6 1 + 2 =3, 1 —2 = — 1 a skuteén& 3 | g,(1),
— 1] gi(— 1). Dosadime do g¢,(£) & = — %

10, 17, 6 21, —11, —3

— 4 —5, —1, —4

10, 2, 5 )
Déle neni tfeba politat, nebot podle cv. 41,1 nemize jiz —} byt kofenem.
Pro § 7 méme 3—2=1, 34+ 2=25 a jest 1|g,(1), 5]|g,(—1). Dosadime

§ do g,(é):

10, 7, 6 21, —I11, —3
3 15, 33, 339,

10, 22, 39
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4 neni té% kofenem. Pro £ = — 4 dostdvdme 3 + 2 =5, 3—2 =1 a opét

5] ¢:(1), 1] g1(— 1). Dosadime £ = — 3 a dostdvime
10, 7, 6 21, —11, —3
-3 —15, 12, —27, 9, 3

10, — 8, 18, — 6, — 2, 0

—4% je proto kofenem rovnice (8). Tteti fadek tohoto Hornerova schematu ddva

g:(£) = g1(£)/2(& + 3)

(12) go(£) = BES — 4L% + 02— 3E—1=0 .

Z tisel (10), kteri jet&é nebyla zkouSena, pfichdzeji v avahu jen 44.%)
Jest gp(1) = 6, go(— 1) = 20. Pro £ =f mdme 1 —5=—4 a— 4 gyl).
£ neni tedy kofenem rovnice (12). Pro § = — fmémel + 5=6,1—5=—4

a jest 6| g,(1), — 4| g,(— 1). Proto dosadime do (12) & = —
5, —4, 9, —3, —
—%—l —1’ 1: —'2) 1
5 —b5, 10, —5, 0

—1 jest daliim kofenem. Rovnice g,(£)/5(& + %) = g5(£) md tvar
gy =88—+26—1=0.

Tato rovnice podle 41,5 nemtiZe jiZz mit za kofen Zadné z éisel —}, +%, 4-7%.
Rovnice (8) mé proto jen tyto raciondlni kofeny 2, —%, —% a kazdy z nich jen
jednoduchy: ‘

Cviten k § 41

*Cv. 41,1. R. Doka¥te: Je-li « necely raciondlni koten rovnice (5), pak v Hornerovs
schematd pro a«

bor bu o Buosy By
al ab,, abn_g oby g
B B 0

kde% by = b, + ab;_;, i = 1,2,...,n, by = by, jsou v druhém a tfetim fddku samé celd
&sla. Odtud plyne, Ze ve vztahu g(z) = (z — «) g,(x)} g¢,(x) mé celé koeficienty.

Cv. 41,2. Dokaite zobecnéni v&ty 41,6: Je-li raciondlni &éfslo 7/s, r, 8 celd nesouddlnd
¢isla, kofenem rovnice (5), je-li m libovolné celé éislo, pak musf (r — sm) | g(m). Této vty
Ize pouiit k vylouéeni dalSich éfsel pfi stanoveni raciondlnich kofeni rovnice. Je to vy-
hodné tehdy, kdy% jsme byli v prib&hu vypoct-u nuceni vypodisti hodnotu g(m) pro ns-
jaké m. (Névod: Postupujte stejng, jako pfi dikaze 41,6.)

Cv. 41,3. R. Najdéte racionslni kofeny rovnic

8) 4+ £ — 32+ TE—6=0,

b) 4¢f¢ -2+ ¢ —-6=0,

4) Pro rovnici (12) nutno vlastnd zkoudet &slo —# znovu, nebot rovnice (8) a tedy i rov-

nice (11) by mohla mit kofen — % vicendsobny. Tento koten viak podle 41,5 pro rovnici (12)
odpadé, nebot 3 f (— 1).
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c) 1568  2£5 2964 + 498 — 1163 — 56+ 1 =0,
d) 6% + 5 4 68 + 462 — 176+ 6 =0,
o) 584 — 383+ TEE—£E—-3=0.

Cv. 41,4. Doke’te: Kaidému raciondlnfimu kofenu « rov. (6) odpovidd cely kofen
f = byx rovnice

(13) hin) = o™ + byy®~1 4 bben™ % 4- ... + by ;b3 ~2n + bybf-1 = 0

& naopak. Lze tedy vy&etfovat jen celé kofeny rov. (13) a poditat jen s celymi &isly. Jest
to ovBem vyhodné jen pro rovnice s malym |by|. Presvédéte se, Ze by tento postup nebyl
vyhodny u rov. (9) v ptikladu z 41,6.

Cv. 41,5. R. Doka¥te: Rov. (5) nemé Z4dné celé kofeny, jeou-li &isla g(0), g(1) ob¥
hché (Ndavod: UZijte vdty 41,5 a 41,6.) -

Cv. 41,6. R. Doka¥te: Jestlize v rov. (5) &sla by, b, a aspoil jedno z &sel g(1), g(—1)
jsou lichd, pak (5) nemé Zadny racionélni kofen. (Navod: UZijte vét 41,5 a 41,6.)

Cv. 41,7. R. DokaZte: Jestlife v rov. (5) 24dné z &sel bo, o 9(1), g(— 1) neni d8li-
telno 3, pak rov. (6) nemé ¥4dny racionélni koten.

KAPITOLA VIIIL

SYMETRICKE FUNKCE.

§ 42. Pojem symetrické funkce.

Ne# piikroéime k vykladu o fefeni algebraickych rovnic, musime si vyloZit
vlastnosti jistych specidlnich polynomt a racionalnich funkei » neuréitych,
zvanych symetrické funkce, které hraji pfi FeSeni algebraickych rovnic dilezi-
tou dlohu. Témto raciondlnim funkeim bude vénovana tato kapitola.

42,1. Permutace provddé&né na neurcité v polynomech. Méjme polynom
f(zy, x4, ..., ) n neuréitych =z, z,, ..., z, nad danym oborem integrity ).
Provedeme-li na potadi neur¢itych (x;, %, ..., *,) v polynomu néjakou permu-
E.éj, na pf. pgﬁ—ﬁutaci (1) z 29,1, dostaneme pora_d—J— “(?,,,a:k, ceny Tyy). (Viz
29,4.) Tim vznikne z polynomu f(z,, z,, ..., Z,) polynom f(zy, Zx, ..., Tx,) =
= g(x,, Z, ..., T,), ktery je obecnd rtzny od polynomu f(,! Z,, ..., Z,). Riké-
me, Ze polynom g(z,, x,, ..., x,) dostaneme z f(x,, X, ..., Z,) permutaci (1)
z 29,1,

PRixLAD 1: Polynom 3 neuréitych
f(xy, Ty, T) = 2t + 222y 1 2d2; + 2yxd + 23+ 2e7y + T, + 7
prejde permutact P, z 29,2 v polynom
(g, 24, ;) = g(2;, 24, T3) =

= x§ + 2, 72%, + 73 + 225 + 25+ Ty + 2 + 7,
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