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Vedecky prinos Tibora Neubrunna

1 Beloslav Riecan: Problematika tedrie miery

Préace z tedrie miery a integrdlu patria medzi prvé vedecké ¢lanky Tibora
Neubrunna. Je to dost pochopitelné, ked’ vezmeme do uvahy, Ze v r. 1950
vySla prelomovd monografia Paula R. Halmosa Measure theory. Ale uz
v r. 1952 vysiel jej rusky preklad, ktory ndm bol vSeobecne dostupny. Stal
sa okrem iného zakladom prednasky Ladislava Misika pre tretiakov na vte-
dajsej Prirodovedeckej fakulte UK v skolskom roku 1955/1956. Prof. Misik
prednésal na Univerzite Komenského ako externista, ked kmenovo posobil
na Strojnickej fakulte Slovenskej vysokej $koly technickej (SVST). Ked si
Univerzita Komenského zrusila externistov, premiestnili sme sa na cele s Ti-
borom na SVST na v tom ¢ase vzniknuv${ Misikov semindr z teérie miery.
Tento sa pravidelne konal v kniZnici Stefana Schwarza. Z¢astiiovali sa ho
popri Tiborovi a $iestich vysoko$kolakoch z PFUK aj pracovnici SVST na
tele s legenddrnou trojicou Ladislav Misik, Igor Kluvanek, Marko Svec.

1.1 Konstrukcia miery

Konstrukcia miery z objemu je velmi populdrna, pravdepodobne po Hal-
mosovej expozicii v spominanej monografii. Objem je tam definovany ako
nezapornd funkcia na systéme vsetkych kompaktnych mnozin. Druhou mo-
tivaciou je systém kompaktnych intervalov na redlnej osi. To je problema-
tika zaujimava tak z hladiska vedeckého (napr. tedria pravdepodobnosti)
ako aj z hladiska didaktického.
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Tibor Neubrunn vo svojej praci [5] zaujal stanovisko abstraktné. Jeho
objem je definovany na danom systéme podmnozin abstraktného priestoru.
Svoje vysledky prezentoval potom v trochu rozsirenej forme v monogra-
fidch [12, 13, 14].

Dané je teda mnozina X. Objemom budeme rozumiet nezapornu fun-
kciu

A: € —[0,00),

kde & je systém podmnoZin mnoziny X uzavrety k zjednoteniam, t.j.
A Bef = AUBEE,
a obsahujtci prdzdnu mnozinu (). Pritom predpokladame, ze

ECF = AE)<AF),

MEUF) < AE)+ \F),

ENF=0 = MEUF)=XFE)+XF).
V Neubrunnovej teérii je dand dvojica systémov (A, V) podmnozin mno-
ziny X splnajuca nasledujice podmienky:

@D bdeAnVy,

(i) A;, A2 e A = AjUA e A,
Vnev(n:].’Q,-'.) — U,’(?LO::anGV’

(i) AeA Vi,V eV, ACViUVs,
:>EXiStujl,,1 Al,AQ EA, Ay c W, Ao C Vs, AZAlUAQ,

(iv) Ac A, AcUzZ Vi, VieV (i=1,2,...)
= AcJ,V: prenejakén,
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V) Ac A, Vey = Vnd ey,
i) Aec A, Vey = VnNnAdedA.

Prikladom takej dvojice je systém A vSetkych kompaktnych, resp. sys-
tém ) vSetkych otvorenych podmnozin daného Hausdorffovho topologic-
kého priestoru X. Hlavny vysledok ¢lanku je nasledujtca veta.

Veta 1.1. Existuje miera i na o(AUYV), ktord je rozsirenim objemu \ : A —
R. Pritom plat{

o i(F) =sup{u(ENF); Eca(A)}

e 1 je ztizenim na o(A) vonkajsej miery p*,
o u*(E) =inf{\*(V); ECV eV},

o MW (V)=sup{\(A); VD Ae A}

Désledok 1.1. Nech X je Hausdorffov topologicky priestor, A je systém vSet-
kych kompaktnych mnozin, A je objem na A. Potom p : 0(A) — R je regu-
larna Borelova miera.

Pritom reguldrnost znamena
p(A) =inf{u(U); AC U eV} =sup{u(C); ADC e A}.

Reguldrnostou sa zaoberd aj praca [2]. Tu sa uvazuje miera p1 : (X,S) —

[0,00) a miera v(f) = / fdu, kde f > 0 a X je topologicky priestor.
E

Veta 1.2. Ak

u(E) =sup{u(C); E D C, C kompaktnd},
tak aj

v(E) =sup{v(C); E D C, C kompaktnd}.
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Podmienka v(FE) = [, fdu stvisi s pojmom absoltitnej spojitosti miery
v vzhladom na mieru p (oznacenie v << pu), t.j. s implikdciou u(E) =
0 = v(E) = 0). V ¢ldnku [11] sa vyuZziva pojem (CCC) (countable chain
condition).

Definicia 1.1. Funkciav : S — [0, o9] spliia podmienku (CCC), ak neexistuje
nespocitatelny systém £ C S navzdjom disjunktnych mnozin taky, Ze

v(E) >0, E€é&.

Veta 1.3. Nech (X, S, ) je priestor so o- kone¢nou mierou p spl/r"zajzicou pod-
mienku (CCC). Potom miera v : S — [0, 00| je absoliitne spojitd vzhladom na
u vtedy a len vtedy, ked existuje takd meratelnd funkcia f, Ze

o(E) = [ fdu

pre vsetky E € S.

Veta 1.4. Nech (X,S, ) je priestor so o-konecnou mierou. Nech v : § —
[0, 00| splria podmienku (CCC). Potom v << p vtedy a len vtedy, ked’ existuje
takd meratelnd funkcia f na X, Ze

o(E) = [ fdu

pre vsetky E € S.
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1.2 Idealy

Slovo idedl md svoju symboliku. Ale v naSej tedrii ma aj matematicky vy-
znam. Mimochodom, T. Neubrunn ho pévodne nepouzival (pozri [7]), ho-
voril o systéme nulovych mnozin.

Definicia 1.2. Nech (X, S) je meratelny priestor, N C S. Systém N nazveme
idedlom, ak

(i) E,FeN = FEUFEeN,

() FeN, FeS, FCE = FcNMN.
Idedl N sa nagyva o-idedlom, ak plati

(i) B, eN (n=1,2,...) = U, E,eN.

Aj v tomto vSeobecnejSom tvare sa uplatiiuje vlastnost (CCC). V [7] je
dokazané okrem iného nasledujuce tvrdenie.

Veta 1.5. Nech (X, S) je meratelny priestor, M C S je o-idedl a systém S\ M
neobsahuje nespocitatelne vela navzdjom disjunktnych mnozin, M* C S je
o-idedl, ktory nie je stucastou systému M. Potom existuje takd mnozina A €
S\ M, ze Ae M*a

ECX\A EeM* = FEeM.

Pravdaze, tvrdenia uvedeného typu sa daju bezprostredne aplikovat na
tvrdenia z tedrie miery.

Veta 1.6. Nech (X, S,m) je priestor s uplnou mierou (t.j. E € S, m(E) =0,
F C E = F € §). Nech m* je miera na S, ktord nie je absoliitne spojitd
podla m. Potom existuje A € S,m*(A) =0,m(A) >0a

ECcX\A m*(E)=0 = m(E)=0.
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Je pozoruhodné, Ze niektoré tvrdenia zo [7] sa daju pouzit v tedrii
P. R. Halmosa a L. J. Savagea aplikujucej Radonovu-Nikodymovu vetu
v tedrii postacujucich Statistik.

Dalsie vysledky transformujtice tvrdenia tedrie miery do teérie mnozin
su v monografidch [12, 13, 14]. Pre jednoduchost predpokladajme, ze X €
S. Vezmime napr. Lebesgueovu vetu, ktord pracuje s dvoma mierami p, v :
S — [0, 0], z ktorych jedna je konecnd. Potom existuju také miery vy, vs :
S — [0, 0], Ze

vV =11+ Vg,

pricom vy << p a o L pu, (tj. existuju také A,B € S, 7ze X = AU B,
ANB=0apu(ENA)=w(ENB)prevsetky F € S).

Definicia 1.3. Nech M, N’ C S st o-idedly. Hovorime, e M, N st singu-
ldrne (piseme M L N), ak existuju také A, B, Ze

X=AUB, AnNB=10

ENAeM, EnNnBeN

pre vsetky E € S.

Absolutnu spojitost’ mier mozno sformulovat’ inkluziou o-idedlov N' C
M. Ak totiZ p, v su miery,

N ={A€S; uA) =0},

M ={A€S; v(A) =0},

potom v << u prave vtedy, ked N' C M.
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Veta 1.7. Nech (X, S) je meratelny priestor, M, N C S st o-idedly, pricom

M\ Nspliia (CCC),

t.j. neobsahuje nespocitatelne vela navzdjom disjunktnych prvkov. Potom exis-
tuje takd mnozina ' € M, Ze pre o-idedly

N1:{E€S;EQF€M}, NQZ{EGS;E\FGM}

plati
N1 C ./\/l, NQJ_M.

Klasicku Lebesgueovu vetu dostaneme pomocou vyssie uvedenych vo-
lieb o-idedlov N/, M a definicii

nE)=v(ENF), wnE)=vE\F).

1.3 Malé mnoZiny

Myslienka nahradit mnoziny nulovej miery danym o-idedlom sa ukézala
byt uzitotnou, a preto aj populdrnou. Ale nezahfnia ont ,e-ova vojnu‘.
Vieme, ze v konvergenc¢nych otdzkach potrebujeme vediet, kedy ma nejaka
mnozina ,malt“ mieru, teda kedy je mala.

Definicia 1.4. Nech (X,S) je meratelny priestor a (N,,)S, je postupnost
systémov mnozgin N,, C S (n = 1,2,...). Budeme hovorit, Ze (N,)>2, je
systém malych mnozin na S (strucne maly systém), ak su splnené nasledujiice
podmienky:

A DeN,pren=1,2,..,

(ii) pre kazdé n existuje takd postupnost’ (k;) prirodzenych Cisel, Ze
U2, Ei € Ny,ak E; € Ny, prei =1,2, ...,

46



(iii) ak E € N,,,F C E,F € S, tak F € N,
(V) Np D Npsipren=1,2,..,
(V) ak E€e Ny, F e (5_ N, tak EUF € N,,.
Priklad 1.1. Nech m : & — [0,00) je miera, N, = {E € S; m(E) < i}.

Potom (MN;,)5° ; je systém malych mnozin.

Je priznacné, ze Tibor Neubrunn sa zasadil za tedriu systémov malych
mnoZzin hned po jej vzniku. Jeho obltibenou témou bola absolitna spoji-
tost’.

Ak p, v st miery na S, tak v << pu, ak
Ve>039>0:FeSuF)<i=v(F)<e.

Tento pojem mozno transformovat do malych systémov.

Definicia 1.5. Nech (N;,)5%, (My,)52 st malé systémy. PiSeme

n=1»

(Np)o2y <<e Mp)eey, akVn Im: M, CN,.

Priklad 1.2. Nech p, v : S — [0, 00) su miery,

/\/ln:{EeS;u(E)<%}, Nn:{EeS;y(E)<l}.

n

Potom (N,,)p2; << (M,)52 | znamend, Ze

1
Vn EIm:u(E)<E:>V(E)<

Inak formulované

Ve>030>0:u(F)<d=v(E)<e.
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Veta 1.8. Nech (N;,)52 1, (M,,)52, st malé systémy. Potom

n:l?

Wiy << My = (A5 () Mo

n=1 n=1

Opacna implikdacia plati pre tzv. spojity systém (N,,)2

n=1-
Definicia 1.6. Maly systém (N,,)5° , je polospojity zhora, ak

(Bi €5, Bi (B, 3io, Bi¢ Ni)) = B¢ [N

n=1

Pojem spojitého malého systému odpoveda pojmu funkcie polospojitej
zhora:
B, \B = MQBQ\\JO

A skutocne plati (pozri [9]):

Veta 1.9. Nech (N;,)0 1, (M,,)52, stt malé systémy na S, pricom (N;,)5°, je

n:17

polospojity zhora. Potom

(Aﬂﬁ;id <<:(A4n)§21 <~ r]-A@/D rw-A4n-

n=1 n=1

Videli sme, ze zatial ¢o nulové mnoziny mozu byt definované jedno-
znacne, pojem mnoziny ,,malej“ miery ma fuzzy charakter. Je zaujimavé, ze
pojem fuzzy mnoziny a pojem mnoziny malej miery (opisany matematicky
tzv. malymi systémami) boli zavedené nezavisle na sebe a temer sticasne.
Hoci axiomatické systémy su v oboch tedriach dost ré6zne, pojem malého
systému moZze byt skumany z hladiska fuzzy mnozin.
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1.4 Submiery

Submiery sa k ndm dostali najprv prostrednictvom prdc I. Dobrakova (pozri
[1]). Aj ked tedriu submier mozno budovat na vSeobecnejsich strukttrach,
ostaneme Vv klasickom ponimani.

Definicia 1.7. Nech S je o-algebra podmnozin mnoginy X. Funkciam : S —
R je submiera, ak spliia nasledujice podmienky:

1. m(0) =0,
2. ak AcC U, A, tak m(A) <X ym(A;),
3. ak A; AW @, tak lim;_, oo m(AZ) = 0.

Definicia 1.8. Postupnost’ (N;,)°, a submiera m : S — R sul ekvivalentné,
ak platt

(i) Ve>0 3IneN:AeN, = m(A) <e,
(i) Vne N Je>0:m(A) <e = A€ N,.

V [15] je dokédzané nasledujtice tvrdenie.

Veta 1.10. K lubovolnej submiere m : S — R existuje maly systém (N,,)2 ,
ekvivalentny s tou submierou. A naopak, k lubovolnému malému systému
(Nn)o2, existuje submiera m : S — R s nim ekvivalentnd.

Logickym vytstenim slovenskej $koly teérie integralu je Sipo$ov integ-
ral ([15, 16, 17]), ktory skonstruoval Neubrunnov ziak Jan éipoé. Tento in-
tegral bol pouzity v Kahnemanovej a Tverského ekonomickej koncepcii, za
ktorti bol Kahneman odmeneny Nobelovou cenou. Pritom Sipo$ov integral
je urcitou alternativou Choquetovho integralu. Pravdaze, vznikli nezavisle

na sebe a SipoSov integrdl ma svoje symetrické osobitosti.

Odteraz budeme predpokladat, Ze je dany priestor (X,S), kde S je
o-algebra.
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Definicia 1.9. Funkcia ;1 : S — R je kapacita, ak
i) w®) =0,
(i) AC B= pu(A4) < u(B).

Definicia 1.10. Nezdpornd funkcia f : X — [0,00) je integrovatelnd
v zmysle Choqueta, ak existuje

© [ fau= [ utr0.0)i.

oo
0

A teraz uvedieme SipoSovu konstrukciu. Nech F' je kone¢nd mnozina
redlnych cisel,

F = {bka bk—la ceey b17 bO7 ap,ayy ..., C(,n},

pricom by < b1 < -+ < by <bp=0=ay < a; < --- < ap, a nech
f : X — R je meratelnd funkcia. Nech F je systém vsetkych takych mno-
zin F. Polozme

Sr(f) = St (ai — ai—1)p(Ai) + 372y (bi — bi—1)p(Bi),

kde
Ai={zeX;f(x)>a}, i=0,1,..,n,

Bj={ze X;f(z) <bj}, =01,k

Definicia 1.11. Funkcia f : X — R je integrovatelnd v zmysle Siposa, ak
existuje

(8) [ s = fimy Sie().

li
Fe

Pravdaze, ak je funkcia f nezdpornd, tak je integrovatelnd v zmysle
Siposa vtedy a len vtedy, ked je integrovatelna v zmysle Choqueta.
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