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2 [Lubica Hola: ZovSeobecnenie pojmu spojitost’
funkcie

Velka cast prac prof. Neubrunna sa venuje roznym zovSeobecneniam pojmu
spojitosti, hlavne kvdzispojitosti, trocha spojitosti a c-spojitosti funkcii
a multifunkcii (mnozinovo-hodnotovych zobrazeni).

Uz od vzniku pojmu funkcie vlastnost’ spojitosti funkcie dobre vystiho-
vala predstavy o nepreruSovanom diani, o drdhe pohybujuceho sa bodu,
atd’. Spojitosti funkcie sa venovala aj sa venuje velkd pozornost, a preto st
prirodzené snahy o zovSeobecnenie tohto pojmu. Jedno takéto zovseobecne-
nie vzniklo pri $tudiu bodov spojitosti funkcii z R™ do R, ktoré su spojité
v kazdej premennej a ziskalo velké aplikdcie.

Uz R. Baire v 1899 vo svojom ¢lanku [2] dokdzal nasledujuci vysledok:

Nech f : R? — R je funkcia, ktord je spojitd v kazdej premennej. Potom
f ma nasledujicu vlastnost’:

(*) Pre V¥ bod (z0,y0) € R?, pre V kruh K so stredom (x¢,%0) a pre
Ve > 0 dkruh Ky C K taky, ze |f(x,y) — f(xo,y0)| < € pre V(zx,y) € K;.

R. Baire tieZ poznamenal vo svojej praci ([2], strana 95), Ze podmienka
(*) bola navrhnutd Vitom Volterrom.

Vlastnost (*) dostala pomenovanie kvazispojitost. Pojem kvdzispoji-
tosti bol zavedeny S. Kempistym v roku 1932 v jeho praci [33] pre redlne
funkcie niekolkych redlnych premennych. Kempisty uvadza vo svojej praci
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[33], Ze kvazispojitost ma svoj pévod v praci H. Hahna [21] z roku 1919.
Zrejme Kempisty nemal informdcie o Bairovej praci z roku 1899.

Kempistyho definicia kvazispojitosti sa d& zovseobecnit’ pre Tubovolné
topologické priestory.

Definicia 2.1. ([46]) Nech X a Y su topologické priestory. Nech f : X — Y.
Hovorime, Ze f je kvdzispojitd v bode x( € X, ak pre kazdil otvorenii mnozinu
U C X, takt, Ze x¢o € U a pre kazdi otvorenti mnoginu V C Y, taki, Ze
f(xo) € V, existuje takd neprdzdna otvorend mnozina G C U, ze f(G) C V.
Funkcia f : X — Y je kvdzispojitd, ak je kvdzispojitd v kazdom bode x € X.

N. Levine uvadza v praci [38] definiciu polospojitej (semicontinuous)
funkcie pomocou pojmu polootvorenej mnoziny. V praci [54] sa dokazuje,
Ze tento pojem polospojitej funkcie pomocou polootvorenej mnoziny je to-
tozny s pojmom kvazispojitej funkcie, ako je definovany v hore uvedene;j
definicii.

W. W. Bledsoe vo svojej praci [6] zaviedol pojem susedskej (neigh-
bourly) funkcie pre metrické priestory X a Y.V prdci [41] S. Marcus do-
kazal, ze pojem neighbourly funkcie je ekvivalentny pojmu kvazispojitej
funkcie z Definicie 1.

Dal$i uZitoény pojem zovieobecnej spojitosti, ktory tizko stvis{ s kva-
zispojitostou je pojem spribuznenej (cliquish, apparentée) funkcie. Pojem
spribuznenej funkcie bol zavedeny H. Thielmanom v jeho préci [61].

Definicia 2.2. ([61]) Nech X je topologicky priestor a nech (Y, d) je metricky
priestor. Nech f : X — Y. Hovorime, Ze funkcia je spribuznend (cliquish,
apparentée) v bode xo € X, ak pre kazdé e > 0 a pre kazdil otvorent mnoZinu
U C X, taku, Ze xo € U existuje takd neprdzdna otvorend mnozina G C U,
Ze pre kazdé dva body x1,x2 € G plati d(f(x1), f(x2)) < e. Ak je funkcia
f+ X — Y spribuzgnend v kazdom bode x € X, hovorime, Ze f je spribuznend
na X.
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Zrejme ak f je spojitd v xg € X, tak je tiez kvazispojitd v zy a tiez
spribuznend v zy. Ak f je kvazispojitd v zp € X, tak je tiez spribuznend
v xg. Obratené tvrdenia neplatia (pozri [59]). Napriklad funkcia f : R — R
definovana tak, ze

f(x)=0prexz <0a f(x)=1prexz >0,

je vbode x = 0 kvazispojitd, ale nie je v nom spojitd.
Funkcia f : R — R definovana tak, ze

f(z)=0prexz#0a f(0)=1

je v bode x = 0 spribuznend, ale nie je v iom kvazispojita.

Veta 2.1. ([59])Nech X je topologicky priestor a nech (Y, d) je metricky pries-
tor. Nech f : X — Y. Potom mnogina

A(f) ={z € X : f jespribuznend v x}

je uzavretd v X.

Dosledok 2.1. ([59]) Nech f : X — Y, kde X je topologicky priestor a (Y, d)
je metricky priestor. Nech A(f) je hustd mnozina. Potom f je spribuznend
na X.

Z Dosledku 2.1 vyplyva tiez, ze ked mnozina Q)( f) bodov kvazispojitosti
funkcie f je husta v X, tak f je spribuznena funkcia.

Pojem spribuznenej funkcie bol pouzZity T. Neubrunnom, T. Salitom
a M. Svecom v [59] pri $ttidiu bodov spojitosti kvéazispojitej funkcie s hod-
notami v metrickom priestore.

Veta 2.2. ([59]) Nech f : X — Y, kde X je topologicky priestor a (Y,d)
je metricky priestor. Nech C(f) je mnozina bodov spojitosti funkcie f. Potom
A(f)\ C(f) je mnozina typu F, a je prvej Bairovej kategorie.
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Veta 2.2 hovori, ze mnozina bodov nespojitosti spribuznenej funkcie
nemoze byt prili§ bohatd z hladiska kategorie, ak jej definicny obor je
mnozina druhej kategdrie. Z tohto pohladu sa zd4, Ze spribuznené, resp.
kvazispojité funkcie s hodnotami v metrickom priestore su blizke spojitym
funkcidm, a preto by sa dalo ocakdvat, ze budu mat aj niektoré zname
vlastnosti spojitych funkcii, napr. to, Ze si meratelné. S. Marcus vo svojej
praci [41] ukazal, ze existuje kvazispojitd funkcia f : [0, 1] — R, ktora nie
je lebesguovsky meratelna.

Nasledujuci priklad je prikladom kvazispojitej lebesguovsky nemeratel-
nej funkcie f : R — R (pozri [29]), ktorej mnozina bodov nespojitosti je
riedka avsak kladnej Lebesguovej miery.

Priklad 2.1. Nech C je kompaktnd, riedka mnozina kladnej Lebesguovej
miery. Polozme d(z,C) = inf{|z —c| : ¢ € C}. Nech N je lebesguovsky
nemeratelnd podmnozina mnoziny C. Definujme funkciu f : R — R nasle-
dovne:

fe)=0,ked z € N, f(z) = Lked z € C\ N a

f(z) =sin(1/d(x,C) pre xz ¢ C.

Predpoklad vo Vete 2.2, Ze Y je metricky priestor je podstatny, ako
ukazuje nasledujuci priklad:

Priklad 2.2. ([56]) Nech X = R s klasickou euklidovskou topolégiou 7
anaY = R uvaZujme topoldgiu 7» tzv. Sorgenfreyovej priamky, ktorej bazu
tvori systém polootvorenych intervalov

B ={[a,b) :a <b,a,be R}.

Je zndme ([14]), ze priestor (Y, 72) nie je metrizovatelny. Definujme
funkciu f : (X,7) — (Y,72) nasledovne: f(x) = x pre kazdé =z € X.
Zrejme priestor (X, 1) je priestor druhej Bairovej kategoérie, funkcia f je
kvéazispojitd, avsak nie je spojita v ziadnom bode.
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Povieme, Ze topologicky priestor X je Bairov priestor [14], ked’ kazda
neprazdna otvorend mnozina je druhej Bairovej kategodrie. Kazdy uplny
metricky priestor a lokdlne kompaktny priestor je Bairov priestor.

Veta 2.2 ma nasledujuci dosledok pre Bairove priestory:

Désledok 2.2. Nech X je Bairov priestor a (Y, d) je metricky priestor. Nech
f X — Y je kvazispojitd funkcia. Potom mnozina C(f) bodov spojitosti
funkcie f je husta G5 mnozina v X.

V suvislosti s Dosledkom 2.2 a Prikladom 2.2 Z. Piotrowski vo svojej
praci [56] polozil nasledujicu otdzku pre kvazispojité funkcie definované
na Bairovom priestore.

Otazka 2.1. ([56]) Nech X je Bairov priestor. Pre ktoré topologické
priestory Y (okrem metrickych priestorov a priestorov so spocitatelnou ba-
zou) plati, ze kazda kvazispojitd funkcia f : X — Y md mnozinu C(f),
bodov spojitosti funkcie f, neprdzdnu?

Otazku 2.1 rieSilo mnoho matematikov, spomenme aspon prace [31,
35]. V préci [31] L. Hola a Z. Piotrowski ukazali, ze ked’ X je Bairov priestor
a Y je p-priestor s G5 diagondlou (tzv. zovSeobecneny metricky priestor),
tak kazda kvazispojita funkcia f : X — Y md mnozinu C(f), bodov spoji-
tosti funkcie f, hustu Gs v X (teda velku z hladiska Bairovej kategorie).

V d’alSom budeme vidiet, ze Désledok 2.2 méa aplikdcie aj pri studiu
vlastnosti minimalnych usco multifunkcii.

Cennd a cCasto citovana prdca prof. Neubrunna [53], Quasicontinuity,
ktora vysla v roku 1989 v Real Analysis Exchange, poddva prehlad vysled-
kov, tykajucich sa kvdazispojitosti, ktoré boli ziskané do roku 1988. Ndjdeme
tu vysledky, tykajice sa bodov spojitosti kvazispojitych funkcii, konver-
gencii kvazispojitych funkcii, ekvivalentné definicie kvazipojitosti, aplikacie
kvazispojitosti, atd’. Okrem jedno-hodnotovych funkcii uvazuje prof. Neub-
runn vo svojej praci [53] aj mnoZinovo-hodnotové funkcie, ktoré nazyva
tiez multifunkcie.
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Lahko sa nahliadne, Ze rovhomernd limita postupnosti kvazispojitych
funkcii je kvazispojitd funkcia. Jednoduchy priklad postupnosti {f, : n =
1,2,..}, kde f, : [0,1] = R, n = 1,2,..., fo(z) = 2", ukazuje, Ze postup-
nost’ kvazispojitych funkcii moze bodovo konvergovat k funkcii, ktora nie
je kvazispojitd [53]. Avsak limitnd funkcia je spribuznena.

Bledsoe vo svojej praci [6] ukazal, Zze bodovéa limita postupnosti kva-
zispojitych funkcii definovanych na topologickom prietore X s hodnotami
v metrickom priestore Y, ma mnoZzinu bodov nespojitosti prvej Bairovej ka-
tegorie. Ak teda X je Bairov priestor, tak limitnad funkcia je spribuznen4,
ako vyplyva z Dosledku 2.1. Nutna a postacujuca podmienka, aby bodova
limita postupnosti kvazispojitych funkcii definovanych na Bairovom pries-
tore, s hodnotami v metrickom priestore bola kvazispojitd, bola ndjdena
v prdci [28].

Klasickd Kempistyho veta o kvazispojitosti funkcii dvoch premennych,
ktoré su kvazispojité v kazdej premennej ([33]), bola zovSseobecnend v [42]
N. F. G. Martinom pre funkcie f : X xY — Z, kde X je Bairov priestor, Y je
priestor so spocitatelnou bdzou a Z je metricky priestor. Profesor Neubrunn
vo svojej praci [46] nasSiel d’alSie zovSeobecnenie tejto vety pre reguldrny
priestor Z.

Nech f : X xY — Z je funkcia definovand na sucine topologickych
pries- torov X x Y. Pre kazdé x € X definujme funkciu f, : ¥ — Z
nasledovne

fe(y) = f(2,9).

Pre kazdé y € Y definujeme funkciu f¥ : X — Z analogicky.
Veta 2.3. ([46]) Nech X je Bairov priestor, Y je priestor so spocitatelnou
bdzou a Z je reguldrny. Nech f : X x Y — Z je takd funkcia, Ze f, : Y — Z

je kvdzispojitd pre kazdé x € X a fY : X — Z je kvdzispojitd pre kazdé
y € Y. Potom f je kvdzispojitd.
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Kempistyho veta bola uspesne pouzitd Marcusom v jeho praci [41]
k ziskaniu nasledujiceho vysledku, tykajiceho sa diferencovatelnosti fun-
kcii dvoch premennych:

Veta 2.4. ([41]) Nech f : R?> — R je funkcia dvoch premennych, ktord md
v kazdom bode (x,y) konecné parcidlne derivdcie. Nech f, : R — R je spojitd
pre kazdé x € Ra fY : R — R je spojitd pre kazdé y € R. Potom mnogina
tych bodov, v ktorych f nie je diferencovatelnd, je prvej kategorie.

Vysledok plati aj pre funkcie n-premennych.

Kvéazispojitost nasla svoje aplikdcie tiez v tedrii topologickych grup
[1, 10, 34, 56], v tedrii selekcii mnozinovo-hodnotovych zobrazeni [18,
24, 25, 26, 27, 43] a tiez v dynamickych systémoch [11]. Neddvno sa ob-
javili zaujimavé préce, v ktorych sa kvdazispojitost vyuziva pri Studiu tzv.
CHART grap [44]. CHART grupy vznikli pri $tiadiu okrajovych tokov na
kompaktnych priestoroch [44].

Pod vedenim profesora Salata a profesora Neubrunna na ich semina-
roch z tedrie redlnych funkcii a z tedrie multifunkcii vzniklo mnoho prac
venovanych Studiu kvazispojitosti funkcii a multifunkcii. Spomenme aspon
niektoré prace: [8, 36, 39, 43, 45, 55, 53, 58].

V praci [46] prof. Neubrunn pracoval aj s pojmom trocha spojitej fun-
kcie.

Definicia 2.3. ([19]) Nech X a'Y st topologické priestory. Funkcia f : X —
Y sa vold trocha spojitd (somewhat continuous), ked pre kazdu otvorenu
mnoginu V C Y takd, Ze f~H(V) # 0, Intf~1(V) # (.

Je zrejmé, ze kazda kvazispojita funkcia je trocha spojita.

29



Lema 2.1. ([46]) Nech X a Y st topologické priestory. Funkcia f : X — Y
je kvdzispojitd vtedy a len vtedy, ked’ existuje nejakd bdza B priestoru X takd,
Ze restrikcia f | B je trocha spojitd pre kazdé B € B.

Pojem trocha spojitej funkcie tizko suvisi s pojmom feebly spojitej fun-
kcie. Feebly spojité funkcie Studovali tiez Z. Frolik [16], J. Dobos [12]
a ini matematici. Feebly spojité funkcie si uzitocnym ndastrojom pri Stidiu
Bairovych priestorov.

Veta 2.5. ([16, 22, 5]) Nech X a'Y sti topologické priestory. Nech f : X — Y
je bijekcia, takd, Ze f aj f~! st trocha spojité. Potom X je Bairov priestor vtedy
a len vtedy, ked’' Y je Bairov priestor.

Veta 2.6. ([46]) Nech X je Bairov priestor; Y je priestor so spolitatelnou
bdzou a Z je reguldrny. Nech f : X x Y — Z je takd funkcia, Ze pre kazdé
x € X, fo :' Y — Z je trocha spojitd a pre kazdé y € Y, fY : X — Z je
kvdzispojitd. Potom f je trocha spojitd.

Poznamenajme, zZe dokaz Vety 2.3 je zaloZeny na Lemme 2.1 a Vete 2.6.

Profesor Neubrunn bol prvym slovenskym matematikom, ktory sa ve-
noval Studiu topologickych vlastnosti mnozinovo-hodnotovych zobrazeni
a v tejto oblasti viedol aj mnohych svojich doktorandov alebo Studentov:
J. Malik [40], V. Toma [60], V. Balaz [3], M. Matejdes [43], A. Nather
[45], L. Hol4, I. Kupka [30], K. Sakalova [57], D. Holy [23]. Najvyznam-
nejSie su jeho vysledky tykajuce sa zdola a zhora kvazispojitych multifunkcii
[15, 53, 52, 50, 48, 49].

Pojem mnozinovo-hodnotového zobrazenia, zhora a zdola polospoji-
tosti mnozinovo-hodnotového zobrazenia sa klasické pojmy [37].
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Mnozinovo-hodnotové zobrazenie (multifunkcia) [53] z X do Y je fun-
kcia, ktord priradi kazdému prvku z X nejakd neprazdnu podmnozinu
mnoziny Y. Poznamenajme, ze v literattre sa Casto pripusta, Ze mnozinovo-
hodnotové zobrazenie nadobuda aj prazdne mnoziny ([5]).

Definicia 2.4. Nech X,Y st topologické priestory a F je multifunkcia
z X do Y. F savold zhora (zdola) polospojitd v bode xo € X, ked’ pre kazdu
otvorent mnoginu V C Y, taku, Ze

F(xo) CV (F(zo) NV % 0)

existuje otvorené okolie U bodu z také, ze F(z) C V (F(x) NV # () pre
kazdé r € U. F sa vold zhora (zdola) spojitd, ked je zhora (zdola) spojitd
v kazdom bode priestoru X.

Definicia 2.5. ([53]) Nech X,Y su topologické priestory a F' je multifunkcia
z X doY. F savold zhora (zdola) kvdzispojitd v bode xy € X, ked pre kazdu
otvorent mnogzinu V C Y, taku, Ze

F(xo) CV(F(zo) NV #0)

a pre kazdi otvorentt mnoginu U obsahujicu x, existuje neprdzdna otvorend
mnozina G C U takd, Ze F(x) CV (F(x) NV # () pre kazdé x € G. F sa
vold zhora (zdola) kvdzispojitd, ked je zhora (zdola) kvdzispojitd v kazdom
bode priestoru X.

Definicia 2.6. ([15]) Nech X, Y su topologické priestory a F' je multifunkcia
z X do Y. F sa vold kvdzispojitd v bode xq € X, ked pre kazdi dvojicu
otvorenych mnozin G1,Go C Y, taku, Ze

F(xo) Q Gl,F(CL’())mGQ #@
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a pre kazdil otvorent mnoginu U obsahujiicu x, existuje neprdzdna otvorend
mnozina G C U takd, ze

F(z) C GiaF(x) NGy # (pre kazdéz € G.

F sa vold kvdzispojitd, ked’ je kvdzispojitd v kazdom bode priestoru X.

Veta 2.7. ([15]) Nech X,Y su topologické priestory a F' je multifunkcia
z X do Y s kompaktnymi hodnotami. Ked’ md priestor Y spocitatelnu bdzu,
tak mnogina bodov, v ktorych je F sucasne zhora a zdola kvdzispojitd, ale nie
je kvdzispojitd je prvej Bairovej kategdrie.

Veta 2.7 hovori, ze ked X je Bairov priestor, Y ma spocitatelnt bazu
a I je multifunkcia s kompaktnymi hodnotami, ktora je sicasne zdola aj
zhora kvazispojitd, tak F' je kvazispojitd v bodoch mnoziny, ktora je velka
z hladiska Bairovej kategdrie.

Dal$im typom zovseobecnenej spojitosti, ktorym sa professor Neubrunn
zaoberal vo svojich pracach, je pojem c—spojitosti. Pojem c—spojitosti za-
viedli K. R. Gentry a H. B. Hoyle vo svojej praci [20] a uzko stvisi s pojmom
uzavretého grafu funkcie.

Definicia 2.7. ([20]) Nech X a Y st topologické priestory. Funkcia f : X —
Y savold c—spojitd v xoy € X, ked pre kazdi otvorenti mnoginu V C Y takd,
ge vg € f1(V) a takd, e Y \ V je kompakt, existuje okolie U bodu xo, Ze
fU) C V. Funkcia f : X — Y sa vold c-spojitd, ked’ je c-spojitd v kazdom
bode priestoru X.

Definicia 2.8. ([51]) Nech X a Y st topologické priestory. Multifunkcia
F 2 X do Y sa vold c- zhora spojitd v xy € X, ked pre kazdu otvorenu
mnoginu V. C Y taku, Ze F(xo) C V a taku, Ze Y \ V je kompakt, existuje
okolie U bodu xg, ze F(U) C V. Multifunkcia F : X — Y je c-zhora spojitd,
ked je c-zhora spojitd v kazdom bode priestoru X.
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Nech F' je multifunkcia z X do Y. Ozna¢me znakom Gr(F'), graf multi-
funkcie F, kde

Gr(F) ={(z,y) 1y € F(x)}

Multifunkcia F' z X do Y sa vold uzavretd [51], ked Gr(F') je uzavreta
mnozina v X x Y. Ked multifunkcia F' : X — Y je uzavretd, tak je c-zhora
Spojita.

Veta 2.8. ([51]) Nech X a Y su topologické priestory a Y je Hausdorffov lo-
kdlne kompaktny priestor. Ked' F je uzavreto-hodnotovd c-zhora spojitd mul-
tifunkcia, potom je F' uzavretd.

Désledok 2.3. ([51]) Nech X a Y st topologické priestory a Y je Hausdorffov
lokdlne kompaktny priestor. Nech f : X — Y je c-spojitd funkcia. Potom
funkcia f md uzavrety graf.

Je zndme, ze spojitd funkcia z topologického priestoru do Hausdorf-
fovho priestoru ma uzavrety graf a tiez, Ze zhora spojitd multifunkcia s uzav-
retymi hodnotami z topologického priestoru do reguldarneho topologického
priestoru ma tiez uzavrety graf (pozri [5]).

Profesor Neubrunn vo svojej praci [51] uviedol zaujimavy priklad, ze

predpoklad lokdlnej kompaktnosti vo Vete 2.8 a Désledku 2.3 je podstatny.

Stddiom multifunkeif s uzavretymi grafmi sa zaoberal aj J. Joseph vo
svojej praci [32], V. Balaz, Il. Hold a T. Neubrunn v spolo¢nej praci [4]
a tiez mnoho inych matematikowv.

Jednou z najdolezitejsich oblasti v $tidiu mnoZzinovo-hodnotovych zo-
brazeni je tedria selekcii. Funkcia f je selekciou multifunkcie F' z priestoru
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X do priestoru Y, ked f(x) € F(x) pre kazdé x € X. Klasické vysledky
sa tykaju spojitych a meratelnych selekcii [5]. Existencia spojitej selek-
cie zdola polospojitej multifunkcie s uzavretymi konvexnymi hodnotami
v Banachovom priestore a definovanej na parakompaktnom topologickom
priestore, je zndma ako Michaelova veta. Zakladny vysledok tykajuci sa
meratelnej selekcie merateInej multifunkcie bol dokdzany K. Kuratowskim
a C. Ryll-Nardzewskim [5]. Prace M. Matejdesa [43] a L. Holej a D. Ho-
1ého [24, 25, 26] sa zaoberaju Studiom kvazispojitych selekcii mnozinovo-
hodnotovych zobrazeni.

Akronym usco (cusco) je pre zhora spojité mnozinovo-hodnotové zo-
brazenia s neprdzdnymi kompaktnymi (konvexnymi) hodnotami. Takéto
mnozinovo-hodnotové zobrazenia su zaujimavé vo funkcionélnej analyze,
lebo popisuji spolo¢né vlastnosti maximalnych monoténnych operdtorov
a konvexného subdiferencidlu. Minimdlne usco a minimélne cusco zobra-
zenia sa Studuju v mnohych prdcach ([9, 13, 24, 25, 26, 27]) a nasli apli-
kacie vo funkciondlnej analyze, v optimalizdcii, v selek¢nych vetdch a v stu-
diu diferencovatelnosti lipschitzovskych funkcii. Poznamenajme, ze vSetky
zndme charakterizdcie minimdlnych usco a minimdlnych cusco zobrazeni
su v triede usco a cusco zobrazeni.

Multifunkcia F' z topologického priestoru X do topologického priestoru
Y sa vold minimalna usco multifunkcia [13], ked' je minimalnym prvkom
v mnozine vSetkych usco multifunkcii z X do Y; t.z., Ze F' je usco multi-
funkcia a Gr(F'), graf multifunkcie F', neobsahuje ako vlastni podmnoZzinu
graf ziadnej inej usco multifunkcie z X do Y. Pouzitim Zornovej lemmy sa
lahko ukaze, ze kazdd usco multifunkcia z X do Y obsahuje minimalnu
usco multifunkciu z X do Y ([13]).

Ked X je topologicky priestor a Y je Hausdorffov topologicky priestor,
tak kazdd usco multifunkcia z X do Y je uzavreta.

Zaujimava charakterizdcia miniméalnych usco a minimdlnych cusco mul-
tifunkcii pomocou kvazispojitych, subspojitych selekcii bola ndjdend v pra-
cach I. Holej a D. Holého [24, 26].

64



Funkcia f z topologického priestoru X do topologického priestoru Y je
subspojitd v z € X [17], ked’ pre kazdu siet (x;), ktord konverguje k =z,
existuje konvergentna podsiet siete (f(z;)). Funkcia f sa volad subspojitd,
ked je subspojitd v kazdom bode priestoru X.

Veta 2.9. ([24]) Nech X,Y su topologické priestory, Y je reguldrny a F je
multifunkcia z X do Y. Nasledujice podmienky st ekvivalentné:

1. F je minimdlna usco multifunkcia;

2. kazdd selekcia f multifunkcie F' je kvdzispojitd, subspojitd a uzdver

grafu f, Gr(f) = Gr(F);

3. existuje kvdzispojitd, subspojitd selekcia f multifunkcie F takd, Ze uzd-
ver grafu f, Gr(f) = Gr(F).

Poznamenajme, Ze bod 3 v predchddzajuicej Vete dava l'ahky ndvod, ako
ndjst minimdlnu usco multifnkciu.

Pomocou bodu 2 vo Vete 2.9 a Dosledku 2.2 mozno dokazat' nasledu-
juce tvrdenie, ktoré popisuje vlastnosti minimdlnych usco zobrazeni defi-
novanych na Bairovom priestore s hodnotami v metrickom priestore.

Veta 2.10. Nech X je Bairov priestor a nech (Y, d) je metricky priestor. Nech
F je minimdlna usco multifunkcia z X do Y. Potom mnogina bodov jedno-
hodnotovosti multifunkcie F' obsahuje hustu Gs mnoZinu v X.

Dokaz. Nech f je selekcia multifunkcie F'. Podla predchddzajicej Vety
je funkcia f kvazispojitd. Z Dosledku 2.2 vyplyva, ze mnozina C(f) bodov
spojitosti funkcie f je hustd Gy mnozina v X. 'ahko sa ukaze, ze F'(z) =
{f(x)} pre kazdé = € C(f).
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