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Kapitola 1

Z historie goniometrickych funkci

1.1 Pocatky trigonometrie ve starovéku

1.1.1 Meéreni ahli a délek tétiv

Rovinny thel je ¢éast roviny omezena dvéma polopfimkami se spoleénym pocatkem. Tak zni
dnesni definice rovinného geometrického utvaru. OvSem zrod tohoto pojmu mé tzkou spojitost
s délenim kruhu. Jiz od starovékych Babyloniant pochézi déleni kruhu na 360 stejnych ¢asti (kru-
hovych vyseci), které Babylotiané nazvali stupné, dodnes b&Zné pouzivané jednotky thlové miry.
Déleni plného ihlu na 360 stupnii a jednoho stupné na 60 minut od nich prevzali Rekové. Sede-
satkova Ciselnd soustava Babylonant je dnes zastarald, ovSem rozdéleni kruhu na 360 stupiu se
dochovalo do soucasnosti.

Teprve novovéky pohled na goniometrické funkce a jejich uziti v diferencialnim a integralnim
poctu privedly matematiky k nazoru, ze velikosti thli je pfirozené vyjadrovat v obloukové mire
s uhlovou jednotkou radidn. Jeden radian je stfedovy thel, ktery piislusi oblouku o stejné délce,
jako je polomér kruznice. Plny thel mé 27 radiant — coz je 360 stupiiii. Samotné slovo radidn bylo
navrzeno v roce 1871 Jamesonem Thomsonem. Di{véjsi ndvrhy byly napf. rad nebo radidl.

Prvni prace o trigonometrii souvisely s problémem urc¢ovani poméru odvésen pravotihlého troj-
thelniku a jeho zavislosti na ostrém vnitinim thlu tohoto trojuhelniku. Jiz staii Rekové znali jed-
noduchy aparat na urcovani ¢asu pomoci tyce vrhajici stin urc¢ité délky. Sloupek slune¢nich hodin
byl v podstaté obdobny prostiedek na vypocet goniometrické funkce kotangens z délky sloupu a
délky stinu. Samoziejmé se anti¢ti matematici o funkei jako takovou nezajimali. Rik4 se, Ze Thalés
z Milétu (asi 624 — 548 pf. n. 1) byl prvnim z dlouhé fady Feckych filozofd, ktery zjistoval vysku
pyramidy porovnavanim délky jejiho stinu s délkou stinu, ktery vrhala vhodna ty¢. Starofecka tri-

Obrazek 1.1: Thalés z Milétu

gonometrie vSak nezahrnovala pouze a jen poznatek o podobnosti dvou pravothlych trojihelnik.



1.1. POCATKY TRIGONOMETRIE VE STAROVEKU

Nicméné tento druh porovnévani a vypocet pomoci délek stini byl v antice velice dobfe znam a
muze byt nazvan predchiidcem vlastni trigonometrie.

Obrazek 1.2: Hipparchos

Hipparchos napsal, se nam do dne$ni doby témé&f nic nedochovalo. O jeho dile si miizeme udélat
pouze predstavu, a to prostfednictvim knihy Klaudia Ptolemaia s ndzvem Almagest. Pro své ast-
ronomické vypoéty potfeboval Hipparchos tabulku trigonometrickych poméri. Avsak nemdl se kam
obratit, zadna takova tabulka dosud neexistovala. Vzal tedy v tvahu libovolny trojihelnik vepsany
do kruhu, ¢imz se kazdé z jeho ti{ stran stala tétivou kruznice, jez kruh omezovala. K vypoétu veli-
kosti raznych prvki trojihelnika bylo potieba stanovit délku tétivy piislusné danému stfedovému
tihlu. To se stalo hlavnim tkolem trigonometrie pro mnoha nasledujici staleti. Hipparchos sestavil
tabulky tétiv pro rtzné stiedové thly kruznice pii stdlém poloméru. Byly to vlastné tabulky dvoj-
nésobnych sinii poloviny stfedového thlu. Sdm Hipparchos napsal dvanact knih o poécitani délek
tétiv v kruhu, ale vSechny tyto knihy byly s koncem antické epochy ztraceny.

1.1.2 Ptolemaiovy vypocty
Klaudios Ptolemaios (asi 85 — 165 n. 1.) byl fecky geograf, astronom a astrolog, ktery pravdépo-

dobné 7l a pracoval v egyptské Alexandrii.

|l

Obrazek 1.3: Klaudios Ptolemaios

Jeho nejvetsi dilo Syntazis megale (Velkd soustava) — astronomicky spis, ktery byl vydan okolo
roku 140 a v 8. stoleti pfelozen do arabstiny pod nazvem Almagest, byl zaloZzen na domnénce, Ze
nehybna Zemé je umisténa ve stfedu vesmiru a nebeska télesa kolem ni obihaji po predepsanych
drahach. NaSemu zajmu se t&5i Ptolemaiova tabulka tétiv, kterd je pfedmétem kapitoly 10 a 11
prvni knihy Almagestu. Tato tabulka udava délku tétivy v kruhu jako funkci stfedového thlu, ktery
ji vymezuje. Stfedovy thel, k némuz se délky vztahuji, postupuje po 0,5° na intervalu od 0° do 180°.
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7 naseho hlediska jde vlastné o tabulku sinti thla od 0° do 90°, postupujicich po &tvrtiné stupné.
Kdyz totiz oznaéime polomér kruhu r, stiedovy thel feckym pismenem « a délku tétivy tet(w),
obdrzime vztah
.«
tet(a) = 2rsin 5

Ptolemaios rozdélil priimér kruhu na 120 stejnych jednotkovych dilia (délky 1), tedy poloméru r
piitazoval délku 60 dili (r = 60%). Jeho tabulka udava délky t&tiv s presnosti na dvé sedesétinna
mista, tedy s chybou fadu 6072.

Uvedenim jednotlivych metod, jak Ptolemaios postupné zminénou tabulku dopliioval, vytvorime
pro funkci tet(a)) malou, avSak obsaznou teorii, kterou Ptolemaios ke svym vypoé&tiim potieboval.
Stejné jako on budeme pracovat s polomérem délky r = 60°%.

1. Funkee tet(a) je definovana pro a € (0;180°) a plati 0? < tet(a) < 1207

2. Hodnoty tet(0°) = 0, tet(60°) = 607 a tet(180°) = 120¢ jsou ziejmé. Ze znalosti Pythagorovy
véty Ptolemaios vypocital tet(90°) = 84951°107, kde 17 = (%)d al = (ﬁ)d. (VSechny
Ptolemaiovy hodnoty tet(a) budeme uvadét rovnitkem, spravngji bychom méli psat =.)

3. Pro vypocet hodnot tet(a), kde a € {36°; 72°;108°; 144°}, musel nejdfive Ptolemaios dokazat,
ze délka |DF| ¢asti ramene EF rovnoramenného trojihelnika EF B z obr. 1.4 je rovna délce
strany pravidelného desetithelniku vepsaného do kruhu s priumérem AC a Ze délka |BF| je
délka strany pravidelného pétitthelniku vepsaného do téhoz kruhu (viz podkapitola 2.4). Diky

B

2a

Obrazek 1.4

témto vysledktim lze uréit délky tétiv prislusnych uhla nasledujicim zptsobem:

|DE|?> + |DBJ* = |BE)?, |DF|? + |DB|* = |BF)?,

(304)* + (607)* = |BEP?, (3744'55")% + (60%)2 = |BF?,
|BE| = 67°4’55" = |EF|, |BF| = 70432'3”,
|DF| = |EF| — |DE| = 67%4’55” — 30, tet(72°) = 70432°3”.
|DF| = 3794’55,

tet(36°) = 3794’55

10
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Jakmile byly v8echny vyse zminéné hodnoty tet(a) uréeny, mohl Ptolemaios ukazat, jak vypo-
¢itat délky dalsich tétiv na zaklad& toho, Ze do kruhu vepsany thel, ktery lezi proti priméru,
je pravy. Proto uzitim Pythagorovy véty ve tvaru

(tet(a))? + (tet(180° — a))? = (120%)?,

ktery mimochodem odpovida dnesnimu vztahu pro goniometrickou jednicku

2

sin? a + cos® a = 1,

Ptolemaios uréil hodnoty tet(108°) = 97%4’56” a tet(144°) = 114?7’37”. Podobn& z hodnoty
tet(60°) = 607 vypocital tet(120°) = 10395523

4. Dosud popsané metody vedou pouze k uréeni nékolika méalo jednotlivych hodnot funkce tet(c).
Pro vypocet v8ech dalsich hodnot funkce tet(a) potfeboval Ptolemaios novy matematicky

nastroj. Tim se stala vyznamna planimetricka véta, ktera dnes nese Rekovo jméno.

Ptolemaiova véta. V kazdém tétivovém clyiihelniku plati: Soucet soucind délek jeho proti-
lehlych stran je roven soucinu délek jeho uhlopficek.

P11 oznaceni podle obr. 1.5 lze vétu vyjadrit rovnosti

|AB|-|CD|+ |BC|-|AD| = |AC| - |BD|.

Obrazek 1.5: K Ptolemaiové véts

Diikaz. Sestrojme bod E na thlopficce AC tak, aby thly ABE a DBC byly shodné, viz
obr. 1.5, na kterém jsou rovnéz vyznaceny dvé dvojice shodnych obvodovych dhla. Dalsi
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postup dikazu muZeme strucéné zapsat takto:

o |<ABD| = |<EBC| (|<EBD| + |<ABE| = |<EBD| + |<DBC)),
e |<BDA|=|<BCE| (obvodové thly nad tétivou AB),
. % = % (AABD ~ AEBC podle véty uu),
e |[<ABE| = |«DBC| (dano konstrukei bodu E),
o |<BAE| = |<BDC| (obvodové thly nad tétivou BC),
|BA| _ |BD|

. AE| ~ [DC]| (AABE ~ ADBC podle véty uu),

|BC|-|AD| = |BD| - |CE| (pfepsana tfeti rovnost),
e |AB|-|CD|=|BD|-|AE| (pfepsana Sesta rovnost).

Nyni posledni dvé rovnosti se¢teme a soucet upravime:

|AB| - |CD| +|AD| - |BC| = |BD| - |AE| + |BD| - |CE|,
|AB|-|CD| + |AD|-|BC| = |BD| - (AE| + |CE]),
|AB| - |CD| +|BC| - |AD| = |AC| - |BD].

Dikaz je hotov. Je$té poznamenejme, Ze ve specidlnim piipadé€, kdy tétivovy ctyfthelnik
je obdélnikem, ziskdme uvedenym postupem dikaz Pythagorovy véty pro obecny pravouhly
trojuhelnik ABC, ktery nejprve doplnime na obdélnik ABC'D (bod E z obr. 1.5 bude patou
vysky z vrcholu B na pieponu AC). (I

Obrazek 1.6: Ke vzorci pro tet(a — )

12
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5. Diky dokazané vété nasel Ptolemaios odpovéd na dvé dulezité otazky:

(a) Jak z hodnot tet(c), tet(B) vypocitat hodnotu tet(ow — f3)?

=

Pro dané thly «, 8, kde 0° < 8 < a < 180°, uvazime tétivovy CEtyfuhelnik ABC D
vepsany do ptlkruhu s primérem AD tak, ze |[<ASB| = 8 a |<ASC| = « (obr. 1.6).
Pak |AB| = tet(8), |AC| = tet(a) a |BC| = tet(a — f3). Ze vztahu mezi obvodovym
a stfedovym thlem vime, Ze |[<ADC| =~ = § a |[<ADB| =6 = g Nésledujme jeho
postup:

o |CD| = TADE ~[ACT = /(12072  (tet(a))? (Pyth. véta),
e [BD| = JADPE ~[ABP = \/(1204)2 — (tet(5))? (Pyth. véta),

|AC|\/JAD2 = |ABJ? — |AB|\/|AD[? — [AC]?
|AD|

tet(a) /(12092 — (tet(8))? — tet(8)/(1207)2 — (tet(a))?
1204

(Ptol. véta),

e |BC| =

o tet(a— ) = (dosazeni).

Poznamenejme, 7e kdy? rovnost z Ptolemaiovy véty vydélime vyrazem |AD|?, ziskame

|AB| [CD| , |BC| _ |AC| |BD|
|AD| |AD| " JAD| ~ |AD| |AD|’

coz se da v situaci z obr. 1.6 pomoci funkei sinus a kosinus podle novodobého zépisu
prepsat na tvar zndmého rozdilového vzorce

sin(y — §) = sin~y cos § — cos 7y sin d.

V tomto okamZziku mohl Ptolemaios diky znalosti v8ech dosavadnich hodnot tet(«) vy-
pocitat délky tétiv pro v8echny uhly o velikosti k - 6°, kde k € N. Tedy

tet(18°) = tet(90° — 72°) = 18946°19”,

tet(12°) = tet(72° — 60°) = 12932'36”,
tet(6°) = tet(18° — 12°) = 6416507,

tet(24°) = tet(60° — 36°) =

Jak z hodnot tet(c), tet(B) vypocitat hodnotu tet(c + ) ?

Pro dané thly a, 3, kde 0° < «, 5 < 180° a a + 8 < 180°, uvazime tétivovy ¢tyrihelnik
ABCD vepsany do pulkruhu s primérem AD tak, Ze |[<ASB| = « a |[<BSC| = 8
(obr. 1.7). Pak |AB| = tet(a), |BC| = tet(8) a |AC| = tet(a 4+ ). Ze vztahu mezi
obvodovym a stfedovym thlem vime, Ze |[<ADB| =y = § a |[<BDC| =6 = g Pro
nésledujici odvozeni je nutné konstrukce pomocného bodu E — tsecka BE je pramér
kruhu. Tentokrat uzijeme Ptolemaiovu vétu dvakrat — pro ¢tyrahelniky ABCD a BCDE.

13
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5

A RSN

S

Obrézek 1.7: Ke vzorci pro tet(a + )

|AD| = |BE| = 120¢
|BD| = JADE — [ABP = \/(1200)2  (tet(a))?
CE| = IBEP — [BOE = /(1200)2 — (tet(8))?  (Pyth. véta),

(prameéry kruhu),
(
(
|DE| = [AB| = tet(a) (ADES =~ AABS),
(
(

Pyth. véta),

|BC|-|DE| + |CD| - |BE| = |BD| - |CE| Ptol. véta),
|AB| - |CD| +|AD| - |BC| = |AC| - |BD| Ptol. véta).

V poslednich dvou rovnostech vystupuji neznamé hodnoty |AC| a |CD|. Druhou z nich
eliminujeme, kdyZ rovnice vhodné vynasobime (prvni vynasobime —|AB| a druhou |AD|)
a nasledné je seCteme. Jesté nez tak ucinime, pfepiSeme |DE| hodnotou |AB| a |BE|
hodnotou |AD|. Tudiz

—|AB|-(|BC|-[AB| + |CD| - |AD|) = —=|AB| - (|BD| - |CE]),
|AD- (|AB|-|CD| +|AD| - |BC|) = |AD| - (AC] - | BD).

Po seéteni a upravach obdrzime rovnost
|BC|- (|AD|* = |ABJ*) = |BD| - (|AC| - |AD| — |CE| - |AB)), (%)

ktera je po dosazeni ekvivalentni s rovnosti

tet(8) - ((120%)? — (tet(a))?) =

= \/(120d)2 — (tet())2 - (tet(a +8) - 1207 — \/(120")2 — (tet(B))2 ~tet((1)> :

14
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Vyjadfenim ¢lenu tet(a + 8) tak Ptolemaios ziskal kyzeny vzorec

et 1) = 1T = GBI+ te( ) TP = (e

Poznamenejme, Ze kdyZ rovnost (x) vydélime vyrazem |AD|3, ziskime

|BC| - |AB*\ _ |[BD| (|AC| |CE| |AB]
|AD| |AD]2) = |AD| \|AD| |AD| |AD|)’

coz se dé v situaci z obr. 1.7 pomoci funkci sinus a kosinus podle novodobého zapisu
s piihlédnutim k rovnosti |[<BEC| = |<BDC| = § prepsat na tvar

sind(1 — sin? ) = cos~y (sin(y + &) — sin~y cos d) .
Odtud po déleni hodnotou cosy # 0 ziskdme znamy tvar souctového vzorce
sin(y 4+ ¢) = sin~y cos § + cos -y sin d.

Diky odvozenému vzorci pro tet(a + ) obdrzel Ptolemaios pro pfipad a =  aparat na
vypocet hodnot tet(3°), tet(1,5°) a tet(0,75°) z hodnoty tet(6°), kterou jiz znal:

2 - tet(3°)/(1209)2 — (tet(3°))2
1204 ’
2 - tet(3°)/(1209)2 — (tet(3°))2
1204 ’

tet(6°) = tet(3° + 3°) =

6916°50” =

tet(3°) = 398728
2 - tet(1,5°)4/(1207)2 — (tet(1,5°))2

tet(3°) = T ,
. o d)2 _ 0))2
3d872877 — 2 tet(]"5 )\/(]‘122003 (tet(175 )) ,

tet(1,5°) = 1434’15,

2 - tet(0,75°)/(1209)2 — (tet(0,75°))2
1204 ’

2 - tet(0,75°)+/(1209)2 — (tet(0,75°))2
1204 ’

tet(1,5°%) =

1934715" =

tet(0,75°) = 0%47'8".

6. Aby mohl Ptolemaios sestavit tabulku délek tétiv s krokem 0,5°, potfeboval jeSté vypoci-
tat hodnotu tet(1°) jako hodnotu lezici mezi tet(0,75°) a tet(1,5°). Pouzil k tomu ducha-
plnou metodu interpolace, ktera byla znama jiz astronomu Aristarchovi (asi 320 — 250 pt.
n. 1.) a ktera je pro délky t&tiv zaloZena na této vlastnosti: Spliwuji-li thly «, 8 nerovnosti
0° < a < B < 180° pak plati

tet(8) _

tet(a) «

)

15
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viz obr. 1.8, na kterém pomér S : a je pomérem délek vyznacenych oblouki BC a AB,
zatimco tet(8) : tet(«) je pomérem |BC| : |AB| piislusnych tétiv. (V dnesni terminologii jde
o implikaci 0° < v < § < 90° = 1 < % < %, ktera plyne z toho, Ze funkce sinus je na
intervalu (0°,90°) rostouci a konkéavni.) Piivodni geometricky dukaz zde uvadét nebudeme, lze
ho v8ak nalézt v [4] nebo [43]. Nésledujme Ptolemaitv postup, ktery Aristarchovu nerovnost

vyuzil hned dvakrat:

tet(1°) 1 a tet(1,5°) 1,5
tet(0,75°) 0,75 tet(1°) 1

Po dosazeni hodnot tet(0,75°) a tet(1,5°) dospél Ptolemaios k odhadim

Obrazek 1.8

tet(1°) < 192'50” a tet(1°) > 192'50”.

JelikoZ je hodnota tet(1°) zaroven mensi a vétsi jak délka 192’507 (vy3lo to tak, protoZe
hodnoty tet(0,75°) a tet(1,5°) byly pfiblizné), mohl Ptolemaios zapsat posledni hodnotu, diky
niz jiz byl schopen vyplnit celou tabulku délek tétiv — tet(1°) = 142°50”.

Nyni vyli¢ime, jak mohl Ptolemaios pomoci své tabulky vyfesit jakykoliv rovinny trojtahelnik.
Po vzoru Hipparcha budeme uvaZovat trojuhelnik vepsany do kruhu. PopiSeme nyni pouze ten
nejjednodussi pripad, kdy zkoumany trojtihelnik ABC bude pravouhly. Nutno v8ak poznamenat, ze
Ptolemaios si védél rady i s obecnymi trojihelniky, a to vypocéty ve dvou pravoihlych trojihelnicich,
které dostaneme, kdyz pivodni trojihelnik rozdélime nékterou jeho vyskou na dvé ¢asti. Na tomto
postupu se v pozdéjsich dobach budovala novéjsi trigonometrie az do své soucasné podoby.

Z elementarni geometrie vime, Zze prepona AB pravouhlého trojuhelniku ABC z obr. 1.9 je
primérem opsaného kruhu a ze |<BSC| = 2|<BAC|. Pfedpokladejme, Ze velikost o = |[<BAC| a
délka piepony ¢ = |AB| jsou dany. Nejdifve vypocitame 2a a pouZzijeme tabulku k zjisténi délky
odpovidajici tétivy BC'. Jejikoz Ptolemaiva tabulka predpoklada délku priméru ¢ = 120, vysledek
jesté musime vynasobit zlomkem 155. Tak dostaneme délku a odvésny BC. Délku b druhé odvésny
AB pak spo¢itame pomoci Pythagorovy véty a tieti thel 8 = |<ABC| snadno ur¢ime z rovnosti
B = 90° — a. Kdyby naopak byly dany strany a a c, zlomek ¢ nejprve vynisobime cislem 120.

16



1.2. STREDOVEKY ZROD TRIGONOMETRICKYCH VELICIN

Obrazek 1.9

Teprve potom sahneme po tabulce délek tétiv, kde budeme obrdcené hledat velikost 2a, ze které
pak po déleni dvéma urc¢ime velikost a.
Ptolemaitv postup vypo¢tu miiZzeme zapsat ve tvaru vzorce

a= 120 - tet(2ar). (%x)
To nas privadi k zajimavému komentafi: nasobeni a déleni ¢islem 120 je v Sedesatkové soustavé
obdobné tomu, kdyz nasobime a délime ¢islem 20 v desitkové soustavé. Provadime to jednoduse tak,
7e po vynasobeni nebo vydéleni ¢islem 2 jesté posuneme desetinnou ¢arku o jedno misto doprava
nebo doleva. Vzorec (+*) tudiz vyZzaduje, abychom zdvojnasobili tihel, vyhledali ho v tabulce, délku
odpovidajici tétivy vydélili dvéma a nakonec posunuli Sedesatinnou ¢arku. Bylo jen otazkou ¢asu, nez
nékdo zkratil tohle imorné podcitani sestavenim jiné tabulky, ktera dvojnasobnému tuhlu pfifazuje
délku poloviéni tétivy. Tento tkol, ktery dnes miiZeme nazvat sestavenim tabulky pro funkei sinus,
splnili az uéenci stfedovéké Indie.

Dobyti Recka Rimem a fada jinych pfi¢in postupné piivodily Gpadek helénské kultury. Po Pto-
lemaiovi nevytvorili alexandrij$ti ucenci v oblasti astronomie a trigonometrie, stejné Jako v dalsich
védnich oborech, nic podstatného. Rimsk4 kultura také nebyla zadnou spéasou, protoze Rimané ne-
vymysleli v tomto obdobi nového témér nic, sami jen kopirovali to, co pfevzali od Rek. Dalst rozvoj
matematiky v oblasti trigonometrie je teprve spojovan s narody Indu (od 5. stol. n. 1.) a Arabtu (od
7. stol. n. 1.).

1.2 Stredoveéky zrod trigonometrickych veli¢in

Podle internetové encyklopedie Wikipedie je stfedovék tradiéni oznaceni d&jinné epochy mezi
koncem starovéku a antické civilizace a zac¢atkem novovéku, které se poprvé objevilo v obdobi rene-
sance. StFedovék je obvykle ohrani¢en padem Zapadofimské fise v roce 476 a objevenim Ameriky
Krystofem Kolumbem roku 1492 ¢ zvefejnénim 95 tezi Martinem Lutherem roku 1517.

Jiz dlouho pfed patym stoletim naseho letopoctu se zacala matematika rozvijet na dalekém Vy-
chodé — v Ciné a Indii. Tato vyvojova etapa dale pokrafovala v arabskych zemich, v Iranu a ve
Stiedni Asii, pozd&ji v Evropé a asi v 15. stoleti az 16. stoleti spéla ke svému konci.
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Priblizné tisic let stfedovéku prosly at uz existujici ¢i nové vznikajici oblasti matematiky velkym
vyvojem (jazyk, pojmy, postupy, symbolika). Nejinak tomu bylo i v oblasti naseho zajmu, v trigo-
nometrii. Tabulky tétiv, diky nimz byli starovéci astronomové schopni dopocitat thly i délky stran
pravouhlého trojihelnika, ustupovaly do pozadi. Objevovaly se vhodné&jsi trigonometrické veli¢iny
(jako naptiklad sinus nebo tangens), které byly po fadu staleti chapany jako délky, pozdé&ji jako
poméry, podily cisel (zlomky) a koneéné jako ¢isla. I nazvy a symboly pro nové trigonometrické
veli¢iny prosly slozitym vyvojem. Malokdo vi, Ze aZ u¢enci raného novovéku dali témto veli¢inam
oznadeni, které pretrvalo az do dneska.

Velké uplatnéni v astronomii a kartografii a potfeba stéle pfesnéjsich tabulek motivovaly mnohé
stredovéké vzdélance k novym a stale hlubsim zkouméanim, jaké obecné vlastnosti maji zavislosti,
které trigonometrické veli¢iny vyjadiuji. Jejich vysledky pak na pielomu patnactého a Sestnéc-
tého stoleti vedly ke vzniku teorie goniometrickych funkci, které se analytickou cestou definitivné
wodpoutaly“ od svych staletych nositelt — délek stran a velikosti ahla trojihelnikd. Pro geometrické
vypolty se vyznam téchto funkei nijak nesnizil, ba naopak. Analytické prostiedky tyto vypocty
(nadéle v praxi vysoce potfebné a zadané) jesté vice zefektivnily.
gonometrie doplnime o konkrétni pfinosy jednotlivych osobnosti. PfestoZe objektem naSeho zajmu
je predevsim trigonometrie rovinna, nezapomeneme ani na trigonometrii sférickou, ktera byla rov-
néz intenzivné rozvijena. Mnohéa stézejni dila té doby jsou provazanym vykladem metod vypoctiu
v rovinnych i sférickych trojahelnicich.

1.2.1 Trigonometrie v Indii

V oblasti trigonometrie se Indové opirali o prace helénistickych autord, ale piinesli také mnoho
nového. Nejvice Cerpali z Ptolemaiova uceni o délkach tétiv, které je popsané v ¢éasti 1.1.2. Vzpo-
menme, ze jeho tabulka udava délku tétivy v kruhu jako funkci stfedového dhlu, ktery vymezuje.
Regeni libovolného rovinného trojihelniku pomoci Ptolemaiovy tabulky bylo v8ak velice zdlouhavé,
veli¢ina sinus. Diky ni se jiz s t&tivami pfi FeSeni trojuhelniki setkévame velice malo, nebot polovi¢ni
délka tétivy oblouku ¢ je rovna sinu oblouku 32‘3. Tlustrujme nyni polovi¢ni délky tétiv v kruznici

Obrazek 1.10: Délky polovi¢énich tétiv

o daném poloméru r pomoci obrazku 1.10. Za predpokladu, Ze polomér kruhu se rovna jedné a pii
oznateni a = |{ BAC| definujeme po vzoru Indu veli¢iny sinus a kosinus p¥islusné thlu « rovnostmi

1 1
sina = E\BC| = |BD|=|SE|, cosa = §|AC| = |AE| =|SD|.

Po zavedeni thlu 8 = [{ABC/| = 90° — « okamZité dostavame rovnosti sin 8 = cos « a cos § = sin a.
Je nutné zduraznit, ze témto dvéma novym délkovym veli¢indm, které Indové pouzivali pouze
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1.2. STREDOVEKY ZROD TRIGONOMETRICKYCH VELICIN

pro thly z intervalu (0,90°), fikdme dne$nim zptsobem sinus a kosinus a jejich hodnoty znacime
sin a, resp. cosa, i kdyz to je korektni pouze v pripadé poloméru r = 1. Sami Indové pro tyto
veli¢iny méli své nazvy, které nasledné prosly dlouhym historickym vyvojem. Zminime se o ném
o par radka nize.

Z provedené uvahy o dvojicich thla «, 8 z obr. 1.10 plyne, Ze sinus a kosinus jsou dva exemplaie
veli¢iny téhoz druhu (,,poloviéni tétivy*), coz presndji zapiSeme rovnosti

cos a = sin(90° — «).

Otéazka zni, pro¢ je tedy Indové viibec rozlisovali a nevystacili si s jednou veli¢inou, jako si diive
Ptolemaios vystadil s tet a, délkou tétivy pfislusnou stfedovému tuhlu a? Dvojice sinus, kosinus
umoznila Indim vyjadfovat jednodusSeji vztahy mezi stranami a dhly pravothlého trojihelniku a
také ruzné dulezité vzorce, jako napiiklad vztah pro ,sinus poloviny oblouku*

e r(r — cos a)
sin— =4/ ———=
2 2
¢i vzorce pro ,sinus sou¢tu a rozdilu“
. sin «¢ cos 3 + cos v sin . sin «¢ cos 3 — cos v sin
sin(a + B) = p B, sin(a — B) = b 6.

T r

(Pro nas neobvykly jmenovatel r je namisté, nebot trigonometrické veli¢iny byly tehdy chapany jako
délky.) Vsechny tyto vztahy Indové popisovali slovné bez jakékoliv algebraické symboliky, navic p¥i
poloméru r razném od 1. Pfedstavme si dalsi komplikaci, kdybychom kazdé uziti hodnoty cos a
museli nahradit popisem vypoctu sin(90° — a), nejéast&ji ziejmé pomoci vyrazu /1 — sin? a! Dalsi
historie matematiky ukazala, ze zrod indickych ,,dvojc¢at* sinus a kosinus byl opravdu §tastnou uda-
losti — diky nim dnes elegantné vyjadiujeme nejenom tfeba sinovou a kosinovou vétu z planimetrie
trojuhelniku, ale také hodnoty exponencialni funkce v oboru komplexnich ¢isel.

Je prekvapujici, Ze podle [47] v dobach stfedovékych povazovali matematici za druhou (po sinu)
délku usecky mezi tétivou a obloukem. Za predpokladu » = 1 a pii oznaceni o = %MASB\ je veliina
sinusversus piislusna ahlu o znazornéna na obr. 1.11 délkou usecky CD, tedy sinversa = |CD].
Vyznam této veli¢iny byl v fadé trigonometrickych aplikaci vétsi nez vyznam kosinu, nebot napf.

C

D
-/

S

Obrazek 1.11: Délka sinusversus

v zemémérictvi a stavitelstvi odedévna patfily k zéakladnim pocetnim tudajum vysky tseci a vzepéti
oblouki (angl. versed sines). I kdyz podle obrazku 1.11 ziejmé plati

sinversa = |CD| = |SC| — |SD| =1 — cosa,
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i tento jednoduchy prevodni vztah by v naméahavé praxi stfedovékych vypocti znamenal dalsi (tedy
nezadouci) pocetni operaci (o to vice komplikovanou v pozdé&jsi epose vypodti s logaritmy). Proto
byly hodnoty sinvers « tabelizovany, zejména pro malé « s pfesnosti vétsi nez hodnoty sint a kosinti,
protoze bylo navic zésadni otazkou, nakolik se hodnota sinvers o, fadové mensi nez sin «, priblizuje
k nule. V dnesni pocitacové dobé ztratily tyto numerické argumenty svoji vahu, a tak funkci 1—cos v
nadéle néjak pojmenovévat zcela pozbylo smyslu.

Jak jsme v predchozim slibili, promluvime kratce o etymologickém vyvoji termind sinus, kosi-
nus a sinusversus. S témito veli¢inami (ovSem pod jinymi nazvy) se setkavame jiz v anonymnich
astronomickych dilech Siddhdntas a také ve verSovaném astronomickém a matematickém traktatu
Arjabhattija, ktery byl sepsan roku 499 tiiadvacetiletym Arjabhattou. Arjabhatta zde pouzival slovo
arddhadziva pro délku poloviny tétivy — pro veli¢inu sinus. Pozdéji zkratil nazev na pouhé dzZiva.
Kdyz arabsti uenci prelozili dilo Arjabhattija, indicky termin zménili na d#ba, nasledné na sku-
te¢né arabské slovo dZaib, tj. nadra, vystiih, vypuklost atd. Ve dvanactém stoleti bylo pfi prekladu
z arabstiny do latiny pouzito slovo sinus, které mélo tyz zakladni vyznam jako dZaib. Zkréceny zépis
sin se poprvé objevil u anglického profesora astronomie Edmunda Guntera (1581 — 1626).

Veli¢inu kosinus nazyval Arjabhatta kdtidZiva, tj. sinus zbytku (doplitku do 90°). Slovo kdtidziva
bylo preloZzeno do arabstiny jako dZaib al-tamam a néasledné do latiny ve dvanactém stoleti jako
sinus residui. V patnactém stoleti se objevuje u Peurbacha (1423 — 1461) a Regiomontana (1436 —
1476) oznaceni sinus complementi, tj. sinus doplitku, ze kterého s nejvétsi pravdépobodnosti vznikl
zaménou pofadi a zkrdcenim nas dnesni cosinus, ktery Edmund Gunter na prelomu Sestnéctého a
sedmnéactého stoleti zapisoval jako co.sinus. Zkratka cos se poprvé objevila roku 1674 u anglického
matematika a geometra Jonase Moora (1617 — 1679).

Slovem utkramadziva nazyvali Indové sinusversus. Kdyz ve dvanéctém stoleti zacali uéenci pou-
zivat latinské terminy vSech trigonometrickych velic¢in, mezi nimiz byl i sinusversus, pro termin sinus
(aby ho odlisili od sinusversu) méli nazev sinus rectus, tj. pfimy sinus a polomér kruznice nazyvali
sinus totus, tj. uplny sinus. Tento posledni termin se udrzoval v evropskych dilech vénovanych tri-
gonometrii az do dob Eulera, ktery svymi pracemi definitivné prosadil pro polomér trigonometrické
kruznice hodnotu r = 1.

Pfi hodnoceni pfinosu indickych védct pro trigonometrii nesmime zapomenout na tabulky tri-
gonometrickych veli¢in, bez kterych by byla tato véda prakticky nepouzitelna. Prvni tabulka sint
a sinusversi se naléza v anonymni astronomické praci ze 4. a 5. stoleti Surja Siddhdnta a v dile
Arjabhattija. V praci Arjabhattija jsou uvedeny hodnoty obou téchto veli¢in pro thel 3,75° = 225’
a jeho celo¢iselné nasobky. Porovnanim s tabulkami od Ptolemaia muZeme konstatovat, Zze prvni
indické tabulky nedosahovaly presnosti Ptolemaiova Almagestu.

Diive nez se zaméiime na zptsob vypoctu tabulek, promluvime o jisté zvlastnosti miry (jedno-
tek, ve kterych tyto délky vyjadiujeme celymi ¢isly nebo zlomky) trigonometrickych veli¢in. Stejné
jako ve starovekém Recku, také Indové delili kruh na 360 stupiii neboli 21600 (dhlovych) minut.
Vzpomenime na Ptolemaia, ktery primér kruhu rozdélil na 120 stejnych jednotkovych dila (délky
1%), takze polomér kruhu mél velikost + = 60¢. Témito dily a jejich Sedesatinnymi zlomky potom
Ptolemaios vyjadioval délky tétiv. Vétsina indickych védct vSak stejnou miru u trigonometrickych
velidin nepouzivala, ne jinak tomu bylo u autori jiz zminénych Siddhdntds a Arjabhattija. Ti 3li
ve stopach Hipparcha. Zda se jim vice zamlouvaly Hipparchovy myslenky, nebo se jim Ptolemaitv
Almagest do rukou dostal pozdé&ji nez spisy Hipparchovy, se muzeme jen domyslet. Hipparchos vy-
jadFoval trigonometrické veli¢iny a délky obloukti pomoci stejné jednotky — uvadél je v (hlovych)
minutach. Tuto jednotku délky uréil tak, Ze polozil polomér kruhu rovny 3438 minutam (r = 3438’).
K tomuto &islu patrné dospél ze vzorce pro obvod kruhu o = 27r = 360° = 360-60’. Pro zajimavost
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ze vzorce vyjadifme a pro hodnotu r = 3438 vy&islime konstantu 7

__21600° _ 21600
T2y 2343

= 3,141361 ...

Vidime, Ze chyba je az na misté desetitisicin.

Zpusob, jakym indi¢ti ucenci tabulky sestavovali, neni nikde autenticky popsan. S nejvétsi
pravdépodobnosti po vzoru Hipparcha nejdfive zjistili hodnoty sin90°, sin 30° a sin45°. Hodnota
sin 90° = 3438 byla ziejma, jelikoZ je to prave polovina délky té&tivy oblouku o velikosti 180°, tedy
polomér . Hodnota sin30° = 1719 je polovi¢ni délka poloméru a hodnota sin45° = 2431 byla
spoéitdna z Pythagorovy véty pro rovnoramenny pravouhly trojuhelnik, viz obr. 1.12. Nasledné

G
C
A
' H
6 [ ]
A L 60°N 5 g 90 45°\] 1.
S r = 3438 S r = 3438/

Obrazek 1.12: sin30° = |BD| a sin45° = |F H|

hodnoty sini pro dalsi ihly do tabulek Indové doplnili pomoci jim znamého vztahu pro sinus polo-
vi¢niho oblouku (ktery jsme uvedli vyse), az dospéli k hodnoté sin 3,75°. Poté poéitali siny dopliki
téchto hli a polovin téchto dopliku atd.

Do 12. stoleti zadny indicky astronomicky text neobsahoval tabulky trigonometrickych veli¢in
pro thly mensi nez 3,75°. Podstatné presnéjsi tabulky sint s nejmensim thlem 1° sestavil az Bhas-
kara (1114 — 7), ktery pocital se stejnou hodnotou poloméru r = 3438’ a polozil sin 1° = 60’. Vyuzil
tedy pribliZeni sin a & «, které, jak je znamo, plati pro mala « pravé v obloukové mife.

Praktické tlohy, které Indové fesili, byly vénované méfeni vzdalenosti a vysek pomoci vertikalni
ty¢e — gnomonu a pomoci podobnosti. Gnémon a jeho projekce (stin) tvoii odvésny pravothlého
trojihelniku, vedou tedy k trigonometrickym tlohdm. Pocetni stranka téchto tloh predchézela za-
vedeni veli¢in tangens a kotangens. Setkavame se vSak s nimi az v prvni poloviné 9. stoleti v dilech
ucencu arabského chalifatu.

1.2.2 Trigonometrie v arabskych zemich

Arabska matematika byla nejvice ovlivnéna matematikou mezopotamskou, feckou a indickou.
7 indické matematiky prevzala zépis Cisel a algoritmy pro pisemné pocitani, z fecké matematiky
abstraktni geometrii a myslenku axiomatické vystavby matematiky, z mezopotamského a egypt-
ského svéta prevzala tradici numericky naro¢nych vypocti a predevsim diraz na uziti matematiky
v praktickém Zivoté. Desitkovy pozicni systém pronikal pomalu na Blizky vychod a byl pouzivan
vedle domacich systémii.

Pro rozvoj matematiky meéla zakladni vyznam hlavni p¥irodni véda té doby — astronomie. Neni
tedy divu, Ze stejné jako v Indii, rovnéz v islamskych zemich byli matematikové vétsinou i astro-
nomy. Clankem, ktery spojoval matematiku a astronomii, byla pravé trigonometrie.

Zaklad arabskych trigonometrickych znalosti tvofila dila pfedchtidci starsich kultur — jedna
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z indickych Siddhdntas, Ptolemaiiv Almagest a Menelaova Sférika. Inspirovéani jejich vysledky a
metodami zavedli arabsti ucenci nékteré nové trigonometrické pojmy, prozkoumali vlastnosti trigo-
nometrickych veli¢in a vyfFesili v8echny pFipady rovinnych a sférickych trojuhelnika. Tim postupné
propracovali trigonometrii jako samostatnou oblast matematiky.

Pristupme k tomu hlavnimu, ¢im konkrétnim pfispéli arabsti ucenci k rozvoji trigonometrie
zavedli nové veli¢iny tangens, kotangens a také sekans a kosekans. Tyto trigonometrické veli¢iny se

Obrazek 1.13: Svisla ty¢ a jeji stin

v islamskych dilech objevily v devatém stoleti v souvislosti s gnémonikou, tedy nikoli v souvislosti
s tétivami a oblouky vztahujicimi se ke kruhu, jak tomu bylo u veli¢in sinus a kosinus. Na obrazku
1.13 vidime Slunce S a ty¢ AC kolmou k povrchu Zemé. Ty¢ AC vrha stin AB, z jehoz konce B je
vrchol C tyée vidét pod vyskovym thlem, ktery oznadime a. Za predpokladu, ze |AC| = 1° = 60,
zévisi délka stinu |AB| i délka |BC| slune¢niho paprsku mezi body B a C pouze na thlu a. Tyto
dvé Araby zavedené veli¢iny dnes nazyvame kotangens, respektive kosekans:

cotg o = |AB], cosec o = |BC/|.

Veli¢iny tangens a sekans definovali arabsti u¢enci podobné. Tentokrat upevnili ty¢ DF kolmo na
svislou zed, aby byla vodorovna, tj. rovnob&zna se zemskym povrchem (viz obr. 1.14). Ty¢ DF vrha
stin EF. Z vrcholu tyée D je konec F stinu vidét pod thlem, ktery oznacime §. Za piedpokladu, Ze
|[DF| = 1° = 60, zavisi délka stinu |EF| i délka |DE| slune¢niho paprsku mezi body D a E pouze
na thlu §. Tyto dvé veli¢iny dnes nazyvame tangens, respektive sekans:

tgd = |EF|, sec § = |DE]|.

Jesté jednou poznamenejme, ze ve stiedovékych arabskych zemich byly trigonometrické veli¢iny
délky (kotangens se nazyval pronim, tangens druhgym stinem), jejichz mirou byly (obloukové) stupné.
Dnes jsou to samoziejmé Cisla. Zdiraznéme, ze Arabové tyto veli¢iny pfifazovali pouze thlim z in-
tervalu (0, 90°).

Systematicky vyklad vSech novych trigonometrickych veli¢in (sin, cos, sinvers, tg, cotg, sec,
cosec) najdeme v astronomické praci Zdokonaleni Almagestu, napsané jiz koncem 9. stoleti al-
Battanim. Je v nf odvozena fada vztahti, mezi nimi vyjadien{ tangens a kotangens pomoci pomérta

sinu a kosinu ve tvaru .
tga  sina cotga  cosa

r cosa r sina’
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Obrazek 1.14: Vodorovna ty¢ a jeji stin

(Znovu upozoriiujeme na neobvykly jmenovatel r.) Pies tyto dva jednoduché pievodni vztahy ve-
liciny tangens a kotangens neztratily svij vyznam, naopak nasly rychle mnoha uplatnéni i mimo
gnémoniku (zejména v astronomii), takze tabulky jejich hodnot byly velmi potiebné.

Asi sto let po Zdokonaleni Almagestu se objevily jesté propracovanéjsi zaklady trigonometrie
v Knize dokonalosti astronoma Abu’l-Wafy (940 — 997), ktery v ni definoval (patrné historicky

tg o

Obrazek 1.15: Trigonometrické veli¢iny na jednotkové kruznici

poprvé) viechny trigonometrické veli¢iny jednotné pomoci kruznice zpusobem, ktery je nam dobfe
znam a ktery je pro ostry thel o zndzornén na obr. 1.15. Je na ném také krasné vidét ptvod ter-
mint tangens a sekans, které pochézejf z latiny a které se objevily v Evropé az v 16. a 17. stoleti.
Vyraz tangens totiz v doslovném prekladu znamené ,,dotykajici se, teény“ a termin sekans méa ceské
synonymum ,.protinajici, se¢ny*.
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S pouzitim trigonometrie se nesetkavame u islamskych autori jen v oblasti astronomie, ale také
v matematické geografii u perského kartografa a cestovatele al-Biraniho (973 — 1048). Jeho dilo
o jedenacti knihdch Masiudovsky kdnon zaujimé velmi dulezité misto v historii trigonometrie. Je ji
totiz vénovana cela tfeti kniha. Al-Birtni zde nejdfive pro n = 3,4,5,6,8,10 spocital délky stran
pravidelnych n-thelnik vepsanych do kruznice o daném poloméru a nasledné pii n = 9 pro tuto
délku odvodil kubickou rovnici. Dale se vénoval dikaztim vét o délkach tétiv, které jsou ekvivalentni
vétam o sinu souctu a rozdilu dvou uhli, sinu dvojnasobku thlu, sinu poloviny thlu atd. Mimo jiné
al-Biruni také vyvinul nové metody pfibliZznych vypoéti hodnot jako je napf. tet 1° = 2sin 0,5°,
kterou vyuzil k sestaveni velmi piesnych tabulek hodnot sinti a tangens, mimochodem jednéch z prv-
nich, které jsou vypocteny pro polomér » = 1. Tento vybér al-Birtni komentuje pfanim zbavit se
neustalého déleni a nasobeni Sedesati. Poznamenejme, ze v Evropé to ve 14. stoleti byl Thomas
Bradwardinus, ktery jako prvni doporucil brat délku poloméru r» = 1.

Nejznaméjsi orientalni ucenec v oblasti trigonometrie byl Nasir ad-Din at-Tusi (1201 — 1274)
se svym hlavnim dilem o péti knihach Traktdt o wuplném ctyrstranu. Je to prvni préace, ve které jiz
trigonometrie nebyla pouhym pomocnikem astronomie, ale ve které se uceni o feSeni trojihelnika
povazuje za samostatnou oblast matematiky. At-Tsi ve svém dile vybudoval prvni skute¢né aplnou
a celistvou soustavu rovinné i sférické trigonometrie od zékladnich pojmu a vztahi az k algoritmtim
FeSeni vSech typickych tdloh. O rovinné trigonometrii pojednavé pouze tfeti z péti knih. MiZeme se
v ni napiiklad setkat s tlohou vyjadrenou dvojici rovnic

sin x

rty=d a : =D,
siny

kde  a y jsou neznamé uhly, d dany thel a p dané ¢islo. K témto soustavam, kterym se dnes fika
Snellovy, se vratime v kapitole 4 pfi feSeni piikladu 4.5.1.

Podivejme se nyni, jaké nové pocetni postupy vyvinuli arabst{ ucenci pro sestavovani tolik po-
tfebnych trigonometrickych tabulek, které byly zahrnovany do tzv. ,zidz*, coz bychom prelozili
jako sbirky tabulek pro astronomy a geografy. Nejstarsi dochované arabské trigonometrické tabulky
z 9. stoleti (jedny sestavené al-Chwarizmim, druhé al-HabaSem) byly jako i u vétSiny pozdé&jsich
arabskych autort vy¢isleny pro polomér r = 60 a z hlediska metod i pfesnosti byly srovnatelné s ta-
bulkami Ptolemaia. Ten, jak jsme diive podrobné popsali, klicovou hodnotu tet 1° ziskal z hodnot
tet 0,75° a tet 1,75° postupem, jehoZ meze presnosti odpovidaji tomu, Ze na intervalu (0,75°%;1,75°)
nahradime funkci o — tet  funkei linedrni. S novéatorstvim v tomto ohledu pfisel az Abu’l-Wafa,
ktery v jiz vzpomenuté Knize dokonalosti pro svou tabulku sini s krokem 0,25° provedl vypodcet kli-
¢ové hodnoty sin 0,5° nikoliv ze dvou, ale tii blizkych hodnot sin «, a to pro thly a rovné ve stupnich
zlomkim %, % a %. Tyto tii hodnoty sini je mozné urcit ze vzorci pro sinus rozdilu a sinus polo-
vi¢niho thlu a ze zndmych hodnot sinu, a to diky rovnostem 12 = 72 — 60,15 = 45— 30,18 = 36 : 2
a diky tomu, Ze plati 32 = 2°. Na zdkladé pravidla

0°<a<pB<B+5<90° = sin(a+9J) —sina > sin(f+ ) —sin 3,

které je geometricky dokdzano v [5, str. 305] a které vyjadfuje, ze funkce sinus je na intervalu
(0°;90°) konkavni, pak Abu’l-Wafa ziskal odhady

. 5) _ si
sina + s1n(a+33) S sin(a 4 0) < sina +

sin a — sin(a — 39)
3 )

které ho volbou 32ac = 15° a 320 = 1° po dlouhych a naro¢nych vypoétech piivedly k hodnoté
sin 0,5° s obdivuhodnou presnosti (fadové 1078).
Zduraznéme, Ze jak Ptolemaitv, tak i Abu’l-Waftv postup urc¢ovani kli¢ové hodnoty ze dvou
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Gi t¥1 vstupnich hodnot méa presnostni bariéru: kliGovou hodnotu nemutzeme vypoctem dostat s li-
bovolnou presnosti (na které by mohla zaviset délka vypoctii), i kdybychom méli vstupni hodnoty
sebepfesnéjsi. Je pozoruhodné, Ze pozdéji al-Birtni v 11. stoleti a Marjam Celebi v 15. stoleti po-
psali postupy, kterymi lze tuto bariéru prekonat. PopiSeme v samotném zavéru této ¢asti podstatu
vypoctu Marjama Celebiho (metodu vsak vymyslel jeho dédedek al-Kasi, jehoz dilo se v8ak nedo-
chovalo), protoze je zajimavé spojena s tlohou o trisekci libovolného thlu a numerickym feSenim
kubickych rovnic.

Marjam Celebi nejprve pomérné snadno vypodetl (jedinou!) vstupni hodnotu v = sin 3°, kterou
Ize s libovolnou presnosti urc¢it z hodnot sin 72° a sin 60°. Kli¢ovou hodnotu x = sin 1° pak Celebi
pocital ze vztahu

4sin®1° + sin 3° = 3sin 1°,

tedy cestou feSeni kubické rovnice 4z + v = 3z s parametrem v. K numerickému vypoctu kofent
podobnych rovnic vymyslel al-Kasi jednoduchy itera¢ni algoritmus se zaru¢enou konvergenci k hle-
danému kofenu (|5, str. 317-318]). Dues je patrné, Ze uvedeny vztah mezi hodnotami sin 3° a sin 1°
je okamzitym dtsledkem vzorce pro sinus trojnasobného tihlu

sin 3a = 3sina — 4sin® a,

ktery ovSem takto trigonometricky patrné zapsal az F. Viéte. Marjan Celebi oviem ziskal vztah
hodnot sin 3° a sin 1° z tzv. rovnice pro trisekci thla ([5, str. 314-316]), tedy rovnice pro slavnou
antickou tlohu o rozdéleni libovolného thlu na t¥i mensi shodné dhly, ktera byla znama v arabskych
zemich od 11. stoleti. Konkrétnim vypoctem dosshl Celebi hodnoty sin 1° s presnosti 10710,

Stejné jako matematici islamskych zemi pievzali vSe jiz objevené od Indi, Rekﬁ, Syfant a
Babylonanii, tak i ucenci stfedovéké Evropy, nez zacali sami svymi piispévky obohacovat védu,
sahli nejdiive po pisemnostech predchozich kultur. Mohli tak zacit stavét své vysledky na pevném
zékladé.

1.3 Trigonometrie v Evropé 15. — 17. stoleti

Po Sesti stoletich védecky neplodného raného stredoveku (konec 5. az zadatek 12. stoleti), kdy
se evropsti ucenci zabyvali vyhradné naboZzenskymi a scholastickymi tvahami, nastalo v Evropé
postupné ozivovani véd a umeéni, které bylo spojeno se vznikem méstské kultury. V dobé obchod-
nich vyprav a k¥izackych valek se Evropané seznamili nejen s vymozenostmi vychodni kultury, ale
i s kulturnimi poklady déavno zapomenutého antického svéta. To v8e dalo mohutny podnét k sa-
mostatné tvirdi ¢innosti evropskych ucencii. Pozvolna za¢ina jedno z nejkrasnéjsich a na pamatky
nejbohatsich obdobi v dé&jinach Evropy — renesance.

Neopomenutelny vyznam pro rozvoj matematiky mély pieklady z fectiny a arabstiny do jazyka
latinského, ktery se stal spole¢nym pro v8echny zapadoevropské ucence té doby. Napiiklad do la-
tiny pielozeny Ptolemaitiv Almagest (z Fectiny i arabstiny) mohli stfedovéci evropsti matematici a
astronomové studovat jiz ve druhé poloviné 12. stoleti.

Podoba a piehlednost trigonometrickych tabulek ve stfedovéké Evropé byly zavislé na zpu-
sobu zapisovani ¢isel a jejich vyjadfovani zlomky. S nasi moderni desitkovou pozi¢éni soustavou
a s indo-arabskymi ¢islicemi byla Evropa seznamena v 8. stoleti. Tento indo-arabsky systém ne-
byl ihned pfijat Sirokou vefejnosti, ktera davala prednost zapistim ¢isel pomoci Fimskych &islic.
Nicméné evropsti u¢enci vnimali vyhodu nového systému a nadsené ho obhajovali. Hlavné diky vy-
kladu o indo-arabskych éislicich v dile Liber abaci (1202) od Leonarda Pisanského ziskala desitkova
pozi¢ni soustava vSeobecnou podporu ve védeckych kruzich.
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Prvni trigonometrické tabulky vyuZivajici nového systému byly sestaveny okolo roku 1460 ra-
kouskym astronomem a matematikem Georgem Peurbachem (1423 — 1461). Narozdil od Ptolemaia,
ktery polozil polomér kruhu r rovny 60 jednotkam a néasledné délky tétiv vyjadioval pomoci Sedesa-
tinnych zlomkt, Peurbach kombinoval systém o zakladu Sedesat se systémem o zékladu deset. Zvolil
polomér kruhu r» = 600000 jednotek a hodnoty trigonometrickych veli¢in vyjadfoval celymi ¢isly
v desitkovém systému. Peurbachtuv zak Regiomontanus, o némz se vice zminime v této podkapitole,
nejdiive zvétsil polomér kruhu na » = 6 000 000, ovsem velice brzy se Sedesétkového systému vzdal a
roku 1467 sepsal prvni ¢isté desetinné trigonometrické tabulky p¥i poloméru kruhu r = 107. Hodnoty
trigonometrickych veli¢in byly opét zapisovany celymi &isly. Pii pfechodu od r = 107 ke kone¢nému
r = 1, jak je tomu dnes, se vyznam téchto tabulek neztratil: zapsana cela Cisla se stala citateli
desetinnych zlomki (desetinnéd ¢arka se posunula o sedm mist doleva). Ke skutetnému prechodu
k desetinnym zlomktim dospél ve svych trigonometrickych tabulkidch az F. Viéte. Pro zajimavost
uvedeme Viétiv zapis hodnoty jedné z goniometrickych veli¢in (pii r = 10%):

sin 60° = 86,602|540,37.

Svisla ¢ara oddéluje ¢itatele zlomku od celého ¢isla (jmenovatele Viéte vynechava) a carky slouzi
k seskupovani fada od nuly vzdy po t¥ech. Dnes bychom jeho vysledek zapsali smiSenym ¢islem ve
tvaru sin 60° = 8660227557

A7z do 16. stoleti stali u rozvoje trigonometrie hlavné astronomové. Neni tedy zadnym piekva-
penim, Ze jim byl i vynikajici némecky matematik Johannes Miiller alias Regiomontanus (1436 —
1476), ktery napsal dilo O trojihelnicich vselikjch knih patero — prvni evropskou préci, v niZ byla
trigonometrie chapana jako samostatna matematickd disciplina. V této vyznamné praci, ktera se
skladala z péti knih, Regiomontanus metodicky uspoiddal trigonometrické znalosti Ptolemaia a in-
dickych a arabskych ucencii. Prvni kniha za¢ina zavedenim zakladnich pojmu. Funkce sinus je zde
uvedena po vzoru indické definice. Ta pravéi trigonometrie (tedy FeSeni obecnych trojihelniki) se
objevuje az v knize druhé. Sinova véta, stejné tak jako vSechna ostatni pravidla, je uvedena pomoci
slovnich spojeni, nikoli v symbolech. Objevuje se zde také poprvé vzorec pro obsah S trojuhelnika

ABC ve tvaru .
besin a

2

Je neobvyklé, ze Regiomontanus nikdy nepouzil funkei tangens, prestoze ji musel znat, at uz od
svého blizkého pritele Peurbacha, nebo z arabskych vypocti stind.

Zbyvajici t¥1 knihy pojednavaji o sférické geometrii a trigonometrii — obou nezbytnych néastrojich
astronomie. Regiomontanus celé dilo dokoncil roku 1464, avsak publikovano bylo az roku 1533.

Nyni se zminime o jedné Regiomontanové tloze, v niz se hledd maximum. Byla to mimocho-
dem prvni tloha tohoto druhu od dob starofecké matematiky. Jelikoz Zil Regiomontanus dveé sté&
let pfed objevenim diferencialniho po¢tu, problém fesil elementarni metodou. Zadéni zni: Ty¢ AB
dané délky je zavéSena svisle tak, ze se nedotyka podlahy. Vzdélenost mezi spodnim koncem tyce B
a podlahou je dana délkou tsecky BO (viz obr. 1.16). Otézka zni: V jaké vzdalenosti od bodu O se
nachézi na podlaze bod P, z néhoz je ty¢ vidét pod nejvétsim dhlem ~7

Regiomontanus pro své feSeni vyjadiil pomér cos~ : sinvy (velifiny tangens a kotangens nepou-

S =

zival) ve tvaru sou¢tu dvou zlomkii, ktery bychom dnes pomoci vzorce pro kotangens rozdilu dhli
a, B z obrazku odvodili takto:

|[PO| |PO|

cotgy = cota(a — ) = cotgacotg S+ 1  [40][BO +1 B |PO| |AO| - | BO|
87 o " cotgf—cotga QI 1POT A0 [BO] * (JAO] - |BO]) - [PO]

Nejvétsi mozny thel v odpovida nejmensi mozné hodnoté cotg . Zakladem dalsiho Regiomontanova
postupu pro odhad sou¢tu dvou zlomku byla uzite¢né nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym

26



1.3. TRIGONOMETRIE V EVROPE 15. - 17. STOLETI

Al A
P 0]

Obrézek 1.16: Extremalni Regiomontanova tloha

o . - N3 o+ utv . oti ~ A
primérem dvou kladnych ¢&fsel u a v. Tato nerovnost “5* > /u - v se stane rovnosti pravé tehdy,

. PR e ) e . ol .. _ |AO||BO| .
kdyz kladna ¢isla u a v jsou si rovna. Polozime-li u = [A0|=BO] &V = ([AO|-|BO|)|PO]’ obdrzime

|PO |A0| - |BO| 2\/[A0] - [BO|

[A0[ = [BO| " (JAO| - |BO))-[PO| ~ [AO| - [BO| -

cotgy=u+v>2yu-v=2

Nejmensi hodnota cotg v tedy nastane, kdyz bude platit v = v:

|PO| B |AO| - |BO|
|AO| = [BO|  (]AO| - |BOJ) - [PO|’

|PO| = /]AO] - |BO.

Hledany bod P je umistén od bodu O ve vzdalenosti, ktera je rovna geometrickému praméru vysek
bodid A a B méfenych od podlahy. V geometrické interpretaci je takovy bod P bodem kruZznice,
ktera prochézi koncovymi body A, B tyce a dotyké se pfimky podlahy pravé v bodé P. Vysledek
rovinné tulohy se svislou ty¢i se pro Regiomontana stal rovnéz motivaci pro dalsi velice zajimavou,

tentokrat prostorovou tlohu o nalezeni nejpiiznivéjsi pozice pro pohled do daného okna budovy.

V prvni poloviné 17. stoleti se o podstatny pfinos pro praxi trigonometrickych vypoctu zaslouzil
anglicky matematik John Napier (1550 — 1617), kdyZ roku 1614 objevil logaritmy. Myslenka zavedeni
logaritmti mé své kofeny pravé u vypocéti podle trigonometrickych vzorci, a to ve snaze prevést
sou€in ¢i podil trigonometrickych veli¢in na jejich soucet nebo rozdil. Astronomové si totiz uvédomili,
7e pocitani bude jednodussi a kratsi, kdyz hledané souciny a podily vypocitaji pomoci s¢itani a
od¢itani.

Dnes mluvime o logaritmech jako o funkcich jejich zakladu a logaritmovaného ¢isla. Hlavnim
zdjmem Napierovy doby vsSak bylo sestaveni logaritmickych tabulek. Mezi vSemi prikopniky byl
John Napier (autor samotného terminu ,logaritmus®) prvni, ktery sestavil tabulky logaritmi hodnot
sinfi.! Znovu piipomeiime, Ze jedté v 17. stoleti byly hodnoty sinu stale chapany jako délky. Aby

1O vyznamu trigonometrickych vypoétii v tehdejsi dobé svédéi i skuteénost, ze p¥imé tabulky logaritmii &isel (a
ne sini) se objevily az o nékolik let pozdéji.
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Obrazek 1.17: John Napier

dostal Napier pozadovanou piesnost, polozil sin90° = r = 107 (stejné jako Regiomontanus). Na
ukézku uvedeme jeden radek z Napierovy tabulky, ktera sestava ze sedmi sloupci.

34°40° 5688011 5642242 3687872 1954370 8224751 55°20

Prvni sloupec udéava velikost dhlu «, druhy hodnotu sinu pro dany thel «. V poslednim sloupci
se doc¢teme velikost thlu doplitkového (90° — «) a v predposlednim hodnotu sin(90° — «), coz je
hodnota cosa (hodnoty sinu a kosinu jsou tedy pfirozena Gisla mensi nez 107). Tteti resp. paty
sloupec uvadi tzv. Napierovy logaritmy sinu ze druhého resp. kosinu ze Sestého sloupce. Podle této
(dnes jiz zapomenuté) konstrukce se ,logaritmem® ¢isla x nazyvalo &slo y = NapLogz urdené
rovnosti x = 107 - (1 — 10~7)¥. Kone&n& prostiedni sloupec udava hodnotu rozdilu zapisi ve t¥etim
a patém sloupci, rovnou hodnoté Napierova logaritmu pro tangens ahlu v prvnim sloupci:
. 7 sina
NapLog(sin a) — NapLog(cos ) = NapLog | 10° - —— | = NapLog(tg ).
cos &
(Pro rozdil Napierovych logaritmi plati pro nas méné obvykly vzorec NapLog(a) — NapLog(b) =
= NapLog(107 - #). O ¢&initeli r ve vztahu tga = r- 2% jsme psali v asti 1.2.2.) Jednotlivé Fadky
Napierovy tabulky odpovidaji hodnotdm thlu o s krokem 1 minuta.
Pro zajimavost numericky ovéfime hodnotu z t¥etiho sloupce uvedeného Fadku Napierovy ta-
bulky:

y = NapLog(5688011) < 5688011 = 107 - (1 — 1077)Y.
Posledni rovnici vyfesime vzhledem k neznamé y:

107
_ In som
107

In o1

Jmenovatel posledniho zlomku je velmi malé kladné ¢islo:

In 7107 In{1+ ! - ! odle vzorce In(1+x) =z
= = VZ i =
107 - 1 0 -1) 107-17 ’

takZe pro hodnotu y = 5642242 z Napierovy tabulky nam vychazi
107

n——

5688011

Dalsi postava z prelomu 16. a 17. stoleti, ktera se zaslouzila o pretvofeni celé matematiky, a
tedy i trigonometrie, do podoby, jak ji zname dnes, neni nikdo jiny nez velky francouzsky aritmetik

y= (10" —1)-1 = 5642244,
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Obrazek 1.18: Francois Viéte

a algebraik, ale také geometr a piedevsim velky pravnik a advokat, Francois Viete (1540 — 1603).
Jeho nejdilezitsjsi dilo Uvod do analytického uméni z roku 1591 je povazovano za nejranndjsi praci
o symbolické algebfe, ve které se Ctendf seznamuje se systémem zapisu matematickych vztaht,
ktery odpovidd tomu nasemu dne$nimu. Znamé veli¢iny Viéte oznacuje souhlaskami a neznamé
samohlaskami, rovnici definuje jako porovnani neznamé veli¢iny s veli¢inou pevné danou a podéava
zékladni pravidla pro feSeni rovnic. Tento Viétav piinos — pfechod od slovni k symbolické algebie

Néas ov8em predevsim zajima Viétuv pfinos v oblasti trigonometrie. Stejné tak jako byl Viéte
tspésnym zakladatelem symbolické algebry, miize byt také opravnéné nazyvan otcem celkového
analytického pfistupu k trigonometrii. Ve svém dile Canon mathematicus z roku 1579 zhotovil
rozséhlé tabulky vSech Sesti trigonometrickych veli¢in pro thly blizké jedné minuté. Viéte v nich dal
prednost desetinnym zlomktm pied Sedesatinnymi. Aby se ovSem vyhnul zapisim tisici zlomki,
vybral si pro tvorbu sinovych a kosinovych tabulek hodnotu r = sin 90° = 100 000.

Pii FeSeni ostrotihlych trojihelnikii Viéte objevil tvrzeni ekvivalentni tangentové vété, o které
pojedname v podkapitole 3.5 a kterou dnes zapisujeme vzorcem

—B

a—-b tg%5
- +8

a+b tgiz

a ktera méla po staleti velky vyznam, nebot narozdil od kosinové véty umoznila pii trigonometric-
kych vypoctech uzivat logaritmy. Ackoliv byl Viéte mozna prvnim, kdo zminénou formuli pouzival,
poprvé vysla tiskem az roku 1583 v dile Geometria rotundi od autora Thomase Fincka.

V dobé Viéta se objevovaly v celé Evropé rtizné druhy dalsich trigonometrickych vzorci, které
mély za nasledek sniZeni pracnosti vypoctu pii FeSeni trojihelnikia. Mezi nimi byla také skupinka
vzorcil, pomoci kterych se dal soucin ¢ podil prevést na soudet ¢ rozdil (nebo naopak). Pomoci
obr. 1.19 odvodime spolu s Viétem alespon jeden z nich. Obloukim délek x,y odpovidaji hodnoty
sinz = |AB| a siny = |CD|. Potom plati

T — T +y T —y

sinz +siny = |AB| + |CD| = |AE| = |AC| cos Y = 2sin 08 —5—,

pfitom v poslednim kroku jsme vyuzili, Ze AC je zakladnou rovnoramenného trojihelniku OAC

s tthlem z + y pii vrcholu O. KdyZ zavedeme substituce A = L;y aB= %, obdrzime uzite¢né&jsi

tvar

sin(A + B) + sin(A — B) = 2sin Acos B.
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Obrazek 1.19

Podobnym zptisobem lze odvodit vztahy

sin(A + B) — sin(A — B) = 2cos Asin B,
cos(A + B) + cos(A — B) = 2cos Acos B,
cos(A — B) — cos(A + B) = 2sin Asin B.

Jeden z téchto vzorci — prevod sou¢inu kosinii na jejich soucet — byl zndm jiz arabskym uéenctim,
ovSem az koncem 16. stoleti, a to hlavné zasluhou Viéta, se vSechny tyto vztahy staly Siroce uzi-
vanymi. Kdyz napiiklad chtél nékdo vynasobil dvé ¢isla 98,436 a 79,253, pfifadil polovinu prvntho
Cisla a ¢islo druhé kosinim cos A = 49,218 (49,218 = W) a cos B = 79,253 a z tehdy dostupnych
tabulek pro trigonometrické veli¢iny zjistil uhly A a B. Z tabulek vyhledal hodnoty cos(4 + B) a
cos(A — B) a jejich se¢tenim ziskal kyZzeny soucin zadanych ¢isel 98,436 a 79,253. Poznamenejme, Ze
soucin byl nalezen bez pouZiti operace nasobeni a bez logaritmu. Aplikaci vy§e zminénych vztaht na
vypocet soucinu dvou ¢&isel jsme ziejmé moc ¢asu a energie neusetfili. Kdyz si vSak pfipomeneme,
Ze trigonometrické tabulky v té dobé s vice jak deseti nebo patnécti platnymi ¢islicemi nebyly nijak
neobvyklé, praci Set¥ici moznost vyuzit vztahy pro pfevod soudinu na soucet se stala stale vice vy-
slovovanou. S podily bylo moZno zachazet stejnym zpiisobem, tentokrat za dopomoci tabulek pro
sekans a kosekans.

Asi nikde neni Viétovo zobecnéni ryzi trigonometrie na analytickou teorii goniometrickych funkei
vyraznéjsi nez ve spojitosti s jeho vzorci pro n-nasobny thel. Vztahy pro sinus a kosinus dvojnéasob-
ného thlu byly znamy jiz Ptolemaiovi a vztahy pro trojnasobny tthel mohly byt jednoduse odvozeny
z Ptolemaiovych vzorcii pro sinus a kosinus sou¢tu dvou thli. Pouze s velkym tsilim bychom s po-
moci Ptolemaiovych pravidel dospéli ke vztahtim pro sinnz a cosnz. Viéte pouzil duchaplnou
myslenku tykajici se pravoihlych trojihelniki a velice zndmé algebraické identity

(a® +b%) - (& + d*) = (ad + be)? + (bd — ac)? = (ad — be)? + (bd + ac)?

k tomu, aby dospél ke vzorctim pro vicenésobné thly rovnocenné s témi, které dnes zapisujeme ve
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tvaru

n o . n 4 .
cosnr = cos" x — (2) cos" 2 zsin®x + <4) cos" tzsinty — ...,

. n _ . n _ . n 5 .
sinnx = (1) cos" lzsinx — (3) cos" B xsindz + (r) cosz" Osin®z — ...
5

a ve kterych vidime snadny disledek Moivreovy véty, o niz pojedname v podkapitole 1.4.

Jak jsme jiz zminili, byl to pravé Viéte, se kterym si trigonometrie zacala osvojovat sviij moderni
analyticky charakter. Kromé symbolické algebry k tomu prispéla také analyticka geometrie, u jejithoz
zrodu stéli velikani jako byl francouzsky filosof, matematik a fyzik René Descartes (1596 — 1650)
a francouzsky matematik Pierre de Fermat (1601 — 1665). Tento objev je skute¢né pro goniometrii
vyznamny. Uvédomme si, Ze dnes se goniometrické funkce sinus a kosinus definuji pomoci soufadnic
bodt na jednotkové kruznici.

K dalsimu rozvoji trigonometrie a jejimu pferodu v samostatnou matematickou disciplinu, které
dnes fikame goniometrie, pfispéla v prvni poloviné 17. stoleti nartstajici vina uplatnéni goniomet-
rickych funkei, a to nejenom pii triangulacnich vypoctech na uréovani poloh a vzdalenosti uzivanych
nejcastéji pro ucely geodézie, navigace, metrologie, astrometrie nebo pfi fizeni palby, ale také v no-
vych oblastech fyziky, které byly od samotné trigonometrie vzdalené. Galileiv objev, ze kazdy
pohyb mitze byt rozlozen na dvé slozky podél kolmych ¢ar, volal po uzivani trigonometrickych ve-
li¢in. V 17. stoleti, kdy se velice cenila délostieleckd dovednost, byla velice vyznamnou motivaci
snaha pomoci vypoc¢tl s goniometrickymi veli¢inami urc¢it misto dostfelu projektilu vystieleného
z kanénu.

V souvislosti s triangula¢ni metodou zminime alespoi jednoho holandského astronoma a mate-
matika Willebrorda Snella (1580 — 1626), ktery se zabyval uré¢ovanim délek zemskych rovnobézek.
Po vysloveni tohoto jména v souvisloti s goniometrii by byl hiich opomenout jeho zakon o lomu
svétla, ktery zni: pomér sinu thlu dopadu a sinu thlu lomu je pro dvé rizna homogenni prostiedi
staly a rovny poméru velikosti rychlosti vinéni v jednotlivych prostiedich.

Dalsi oblast fyziky, ktera byla vyrazné studovana v 17. a 18. stoleti, se zabyvala jednim z perio-
dickych pohybti — kmitanim. Velké ndmoini stavby v té dobé si zadaly stale v&tsi pFesnost naviga¢ni
techniky. To ptimélo védce se zabyvat kmitanim kyvadel a pruznosti riznych druht. Uvedeme ale-
spoil jedno jméno nizozemského fyzika a matematika, ktery vytvofil teorii fyzikalniho kyvadla a
zkonstruoval kyvadlové hodiny. Nebyl jim nikdo jiny nez Christiaan Huygens (1629 — 1695). S na-
rustajicim zdokonalovanim hudebnich nastroji byli také védci stéle vice motivovani zabyvat se
chvénim (kmitdnim) strun, zvont a dechovych pistal. Pii popisech téchto i jinych periodickych jevi
hraji goniometrické funkce zasadni roli, kterou naznacéime v piikladu 4.7.1. Dalsimi aplikacemi goni-
ometrickych funkci uvnitf samotné elementarni matematiky se budeme zabyvat v zavéreéné kapitole
celé prace.

1.4 Eulerova reforma goniometrie

Leonhard Euler se narodil 15. dubna roku 1707 v Basileji (évycarsko). Rozsifil a doplnil vSechny
oblasti matematického mysleni, mnohé tak dobie a podstatné, jako by byly jim zcela nové vytvoreny.
My se v nésledujicim textu samoziejmé omezime na Euleriv pfinos v jediné discipliné — goniometrii.
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—Le |

Obrazek 1.20: Leonhard Euler

1.4.1 Hlavni rysy Eulerovy reformy

Z obecného pohledu na goniometrii je nejvyraznégjsi Eulerovou zasluhou, Ze rizné (do té doby
pouze numericky vy¢islované a tabulizované) trigonometrické hodnoty pretvoiil ve funkce. Toto
tvrzeni vzhledem ke sloZitému historickému vyvoji pojmu funkce nyni vysvétlime a upfesnime.

V dnesni dobé je termin funkce matematickym nazvem pro zobrazeni z néjaké mnoziny M
do mnoziny &isel (vétsinou realnych nebo komplexnich) nebo do mnoZiny vektort (pak se mluvi
o vektorové funkei). Je to tedy jakykoliv predpis, ktery kazdému prvku z M jednozna¢né piifazuje
néjaké ¢&islo nebo vektor (hodnotu funkee). Privlastkem ,jakykoliv¢ vyjadiujeme, Ze predpis nemusi
nést zadné znamky pravidelnosti ¢ obecnosti, funkéni hodnoty pro jednotlivé prvky mohou byt
vyjadifeny riznymi vzorci, nemusi byt mezi nimi zddn4 , pfibuznost* ptvodu.

Pro Eulera, od néhoZ pochazi oznafeni y = f(x) z roku 1748, v8ak pojeti funkce znamenalo
existenci jednotného analytického vyrazu obsahujiciho x, podle kterého se d4 y vypocitat. Na funkci
tedy musela byt dana urcita univerzalni formule, do které mohlo byt za proménnou z dosazeno
jakékoliv ¢islo — realné ¢i komplexni. Euler pak rozdéloval funkce na dvé skupiny, a to na funkce
algebraické a transcendentni. Nejjednodussi tvary algebraickych funkei s proménnou z podle Eulera
jsou:

y=a+z, y=a—x, y=az, y=%, y=a y= 1,

vSechny ostatni algebraické funkce dostane jejich skladanim. Transcendentni funkce jsou podle Eu-
lera takové, které nelze tkony algebraickymi koneénym tvarem vyjadrit. Patii sem funkce expo-
nencialni, goniometrické, logaritmické a cyklometrické. Tak pro difve vyluéné geometricky chapané
hodnoty sinu a kosinu Euler objevil analytické formule ve tvaru (nekone¢nych) fad

. x> 2 z?2 ot

s1nx:x—§+5—~~ , cosx:l—j-o—I—
Tyto univerzalni formule mimo jiné odstranily pochybnosti, jak definovat hodnoty sinz a cos x pro
¢isla x, kterd nevyjadiuji velikost ostrych dhli.

Do doby Eulerovy bylo v trigonometrii mnoho nedofesenych teoretickych otézek. Jak jsme pravé
naznadili, nebyla jesté vyjasnéna otézka znamének goniometrickych funkci dhli v riznych kvadran-
tech. To bylo pri¢inou toho, Ze ¢asto vznikal zmatek v pfevodnich vzorcich. Neexistovala ani jednotna
symbolika, kazdy vzorec se odvozoval geometricky pomoci zvldstniho nac¢rtku atd.

Uvedené vzorce zbavily Eulera nutnosti spojovat hodnoty sinu a kosinu s délkami stran pravo-
thlého trojuhelniku. Navic i pii této trigonometrické interpretaci pravé Eulerovou zéasluhou zacali
lidé povazovat goniometrické hodnoty nikoli za délky tsefek (jako tomu bylo ve starovéku a ve
stfedoveku), nybrz za ¢isla, ktera vyjadiuji pomeéry téchto délek. Tak napiiklad ¢islo 1, nejvétsi
hodnotu funkce sinus, nazyval Euler plny sinus. Zdiraznéme, Ze podle [2| pro ty, ktefi Eulerovy
spisy znaji, neexistuje zadna pochybnost, ze Euler goniometrické funkce jako ¢iselné chapal. Svédét
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o tom i nazev Von den transcendenten Zahlgrossen, welche aus dem Kreise entspringen z némeckého
prekladu 8. kapitoly Eulerova dila Introductio, které budeme v dalsi ¢asti textu popisovat. Pritom
je dulezité poukazat na fakt, Ze pro Eulera goniometrické funkce nebyly pouhé podily délek stran
pravothlych trojahelnikd, nybrz skutetné (analytické) funkce proménného dhlu s éiselnym vyjad-
fenim v radianech.

Tim, Ze se Euler dival na hodnoty goniometrickych funkci jako na ¢isla bez geometrického roz-
méru, mohl je zac¢it pouzivat ve vzorcich, aniz by narusil jejich homogenitu. Krasnym pitkladem je
kosinova véta vyjadiend znamou rovnosti a® = b% 4+ ¢ — 2bccos a, v niz je posledni ¢len — stejné
jako tti pfedchozi — skalarni veli¢ina rozméru rovinného obsahu. Sdm Euler o tom piSe: ,,Domnivam
se, ze jsem prvni zavedl do algebry siny a tangenty thlu tak, aby se s nimi mohlo zachézet jako
s ostatnimi ¢isly a nerusené provadét operace vieho druhu.“

Oznacovani stran trojuhelnika malymi pismeny latinské abecedy a, b, ¢, protéjsich uhla pak vel-
kymi pismeny téze abecedy A, B,C umoznilo Eulerovi zna¢né zjednodusit trigonometrické vzorce,
které tak nabyly znamé symetrie. TémuZz tcelu slouzilo Eulerem zavedené zkracené oznaceni gonio-
metrickych funkei tthlu z znaky sin .z, cos .z, tang .z, cot .z, sec .z, cosec .z nebo sin.A.z, cos . A.z atd.
Pismeno A u poslednich zapisu je pocateénim pismenem latinského slova ,arcus” — oblouk. Tu a
tam se také v jeho spisech vyskytuje sin.v.z namisto sinvers (,,sinus versus“ — latinsky — vzepéti
oblouku, hodnota dané vzorcem v = versina = 1 — cosa). My v8ak budeme Eulerem odvozené
vztahy zapisovat tak, jak jsme zvykli v dnesni dobé.

Byl to préavé L. Euler, ktery sestavil fadu analytickych rovnosti, které goniometrické funkce spl-
fiuji. Nékteré z nich v dalsi ¢asti textu vypiSeme. Nyni upozornéme pouze na vyznamny Eulertuv
objev, ze funkce sinx, cosx a e spliuji v oboru komplexnich &isel jednoduchy a necekany vztah

e = cosz +isinz.

Prestoze Euler nenapsal zaddné samostatné dilo vénované ucelenému vykladu goniometrickych
funkeci, jeho préace byly jiz v 18. stoleti védeckym podkladem pro sestaveni nékterych uéebnic trigo-
nometrie a goniometrie, na svou dobu velice pokrokovych. Jednou z prvnich byla napi. u¢ebnice aka-
demika M. J. Golovina Rovinnd a prostorovd trigonometrie s algebraickymi dikazy, vydana v Rusku
v tom tvaru, v jakém jich pouzivime v nyné&jsi dobé.

V dalsi ¢asti podrobnéji popiSseme mista, kde goniometrické funkce vystupuji v jedné z Eulero-
vych stéZejnich knih, ktera se stala zakladni uéebnici infinitezimélniho po¢tu a podnitila dalsi rozvoj
matematické analyzy ve druhé poloviné 18. stoleti.

1.4.2 Introductio in Analysin infinitorum (1748)

Ve svém dile Uvod do analyzy z roku 1748 Euler vytvoiil z trigonometrie skute¢nou védu o gonio-
metrickych funkcich, podal jeji analyticky vyklad a odvodil fadu goniometrickych vztahii z nékolika
zékladnich vzorct. Jeho postup a vysledky nyni stru¢né popiseme.

Goniometrickym funkcim se Euler ve své knize Introductio za¢ina vénovat v 8. kapitole tvofené
§126-142. V jejim uvodnim paragrafu 126 pfipomina méfeni thli pomoci kruznicovych obloukii a
oznacuje délku jednotkové polokruznice (vypsanou na 162 desetinnych mist) symbolem 7. V §127
pak thlu z v obloukové mife pfifazuje pomoci bodu na jednotkové kruznici hodnoty sin z a cos z,
vypisuje je pro thly 0, 7,7, 37”, 2w, uvadi rovnosti

. ™ . ™ 22 2
cos z = sin 572 , sin z = cos ifz ,sin“z+cos“z =1

a definuje
COos z 1

, cotgz = — = —.
sin 2z tgz

sin z
tgz =
Cos 2
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V dal§im paragrafu pak zminuje bez dikazu vzorce pro sinus a kosinus sou¢tu a rozdilu dvou uhla
(jez povazuje za znamé z trigonometrie) a odvozuje vzorce pro hodnoty funkei po zvétSeni nezéavislé
proménné o celé periody a poloviny period. K nim jesté v § 129 pfipojuje vzorce pro hodnoty

sin(2y + z), sin(3y + z), sin(4y + z) a cos(2y + z), cos(3y + 2), cos(4y + 2).

V § 130 néasleduji vzorce pro sinus a kosinus polovi¢éniho thlu, ke kterym se pfipojuji v § 131 rovnosti,
pomoci kterych jsou soucty a rozdily sina a sinb, cosa a cosb pfevedeny na souciny. Paragraf 132
pak prinasi rovnost pro nésobeni komplexnich jednotek

(cosz v —1sinzx)(cosy + vV—1siny) = cos(z + y) £ v —1sin(z + y),

ktera je jesté rozsifena na podobnou rovnost pro tii nezavislé proménné. ProtoZe je zékon tvofeni
takovych soucini ihned rozpoznatelny, Euler pokracuje v nasledujicich paragrafech uvedenim vzorce

(cosz ++/—1sinz)" + (cosz — /—1sinz)"
2

cosnz =

a obdobnym vzorcem pro sinnz. Odtud v §133 ziskava pomoci binomické véty znamé vyrazy pro
cos nz a sin nz ve tvaru mnoho¢lent proménych sin z a cos z. Tyto rozvoje dnes zpravidla odvozujeme
oddélenim realnych a imaginarnich ¢asti v rovnosti

cosnz +isinnz = (cos z + isin 2)",

kdyz jeji pravou stranu rozvineme podle binomické véty. Tato znama rovnost je dnes oznacovana
jako Moivreova véta podle matematika Abrahama de Moivrea (1667 — 1754), ktery uvedenou rovnost
v roce 1722 objevil, nikdy ji viak ve svych pracich nezvefejnil.?

Euler dale v §134 pokracuje: pokud je z oblouk tak maly, Ze sinz = z a cosz = 1, a za n
uvazujeme nekoneéné velké ¢islo, takze nz bude konecny oblouk x, pak bude sinz = z = 7 a ze
zminénych mnoho¢lenti pro cos nz, sin nz dostaneme zndmé mocninné fady pro sinz a cos x. Bylo to
bez uziti integralniho poc¢tu historicky prvni odvozeni sinové a kosinové fady, kterymi lze analyticky
definovat funkce sinus a kosinus a které jsme vypsali na str. 32. Pokud do téchto fad dosadime za
5 pak dostaneme mocninné fady pro sin g7 a cos 5T, které Euler jeste v §134 vypisuje aZ
k 29., resp. 30. mocniné zlomku 7 a jejich koeficienty uvadi s pfesnosti na 28 desetinnych mist. Tyto
fady ostatné oznamil uz v roce 1739 v pojednani Methodus facilis computandi angulorum sinus ac

tangentes, tam naturales, quam artificiales. V § 135 dila Introductio jsou uvedeny fady pro tg 5

xr =

a cotg 5, ve kterych se 13mistnymi koeficienty dochézi Euler az k mocniné (%)25, ovSem bez

udéani odvozeni. Zminuje, Ze tyto fady muZzeme nachézet pomoci déleni sinovych a kosinovych rad,
pozdéji vSak dodava jiné jejich podrobné odvozeni. Spo¢iva v tom, Ze se snadno ur¢i nulové body
£ T mm H T 1A e : ~_ 2 ~ s ~
funkei cos 57 + tg - sin g a tyto se pak s jejich pomoct rozvinou v nekonecné souciny. Tim, Ze
pak na druhé strané vypiSeme mocninné fady pro cos 5 a sin 5 a nekone¢né souciny roznésobime,
dostaneme pomoci porovnani koeficientti u stejné vysokych mocnin x soucty raznych rad, z nichz

ta prvni je tvaru:

T mm 1 1 1

dmn e on T 2 —m2 9n27m2+25n27m2+.“

Podobné ziskame soucet rady

mr _ 2n 4mn ( 1 1 1 )

to—— — _ 2
T ™ 4n? — m? + 16n2 — m?2 + 36n2 — m?2 +

2(25], str. 83.
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Nyni Euler jednotlivé ¢leny téchto fad rozviji v nekoneéné geometrické fady a po pfeskupeni s¢itanct
dostane fadu z mocnin zlomku 7 opatienych koeficienty tvaru

1 1 1 1 1 1
1+@+5ﬁ+ﬁ+--- resp. ﬁ+6ﬁ+8ﬁ+---.
Sc¢itani takovych fad, které se Jakobovi Bernoullimu zdélo byti neprekonatelnou piekazkou, si Euler
dovolil jiz v letech 1734 — 35.
V §136 a § 137 Introductia jsou zminény prostiedky potifebné k vyhodnému sestavovani tabu-
lek hodnot goniometrickych funkei na zékladé diive odvozenych fad. K tomu Euler podotyka, ze

s pomoci jiz od Viéta zndmych vzorca
sin(30° + z) = cos z — sin(30° — z) a cos(30° + z) = cos(30° — z) —sinz

mohou byt pouhym séitanim a odecitdnim nalezeny hodnoty sinu a kosinu thli prevysujicich 30°
z hodnot pro dhly mensi nez 30°. Pak Euler ze vzorce pro tg(a + ) vyvozuje vzorce

2t tga —t
tg2a = _ciga a cotg2a = w

1 —tg2a
a ze druhého pro a = 30° — b dostéava tieti vzorec

tg(30° — b) — tg(30° — b
t5(30° + 2) — S8 )2 Bl ).

Z t&chto t¥{ vzorci jiz miZzeme pocitat kotangenty a tangenty thli prevysujicich 30° (z hodnot pro
ahly mensi nez 30°).

V §138 Euler piinasi analytickd vyjadieni funkei sinus a kosinus pomoci exponencialni funkce
ve tvaru jednoduchych vzorci

elv + e~ iv . elt _ o=V
COSvV = T a smmv = ————,

jez odvozuje z rovnosti

i)™ _iv\n w\" _iv\n
cosv:(1+") +(1-5) asinv:(1+”) (=) pro n = oo.

2 2i

Na toto odvozeni Euler patrné pfisel po obdrzeni zpravy, kterou mu napsal Mikulés I. Bernoulli
v dopise ze 13. Cervence 1742. Uvedl v ném, Ze jiz v 1728 seznamil svého stryce (Johanna Bernoulliho)

se vzorcem N .
(\/17z2+iz) 7(\/172271,2)
2i

ktery pro A = 7 pii nekonecné velkém n piechdzi do vyse uvedeného vzorce pro sinv. Euler viak

sinnA =

, kde z =sin A,

teprve v Introductio oba uvedené vzorce pro cos v a sin v sestavil, udal jejich odvozeni a jako dusledek
jesteé ziskal zapisy komplexnich jednotek ve tvaru

e =cosv +isinv, e 'Y = cosv — isinw.

O rok pozdgji (1749) opublikoval také vyjadreni hodnot sin(z 4 iy) a cos(x + iy) z hodnot cosz,
sinzx, e¥, e7Y.
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V obou nésledujicich paragrafech 139 a 140 Euler dopliiuje pfedchozi skupinu vzorci s komplex-
nimi hodnotami funkei tak, ze jesté odvozuje vztah mezi logaritmem a tangentou

1  cosz-+isinz 1. 1+4itgz
z=—Inh—— = —In———.
21 cosz—isinz 21 1-—itgz

Z toho pak ziskava pomoci fady

fadu pro arkustangens

$2 xS 1,4 oo +1$n
mz+)=0—— 4+ 2 4... = ERAUES S
nr+1)=z— 5+ -+ D (=1
n=1
1'3 1'5 {E7 0 x2n+1
b r =2 — — f —— — ... = —1)n
arctgr = o = ot nz::o( ) ot

a odtud pak volbou x = 1 Leibnizovu fadu

T, 1,11
4 3 5 7 ’

V zéavéretnych paragrafem 141 a 142 celé posuzované kapitoly 8 Euler uvadi nékteré dalsi fady pro
vyhodnéjsi vypocet ¢isla .

K otazkam resenym v kapitole 8 Introductia se Euler vraci i ve svych pozdéjsich pracich. Udélejme
proto malou odbocku a poznamenejme nejprve, Ze jako doplnék k vyse zminénym rozvojim hodnot
sinnp a cosny (uvedli jsme je jiz difve na str. 31 jako Vietav vysledek) Euler uvadi v pojednéani
Subsidium calculi sinuum (1754) opafna® vyjad¥eni mocnin cos™ ¢ a sin™ ¢ pomoci hodnot cos k¢
asinkp, kde 0 < k <n:

k=|2

2

2" Leos™ p = Z (Z) cos(n — 2k)p,
k=0
k=2n

4
9dn—1 gjydn o= Z (—1)k ( ]:) cos(4n — 2k)¢p,

k=0

k=2n—1
dn —1
2in=Zginin—1, = Z < " ) sin(4dn — 2k — 1)y,

k=0 k

k=2n—1

an — 2
24n=3ginin=2 = Z (—1)2]““( nk ) cos(4n — 2k — 2)p,

k=0
k=2n—2

An —
2in—dginin=3 o = Z (fl)k( nk 3) sin(4n — 2k — 3)¢.

k=0

Do téchto rovnosti, které jsou spravné pro pfirozena n, Euler ale bez rozpakiu dosazuje celd za-
porna n, aniz by se staral o konvergenci nebo divergenci takto vznikajicich nekone¢nych fad. Tak

Euler dospél k riznym nespravnym vysledkim, které zde nebudeme vypisovat. Misto toho jesté
uvedeme, ze Euler rovnéz sestavil rozvoje do podobnych fad pro funkce sin™ ¢ cos™ ¢ a nakonec
dokazal vétu, ze pokud lze najit soucet rady

Z:AZm+BZm+n+CZm+2n+"'7
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mohou byt ureny také soucty

S = Acosmp + Bceos(m+n)p + Ccos(m+2n)p+---,
T = Asinmy + Bsin(m +n)p + Csin(m + 2n)p + - - - .

K tomu Euler dodévé, ze pomoci této véty muze byt s¢itdno mnoho fad sestavenych ze sinti nebo
kosinti nasobkii téhoz uhlu. V piikladech, které uvadi, jsou poprvé vyjadieny racionélni funkce
nezavislé proménné (tedy thlu) pomoci takovych fad. Mnoho let poté (1773 a 1776) se Euler opé&t
k této vété vratil.

Tyto vyzkumy o funkcich ahla, které vytvareji aritmetické posloupnosti, Eulera pozdéji privadéji
ke studiu vztahi mezi funkcemi takovych thlid, které jsou cleny geometrickych posloupnosti. Euler

pfitom vychézi z rovnosti
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kterou zvefejnil v roce 1737, a dostéva nékteré fady, které mu pak poslouzily k vypoctu .

Velkou roli v Eulerovych analytickych vyzkumech sehréala vyjadfeni trigonometrickych funkei
nekoneénymi souciny, protoze diky nim mohl Euler tplné vytesit Johanem Bernoullim nastoleny
problém séitani fad tvaru

kde parametr m je pfirozené &islo. Jiz v pojednéni De summit serierum reciprocarum z let 1734 —
35 Euler odvodil rozklad sinu na nekone¢ny soucin, kdyz uvazil rovnici
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kde je y = sin s, jako rovnici (s parametrem y a neznamou s) o nekoneéné vysokém stupni a podle
analogie s mnohocleny rozlozil jeji pravou stranu pomoci znamé periodicity sinu do nekone¢ného
soufinu korenovych €initelt

(-3 (-773) (=) () ()

pricemz A znamenalo nejmensi kladné arcsiny a p bylo psano misto #. Z Viétovych vztaht mezi
kofeny rovnice a jejimi koeficienty pak vychazeji hodnoty elementarnich symetrickych funkei téchto
kofenti a pomoci Newtonova vzorce rovnéz hodnoty sou¢tii jejich mocnin daného stupné.

Pro piipad, Ze y = sin A = 1, tedy A = § (Euler piSe ¢), mizeme zadané soucty fad vyjadrit
pomoci mocnin 7. Tak dostaneme napt. soucet Leibnizovy fady
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atd. Timto postupem se da ziskat soucet fady Zzzgo ﬁ pro jakékoliv pfirozené m. Nas ovSem vice

zajimé primé vyjadieni sinu jako nekonecného soudinu, ke kterému Euler uvedené rozvoje pfipojil.
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KAPITOLA 1. Z HISTORIE GONIOMETRICKYCH FUNKCT

totiz pro y = 0 dava rovnici
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a protoze tuhly, jejichz sinus je roven nule, se rovnaji m, —m, 2w, —2m, 37, ..., plati podle stejného

principu rozklad
. 52 §2 $2
moms(1-2) (- ) (1 2)

Mikulés I. Bernoulli dvakrat Eulera dopisem upozornil na to, Ze tato odvozeni nejsou v zadném
pripadé korektni, Ze neni dokézéna ani konvergence sinové fady a ze Viétovy vztahy o rovnicich
koneéného stupné se nedaji rozsifit bezprostfedné na rovnice o nekoneéné vysokém stupni. Euler
svij zpusob odvozeni pfesto také pozdéji zopakoval; tak je tomu ve dvou pojednénich z let 1740
a 1743, kde sestavil nekoneéné souciny pro sin 7+, cos 7', stejné tak jako v Introductio, kde jsou
mocninné fady rovnéz pojaty jako mnohocleny nekoneéné vysokého stupné. Piesto v poslednim dile
Euler modifikoval sestaveni nekoneénych sou¢inii zpisobem, Ze nejprve hyperbolické funkce
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rozlozil na souéiny a pak po dosazeni iz za x pfeSel k trigonometrickym funkcim.

KdyZ pak Euler dosadil specialné z = §*, vyplynula mu vyjadfeni koeficientti rozvojt funket
sin G a cos G, ke kterym se piidruzily jesté dva dalsi, kdyz se piSe n —m misto m (§ 184). Z nich
vyplynuly odpovidajici rozvoje dalsich ¢tyt funkei (§ 186), stejné tak jako praktické fady k vypoctu
hodnot Insin G a Incos 57, ve kterych Euler pokracoval az ke 30., popt. 38. mocniné zlomku 7.
Koeficienty téchto fad pocital na 20 desetinnych mist.

Vratme se po delsi odboéce znovu k popisovanému dilu Introductio. V ném se Euler zabyva
goniometrickymi funkcemi nejen ve vysSe komentované kapitole 8, nybrz rovnéz v kapitole 14, jez
mé v némeckém piekladu nazev Von der Vervielfachung und Teilung der Winkel a jez je tvoFena

paragrafy 234-263. Naplni prvni ¢asti (§236-257) je hledani riznych vztahi mezi hodnotami

T
flnz) a f(inrk—) prok=0,1,...,n—1,
n

kde z je realna proménnd, f je vzdy jedna z goniometrickych funkei (Euler postupné uvazuje sinus,
kosinus, sekans, kosekans, tangens a kotangens), 7' oznacuje nejmensi kladnou periodu funkce f
a n je prirozené ¢islo dané parity (sudé nebo liché). Obecné vzato, Euler tyto vztahy odvozuje
tak, Ze hodnotu f(nz) vyjadii ve tvaru f(nz) = P(x), kde P(x) je vhodny polynom proménné
x = f(z) (zavisly na dané funkci f a daném &isle n) a pak zapiSe vSechny koreny algebraické
rovnice P(z) — f(nz) = 0, kterymi jsou hodnoty f se zlomkovymi argumenty uvedenymi vyse.
KyZené vzorce pak dostane vypsanim Viétovych vztahii mezi kofeny a koeficienty sestavené rovnice.
kofent. Dodejme, Ze polynomické vyjadieni sin nz = P(x) v piipadé sudého ¢isla n neexistuje; Euler
tehdy nachézi vyjadreni sinnz = P(z)v1 — 22, v ném?7 odmocnina zastupuje hodnotu cos z, a pied
dalsim postupem se odmocniny zbavi umocnénim, aby dostal polynomickou rovnici.
V druhé ¢asti kapitoly 14 (§258-261) se Euler vénuje odvozovani vzorci pro kone¢né soudty

k=n—1 k=n—1
sin(s + kt) a cos(s + kt),
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1.4. EULEROVA REFORMA GONIOMETRIE

které uvedl jiz v roce 1743 v VII. svazku Miscelanea Berolinensia, protoze je potieboval k vypoctu
jistého integralu. Spréavné vzorce pro tyto konecné soucty dostava tak, Ze pro prvni souet uvazi
rozdil nekonecnych fad

Z 2K sin(s 4 kt) — Z 2K sin(s 4 kt)
k=0 k=n

a do vzorcii pro soudty obou fad dosadi hodnotu z = 1 (pro niz v8ak jde o rozdil dvou divergentnich
fad). Podobnym postupem (ktery dnes nemiZeme pokladat za korektni) Euler ziskava i spravny
vzorec pro vySe uvedeny kone¢ény soucet kosint.

Shriime stru¢né zavér plynouci z predchoziho vykladu. Dvéma popsanymi kapitolami dila Intro-
ductio se Euler zaslouzil o skute¢ny zrod teorie goniometrickych funkci, jez do té doby byly pouhymi
prostfedky trigonometrickych vypocti. Ve zminéném dile se mu dokonale povedlo pfetvofit dotyéné
funkce do forméalni analytické podoby, v jaké s nimi pracujeme dodnes.
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