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Kapitola 6

Dalsi aplikace goniometrickych funkci

6.1 Goniometrické substituce

Kromé samotné trigonometrie, kterou jsme se zabyvali ve tfech kapitolach nasi préce, nalézaji
goniometrické funkce uplatnéni v fadé dalsich matematickych obort. V matematické analyze je
snad nejvyznaméjsi role goniometrickych funkei v teorii Fourierovych fad, o kterych jsme se zminili
v piikladu 4.7.1. Jiz v zékladnim kurzu matematické analyzy sehréavaji tyto funkce vyznamnou tlohu
pri vypoc¢tech neurditych integrali z racionalnich i jinych funkei, které uréujeme pomoci vhodnych
goniometrickych substituci. Méné je zndmo, ze tyto substituce lze vyuzit i v elementarni matematice
pri feSeni ruznych algebraickych tloh, ve kterych se objevuji vyrazy, které svym zapisem pripominaji
néktery goniometricky vzorec, nebo rovnice, jez maji tvar nékteré goniometrické ¢i trigonometrické
identity. Pravé takovym postuptim se ted budeme formou jednotlivych fesenych piiklada vénovat.
Za pozornost stoji zejména piiklad 6.1.26, ktery vénujeme goniometrickému Feseni kubickych rovnic.

B Priklad 6.1.1. Najdéte obor vSech hodnot vyrazu

V=x++v1-—22

s redlnou proménnou z.!

Reseni: Protoze vyraz V ma smysl pouze pro x € (—1,1), miZeme zavést substituci x = sina,
kde o € <f%, 12’> Pro takova a plati v/1 — 22 = /1 —sin? o = cosa, takze V = sina + cosa =
T T2

= /2sin (a + %) Protoze pro a € <—§, §> probéhne soucet o + 7 interval <_Z7 %>7 na kterém

ma funkce sinus obor hodnot <—§7 1>7 je hledanym oborem hodnot vyrazu V interval <—17 \/i)

T _

(Extrémni hodnoty V = —1, resp. V = V2, dostaneme pro z = sin (f%) = —1, resp. x =sin 7} =
— V2
=¥2
B Priklad 6.1.2. Predpoklddejme, Ze pro ¢isla z,y, 2 € R maji smysl zlomky
T —y y—2z z—x
1+zy’ 14yz 1+zz

Dokazte, Ze soucet téchto tif zlomki je roven jejich soucinu.?

Reseni: Zadané zlomky jsou tvaru, ktery dobfe zndme ze vzorce pro tangens rozdilu

tga —tgf
tgla — ) = 2.
gla—5) 1+tgatgf

[31], str. 31, upraveno.
2(34], str. 20.
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6.1. GONIOMETRICKE SUBSTITUCE

Po substituci z = tga,y = tgf,z = tgy pro vhodna «, 3,7 € (—%, g) je tedy naSim tukolem
dokazat rovnost

tg(a — B) +tg(B — ) +tgly — a) = tg(a — 3) - tg(B — ) - tg(y — a).

Ta vsak pfimo plyne z vysledku ptikladu 4.6.4, podle kterého hodnoty tgu, tg v, tg w spliiuji identitu
tgut+tgv+tgw = tgutgvtgw za predpokladu, Ze plati sin(u+v+w) = 0, specialné tedy v piipadé
u+ v+ w = 0, ktery odpovida nasi situaci, kdy u = o — B,v = f — v a w = 7 — . Dikaz je tak
hotov.

B Piiklad 6.1.3. V oboru realnych &isel Feste rovnici?

6z +8v1—22=5(1+x+V1—ux).

(Regent, které je iracionalnim &islem, urdete s presnosti 1072 a najdéte kubickou rovnici, jejimz je
kofenem.)
Reseni: Kromé goniometrické jednicky vyuzijeme vzorce

« L9
1+COSOé:2C052§ a l—cosa:2sm2§.
ProtoZe obé strany dané rovnice jsou definovany pouze pro z € (—1,1), miZeme vyhodné zavést

substituci z = cos a, kde a € (0,7), a do rovnice dosadit
V1—22 =sing, \/1+x:\/§-cos% a Vl—-z= \/ﬁ-sin%,

nebot hodnoty sina, cos § a sin § jsou pro a € (0, 7) nezaporné. Dostaneme tak pro novou nezna-
mou « rovnici

6cosa + 8sina = 5v/2 (COS%+Sin%),

kterou dale upravime obvyklym postupem:

3 4 2
—cosa+ —sina = £ (cosgqtsing>7

) 5 2 2 2
sin(a + ):sin(g-i-E)
sin © 5+t 1)

kde ¢ € (0, g) je uhel ureny podminkami

3
sinp = 5 cos p = 5

spojenymi se zndmym pravothlym trojihelnikem o stranach 3,4 a 5. Z omezeni « € (0, 7) plyne, Ze
a+ @ a 5+ 7 jsou dva thly, které lezi po fadé v intervalech (O, 37”) a (%, %’r) Proto se siny téchto
dvou uhli rovnaji jediné ve dvou piipadech

M) a+¢>:%+%, (ii) (a+<p)+(%+%)=7r.

V pifpadé (i) vychazi o = § — 2¢, takze prvni feSeni 21 ma hodnotu

3 4 24
1 = COS (g —2@) :sin2g0:2sin<pcosgp:2~g~g =35

3[18], str. 13-14, kde rovnice FeSena pouze v oboru <§7 1).

187



KAPITOLA 6. DALSI APLIKACE GONIOMETRICKYCH FUNKCI

V piipadé (i) plati o = 5 — %gp, takZe druhé feseni xo ma vyjadient

2 2 2 3
T9 = COS (g - §<p> = sin §<p = sin (§ arcsin 5) = 0,416.

Podle vzorce sin38 = 3sin § — 4sin® 8 pro hodnotu 8 = %(p, pii které plati sin 8 = z9 a sin38 =

=x = %7 dostéavame rovnost
24

%= 3xo — da3,

takZe ¢islo o je kofenem kubické rovnice 1002 — 75z 4 24 = 0.

B Piiklad 6.1.4. V oboru realnych &isel feste soustavu rovnic?

)

3 — _ —
T —y 2, 3y —=z 9 3dz—x 2
z—3x

z—3y y—3z
Resen: Uéinnym prostiedkem bude vzorec pro tangens trojnasobného argumentu, ktery je podle
prikladu 4.6.1 tvaru

3tga — tgla

tg3a =
& 1 - 3tg2a
Vyfesime-li totiZz rovnice zadané soustavy vzhledem k neznamym, v nichz jsou linearni (tedy po

fadé y, z a ), dostaneme vztahy

3 3

3 —u Z_3y—y3 1:—3Z_Z
T 1—-3227 7 1-3y27 7 1—322

Y

se zlomky z uvedeného vzorce. Ukazme, Ze nova soustava rovnic je v oboru nenulovijch realnych &isel
s puvodni soustavou ekvivalentni. Kdyby platilo napt. = 0, nespliiovalo by prvni pivodni rovnici
zadné ¢islo y. Proto nutné plati x # 0 a podobné y # 0 a z # 0. Z dusledkt puvodnich rovnic

y(1—32%) =3z —2%, 2(1-3°) =3y—13, 2(1-322)=32—23
proto plyne, Ze zadné z &isel 22,92, 2% se nerovna ani &slu é, ani Cislu 3. Zminéna ekvivalence
ptivodni a upravené soustavy (druhé v oboru zyz # 0) je tak dokazana.

Predpokladejme nyni, Zze (z,y,z) je libovolné feSeni upravené soustavy, (z,y,z) # (0,0,0).
Hledejme hodnotu x ve tvaru x = tga pro vhodné a € (f%, g) ,a # 0. Z prvni rovnice soustavy
plyne y = tg 3, z druhé pak z = tg (3-3a) = tg 9a a kone¢ns z t¥eti rovnice z = tg (3-9a) = tg27a.
Plati tedy rovnost tg o = tg 27« ktera znamena, ze 27a = o+ k7 neboli a = g—g pro vhodné k € Z.
Z podminek —3 < a < § a a # 0 dostavime 24 moznych hodnot +1,+£2,...,£12 parametru k.
Kazdé z nich odpovida trojice hodnot

¢ km ¢ 3km ¢ 9k

xr = —_— = _— z = _

896 YT 6 726

Protoze tyto hodnoty funkce tangens existuji a jsou nenulové, je kazda z téchto 24 trojic FeSenim
soustavy ze zadani piikladu (a jiné jeji FeSeni, jak plyne z naSeho postupu, neexistuji).

4[18], str. 14.
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6.1. GONIOMETRICKE SUBSTITUCE

M Piiklad 6.1.5. V oboru realnych &sel feste soustavu rovnic®

2 —3zx=y, Y -3y=2 2>-3z=n10.

Resent: Levé strany zadanych rovnic pfipominaji vzorec pro kosinus trojnisobného argumentu,
ktery jsme dokézali v piikladu 4.6.1 ve tvaru

€08 3w = 4 cos® w — 3 cos w.

V zadanych rovnicich v8ak ,,chybi“ koeficient 4, coz napravime, kdyZ je po vydéleni ¢islem 2 zapiSeme

3 3 3
(Y s Y (Y s (B st
2 2 2 2 2 2 2 2 2

ve tvaru

Hledejme proto nejprve feseni dané soustavy v oboru (—2,2). V tomto pfipadé totiz mizeme psat
x=2cosa,y =2cos 3 az=2cosy pro vhodna «, 8,7 € (0,7) a po dosazen{ do upravenych rovnic
dostaneme diky uvedenému vzorci pro w = «, 3,7 soustavu rovnic

cos3a =cosfB, cos3fB =cosy, cosdy=cosa.

Je korektni zavér cos 27a = cos «, ktery se odtud nabizi? Vsimnéme si jesté jednou vzorce s obecnym
thlem w. Plyne z néj, Zze hodnota cos3w je jednoznacné wuréena hodnotou cosw. Proto v naSem
pfipadé z rovnosti cos 3a = cos 8 plyne cos 3 - 3a = cos 33, tedy — s ohledem na cos 35 = cos~y —
plati cos9a = cos~y. Odtud podobné obdrzime cos27a = cos 3y, a tim je zavér cos27a = cos
korektné dokézan. V jeho dusledku pro vhodné k € Z plati

km km
270 = + 2 li —,— .
Ta « + 2km  neboli a€{13’14}

S ohledem na « € (0,7) tak dostaneme 27 vyhovujicich hodnot «, kterym odpovida 27 riznych
feSeni zadané soustavy:

km 3km 9km
x—QCosE, y—QCosl—3, z—2cosl—3 (k=0,1,...,13)
a
km 3km 9km
x—Qcosﬂ, y—QCOSﬂ, Z—QCOSH (k=1,2,...,13).

(Protoze je funkce kosinus prostd na intervalu (0,7), jedna se skutefné o rizna feSeni, protoZe se
1isf ve sloZce x; kvili tomu jsme ve druhé skupiné fegeni vynechali hodnoty k =0 a k = 14.)

Regenf prikladu by bylo netplné, kdybychom neukazali, Ze soustava rovnic nemé zadné FeSeni,
jez nespliuje podminku z,y, z € (—2,2). Udélame to nyni péknym obratem. Kdybychom zadanou
soustavu Tesili algebraicky, a to eliminac¢ni metodou, po dosazeni za y z prvni rovnice do druhé a
poté po dosazeni za z z druhé rovnice do tfeti bychom dostali rovnici s jednou neznamou x

(2% — 32)% — 3(2® — 32))® — 3(2® — 32) + 9(2® — 32) = 2,

jeZ mé z¥ejmé stupenn 27. A protoZe jsme nasli pravé 27 jejich FeSeni v oboru (—2,2), Zadna jina
feSeni ani mimo tento obor neexistuji.

531], str. 29-30.
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KAPITOLA 6. DALSI APLIKACE GONIOMETRICKYCH FUNKCI

B Piiklad 6.1.6. V oboru realnych &isel feste soustavu rovnic®

3(z? 4+ Dyz =4(® + D2z = 5(2> + Doy, zy+yz+z2z=1.
Resent: Posledni rovnice dané soustavy evokuje identitu

a, 8 B, v, o

o které jsme v podkapitole 5.1 ukézali, Ze plati pro vnitini uhly «, 5,7 libovolného trojihelniku.
Hodnoty tg5, tgg7 tg3 jsou tehdy oviem kladné, mizeme to vSak tvrdit o slozkach z,y, z libovol-
ného feSeni zadané soustavy? Piedné je jasné, Ze zadné z &isel x,y, z neni rovno nule. Kdyby totiz
napiiklad platilo x = 0, z prvnich dvou rovnic soustavy bychom méli yz = 0, zatimco z t¥eti rovnice
by plynulo yz = 1. Cisla yz, zx, Yy jsou tedy nenulova a podle prvnich rovnic maji stejné znaménko;
protoZe je podle tfeti rovnice jejich soucet roven 1, jde o tii kladna &isla. Kazdé feSeni (z,vy,2) je
tedy tvofeno bud t¥emi kladnymi, nebo tfemi zapornymi &isly, pfitom trojice (—z, —y, —z) je zfejmé
také feSenim. MuZeme se proto skuteéné omezit na hledéani feSeni v oboru kladnych éisel, jak jsme
si prali.

Vratime se nyni k trigonometrické identité zapsané v tvodni vété feSeni a dokdZeme uZitecné
pravidlo: Spliiugi-li kladnd redind c¢isla x,y, z rovnost xy+yz+zx = 1, pak tato ¢isla maji vyjddrent
T =tg5,y = tgg a z = tg3, kde a, 3,7 jsou vnitini 1ihly vhodného trojuhelniku. Skutecng, Cisla
a, 8,7 pro kyZena vyjadieni v intervalu (0, ) existuji, nebot funkce tangens nabyva v (O, 7—2r) vSech
kladnych hodnot. Nagim cilem je vysvétlit, pro¢ pro takova «, 8,7 plati rovnost a + 8 + v = 7.
Z predpokladané rovnosti zy + yz + zx = 1 zfejmé plyne xy # 1, takZe ji lze upravit do tvaru

1
I_rtY neboli tg(g—z):tg(g—l—é)

z l—ay 2 2 2
(diky vzorci pro tangens souctu). Posledni rovnost pro thly a, 8, € (0,7) jiZ oviem znamena
g7g=%+§ neboli a+fB+~vy=m,

a potfebné pravidlo je tak dokazano.
Vratme se k feSeni zadané soustavy v oboru kladnych ¢isel a dosadme odvozené trigonometrické
vyjadieni z = tg5,y = tg%, z = tgZ do prvnich dvou rovnic soustavy, upravenych do tvaru
322 +1)  4(y®+1) 5(z2+1)

x Y z
po vydéleni sou¢inem zyz. Diky identité

tg?y +1  sin®% +cos? ¥ 2

tgs sin § cos & "~ sinw’

kterou pouzijeme pro w = «, 3,~, dostaneme
3-2 4.2 5-2
sina sin 3 - siny

neboli sina:sinf:siny=3:4:5.

Podle sinové véty jsou «, 8,7 vnitini thly zndmého pravouhlého trojihelniku o stranach 3,4, 5,
takze plati sina = %, sin 8 = % a siny = 1. Z vySe uvedené identity s tthlem w snadno vypocteme
hodnoty tg§ = %, tgg = % a tgd = 1. V oboru kladnych ¢isel mé tedy zadana soustava jediné FeSeni
(z1,y1,21) = (%, %, 1). Jeji druhé feSeni je (z2,y2,22) = (f%, f%, 71), zadné dalsi FeSeni v oboru
realnych &isel dané soustava nema.

5[18], str. 15-16.
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6.1. GONIOMETRICKE SUBSTITUCE

W Piiklad 6.1.7. V oboru realnych &isel Feste soustavu rovnic’

e +aly=y, 2wH+iylz=2z 22+z=u=.
Resent: Vyuzijeme vzorec pro tangens dvojnasobného argumentu
2tg o
tg2a = %,
1 —-tga
nebot zlomky uvedeného druhu dostaneme, kdyZz rovnice zadané soustavy vyfesime po fadé vzhledem

kyzaa:

2z 2y 2z

1o PTiog YT oz

Ujistéme se, Ze upravena soustava je ekvivalentni s ptivodni soustavou, ze tedy vydéleni vyrazy
1—22,1—12,1— 22 je korektni aprava. Kdyby napfiklad platilo 1 — 22 = 0, tj. « = £1, po dosazeni
do prvni rovnice bychom dostali 2z = 0, tedy spor. Proto se déle budeme zabyvat feSenim upravené
soustavy. Po substituci £ = tga s vhodnym thlem a € (—g, %) dostaneme z prvni rovnice y =
= tg 2, z druhé pak z = tg2-2a = tgda a konecné z tieti rovnice x = tg2 - 4o = tg 8a. Z rovnosti
tg a = tg 8 mame 8a = a + k7 neboli a = %77 pro vhodné k € Z, jez diky podmince o € (—% %)
nabyva hodnot k = 0,+1, £2,+3. Tém odpovida sedm trojic

(- )_tkit%it%i
J’7y7zi g77g7?g7 )

Y

jez jsou zfejmé ruzna feseni dané soustavy (lisi se totiz ve slozce x a zadn4 slozka zadné trojice se
nerovna ani 1, ani —1). Jin4 feSeni dana soustava nema.

B Piiklad 6.1.8. V oboru realnych &isel feste pro kazdé n > 2 soustavu rovnic®

2r1x0 + 1 = m%, 2x0r3+1 = x%, ey, 2xpxy+1= x%

Resent: Z prvni rovnice ziejmé plyne x1 # 0, takZe z ni lze vyjadfit xo pomoci x; zlomkem, k jehoz
tpravé se vyplati — mozna ponékud piekvapivé — substituce z; = cotg a. Takovy thel o € (0,7)
jist& existuje, nebot obor hodnot funkce kotangens na (0, 7) je celé R. Dostaneme tak

cos?a 1 2

2

2 2
oy = =1 G _cos"a—sin"a _ cos2a _ cotg 20
2x 2. 98 2 sin a cos « sin 2

Podobné z druhé rovnice soustavy plyne zo # 0 a x3 = cotg (2 - 2a)) = cotg4a. Z daldich rovnic
pak indukci dostaneme vyjadieni z; = cotg (2i_1a) pro kazdé i = 1,2,...,n, aZ konetné z posledni
rovnice x1 = cotg (2"a). To znamen4, Ze cotg a = cotg 2" v, a proto 2"a = o+ km neboli a = %
pro vhodné k € Z. S ohledem na podminku a € (0,7) musi byt &slo & rovno jednomu z &isel

1,2,...,2" — 2 a my tak nachazime 2" — 2 n-tic

2km ALY T
om0 ,

km
(z1,22,...,2,) = ( cotg o 17cotg

ktera jsou riizna feSeni zadané soustavy, nebot se navzajem lis{ v prvni sloZce z; a zadna slozka
zadné n-tice se nerovna nule. V opa¢ném piipadé by totiz nékteré z isel 2;;17’“1” muselo byt nasobkem
Gisla , takze &islo 2771 - k by muselo byt délitelné ¢islem 2" — 1. Mocnina 2771 je viak s lichym
Cislem 2™ — 1 nesoudélné, takze by &islo 2" — 1 bylo délitelem &isla k € {1,2,...,2" — 2}, a to je
spor. Dokézali jsme, Ze zadana soustava ma prave 2" — 2 FeSeni (uvedenych vyse) a zadna jina FeSeni

nema.

7[31], str. 31.
831, str. 31, kde zad4no a feSeno pouze pro n = 4.
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KAPITOLA 6. DALSI APLIKACE GONIOMETRICKYCH FUNKCI

B Priiklad 6.1.9. Pro libovolna realné &isla x1, o, ..., x, dokazte implikace

adtay 42l =0 = x1+x2+~~~+xn§§-max{|xi\:1§z§n}

r1+29+--+2,=0 = x?+x%+ +xn < Z max{|xi|3:1§i§n}.
Pro obé dokazované nerovnosti rovnéz zjistéte, kdy v nich nastane rovnost.’
Reseni: Vyuzijeme vzorec pro sinus trojnadsobného argumentu

sin 3 = 3sin o — 4sin® o,

ktery jsme odvodili v piikladu 4.6.1. Maxima M a M3 v dokazovanych nerovnostech jsou nezaporna
¢isla, pritom v pripadé M = 0 jde o dvé trivialni rovnosti, nebot tehdy plati x; = 0 pro kazdé i. Az
do konce TeSeni se proto zabyvejme pfipadem kdy M > 0. Tehdy muzeme kazdé z ¢isel x; vyjadrit
ve tvaru x; = M sina; pro vhodné «; € < 5 2> =1,2,...,n. Podle vzorce z tvodni véty feSeni
plati rovnosti

3x; 430?

sin 3a; = 3sina; — 4sin” o; = MM

jejichz se¢tenim pro i = 1,2,...,n dostaneme

;sm&xi = M;rz — W;xf,

odkud jiz snadno plynou obé implikace pro zkoumané soucty:

i I-isin3ai§%~i1:g
; i = - 251113041 < ——i M3,

Zaroven vidime, Ze v prvni dokdzané implikaci nastane rovnost, pravé kdyz bude platit sin3a; =

= 1 pro kazdé ¢ = 1,2,...,n. To s ohledem na 3q; € <—37", 377’> znamena 3q; € {73777,% neboli

a; € {f%, %}, tedy z; = M sina; € {f]V[, %} prokazdé i =1,2,...,n. Kolik z ¢isel z; ma hodnotu
— M a kolik hodnotu % zjistime z predpokladu o3 +23 4 - - 423 = 0, za kterého podminku rovnosti
hledame. Je-li &; = —M pro pravé k indext i (a tedy x; = % pro n — k indext i), m& zminény
predpoklad tvar

M

"f'(—M>3+(n—k)~<7)3—o neboli —k

=0

(pfipominame, ze M # 0), coZ je ekvivalentni s rovnosti n = 9k. Kromé pfipadu M = 0 proto plati
v prvni implikaci rovnost, jen kdyz je ¢islo n délitelné deviti a pfitom § ¢isel x; je rovno —M a 9
C¢isel x; je rovno %

Pro rovnost v druhé dokézané implikaci zkoumame kombinaci predpokladu a podminky ve tvaru

n
Zsinaizo a sin3aq;=-1 (1<i<n).
i=1

9[46], str. 12 a [18], str. 16, v obou zdrojich bez diskuse o pfipadu rovnosti. O naro¢nosti mozného ditkazu prvni
implikace bez uziti goniometrické substituce se lze presvédéit v [38], str. 147-8.
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6.1. GONIOMETRICKE SUBSTITUCE

Z podminky tentokrat dostaneme «; € {—%, %} neboli z; € {—%7M} pro kazdé i = 1,2,... n.
Predpoklad tehdy bude splnén, jen kdyz bude &islo n délitelné tfemi a pfitom %" ¢isel x; bude

rovno f% a g ¢isel 2; bude rovno M. To je hledané kritérium rovnosti v druhé implikaci (v pfipadé

M #0).
B Piiklad 6.1.10. Piedpokladejme, Ze pro kladna realna ¢isla a, b, ¢, d plati

1 1 1 1

=1.
1+a4+1+b4+1+c4+1+d4

Dokazte nerovnost abed > 3 a zjistéte, kdy v ni nastane rovnost.'”
Reseni: N&3 postup zalozime na vyuziti ziejmé identity

1 2
——— = cos” 1.
1+ tg2z
Uréime-li k danym ¢islim a, b, ¢, d thly «, 8,7,6 € (O, g) tak, aby platilo tg o = a?,tg 8 = b%,tgy =
= 2 a tgd = d?, pak podminku ze zadani pitkladu miZeme diky uvedené identité piepsat do tvaru

cos? o+ cos? B+ cos? vy +cos?d =1 mneboli  cos? B + cos® v + cos? § = sin® .

Odtud uzitim nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym priimérem trojice &sel cos? 3, cos? 7, cos? §
(kterou jsme dokazali v uvodni ¢asti podkapitoly 5.2) dostaneme

sin? @ = cos? B + cos? v + cos? § > 3¢/ cos? Bcos? v cos? 4.

Vynasobeni tohoto odhadu pro sin o a analogickych tif odhadi pro sin® 3, sin?v,sin? ¢ ziskdme
nerovnost

2

sin? asin? Bsin? ysin? § > 81 cos? o cos? 3 cos® 7 cos? 6,

kterou lze zfejmé upravit na tvar tg2a tg?stg?ytg26 > 3%. Leva strana posledni nerovnosti je viak
rovna atbcid?, takze pozadovany ditkaz nerovnosti abed > 3 je hotov. Rovnost v ni nastane, prave
kdyZ nastane rovnost ve vSech Ctyfech nerovnostech, které jsme mezi sebou vynasobili. Takova
podminka bude splnéna, pravé kdyz kazda tii z primérovanych &sel cos? a, cos? 3, cos? v, cos? §
budou stejna. ProtoZze soucet vSech ¢tyf ¢isel je roven 1, dostdvime kritérium rovnosti abed = 3
v podobé vztaht

2

. . . . 3
cos? o = cos? B = cos® vy = cos? § = neboli  sin® o = sin? B = sin?y = sin?§ = T

|

Ekvivalentni zapis tg o = tg § = tg v = tg d = /3 vede k zavéru, Ze rovnost abed = 3 nastane jeding
pro &tvefici a =b=c=d = v/3.

B Piiklad 6.1.11. DokaZte, Ze z libovolné ¢tvefice ruznych éisel z intervalu (0, 1) lze vybrat dvé
&isla x a y tak, aby platilo!!

1
0<azyv/1—y2—yy1—2a2< 7
Regeni: Dana Gty¥i rizna Cisla z intervalu (0, 1) zapiSeme v goniometrickém tvaru jako

sinay, sinag, sinag, sinay,

10[44], str. 14.
1131], str. 31.
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kde a1, a2, as, aq jsou Ctyfi razné thly z intervalu (0, %) Diky tomu, Ze v/1 — sin® o = cos o pro
kazdé i, mame tkol dokazat existenci dvou indexi i,j € {1,2,3,4} s vlastnosti

N | =

. . 1 . .
0 < sina; cos a; — sinaj cos a; < 3 neboli 0 < sin(e; — ) <

(podle vzorce pro sinus rozdilu). Posledni podminka bude splnéna, pravé kdyz pro indexy 4, j bude

platit 0 < a; — a; < g, nebot funkce sinus je na intervalu (0, %) rostoucf a sin g = % Takovou
dvojici oy, o ze Ctvefice aq, o, a3, ay vZdy vybereme, nebot v jednom ze ¢4 intervalt (O7 %> , (%, §>
a (%, %), které deli cely interval (0, %) na tfetiny, musi dva ze ¢tyr danych thla vzdy lezet.

B Piiklad 6.1.12. Pro viechna realna &isla x,y dokaZte nerovnosti'?

{4y —ay)
(1 +22)(1+9?)

-5 < <

1 1
2 2
Rozhodnéte rovnéz, kdy nastanou rovnosti.

Reseni: Elegantni postup zalozime na vyuziti goniometrickych vzorcta

sin(a + B)
cos acos 3’

cos(a + 3)
cos acos 3’

tga+tg s = 1—tgatgp = 1+ tgw =

cos2w’

jejichz platnost je ziejma. Kazda dvé redlna &isla z, y miizeme zapsat ve tvaru z = tga a y = tg 3,

kde o, B € (fg, %) Podle uvedenych vzorci upravime vyraz ze zadani piikladu, pfitom tieti vzorec

uzijeme pro dvé hodnoty w = a a w = 4:

(z +y)(1 — zy) %ﬂﬂﬂ . cos(a+ﬁ% .
__ cosacos COS (x COs . 3 _ ot
1+a)(1+y2) I T = sin(a + f) cos(a + ) = 5 sin2(a + ).

cos2a  cos?f3

Obor hodnot posledniho vyrazu je skuteéné interval <—%, %> Tim jsou oba odhady ze zadani pii-

kladu dokézany, pfitom jedna z rovnosti nastane, pravé kdyz bude platit sin 2(a + 8) = %1, tj.:
2a+p) = g+k’7r neboli a+5:%+k%

pro vhodné k € Z. To je ziejmé& ekvivalentni s podminkou tg(a + 8) = +1, kterou lze uZitim vzorce
pro tangens souctu pfepsat do ptivodnich proménnych z,y ve tvaru

2y oy
1—ay ’

(Vyhovujici dvojice [z,y] jako body v roviné s kartézskou soustavou soufadnic Ozy zaplni dvé
rovnoosé hyperboly se stiedy [1,1] a [-1,—1].)

B Priklad 6.1.13. Dokaite, ze funkce p dana predpisem

|z —

or,yY) = —F/—m—s —
(@y) V14221 + 92

ma obor hodnot (0,1) a spliuje tzv. trojihelnikovou nerovnos

pro vSechna z,y € R
t13

o(z,y) + o(y,z) > o(x,z) pro viechna z,y,z € R.

12[31], str. 31, bez diskuse o p¥ipadech rovnosti.
13130], str. 240.
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Reseni: Libovolna realna ¢isla x, y, z 1ze zapsat ve tvaru

r=tga, y=tgB a z=tgy ,kdeaﬁﬁe(f%g)-

Dosadme do piedpisu pro funkci g a upravime (s ohledem na to, Ze cosw > 0 pro kazdé w € (f 5 g))
(2.9) [tg o — tg O] cos a cos 3 | sin v cos 8 — cos asin f
o\x,y) = : =
V1+tg2ay/1+tg2B cosacosf  \/sin? o+ cos? av/sin? B + cos? B

(Vyuzili jsme bézné goniometrické vzorce.) Tim je tvrzeni oboru hodnot funkce ¢ dokazano a troj-
ihelnikovou nerovnost, kterou mame ovérit, lze zapsat ve tvaru

Isin(a — B)| + [sin(B — )| = [sin(a — 7)|.
Provérku zaloZime na vzorci pro sinus souctu, podle kterého plati
|sin(a — )| = |sin((a — B) + (B —7))| = | sin(a — B) cos(B — ) + cos(a — B) sin(B — v)| <

< |sin(a — B)| - [cos(B8 — )| + | cos(a — B)] - | sin(B — )| <
< |sin(a — B)| - 1+ |sin(8 — )| - 1.

= |sin(a — B)|.

Tim je celé FeSeni ukonceno.

B Piiklad 6.1.14. Pro libovolna &isla a1, as, ..., a, € (0,1), kde n > 2, dokazte'4
Varag .. an +/(1—a1))(1 —ag)...(1—ay,) <1.

Regent: Nejprve se v pfipadé n > 2 pomoci vynechani né€kterych ¢initeli vedouctho k odhadim

Varag - a, < ajaz a /(1 —a)(1—ag)...(1—an) <1 —a1)(l —az)

»zbavime“ proménnych as,aq, ..., a, a zredukujeme tak vSe na dikaz nerovnosti
vaias + (1—0,1)(1—&2) <1.
Uzitim substituci a; = cos?ay,as = cos®?as s vhodnymi thly ay,ay € <0, %> prepiSeme diky

goniometrickym jedni¢kdm posledni nerovnost do tvaru
COS (v1 COS (g + sin g Sinag < 1.
Podle vzorce pro kosinus rozdilu je vSak leva strana rovna cos(a; — ag), coZ je skuteénd hodnota
nepfevysujici ¢islo 1. Diikaz je hotov.
B Priklad 6.1.15. Pro libovolna redlna ¢isla z, y, z dokazte nerovnost
(zy+yz+20 -1 < @+ D)2+ 1D (2 +1)
+ 15

a zjistéte, kdy v ni nastane rovnos
Reseni: Uzitim substituci x = tga,y = tg S,z = tgy s uhly «, 8,7, které k danym ¢islim z,y, z

vzdy v intervalu (—%, %) najdeme, upravime soucin na pravé strané dokazované nerovnosti do tvaru

(x2 + 1)(y2 + 1)(22 Y1) = sin? a4+ cos? o sin? 8 + cos? 3 . sin? y + cos? y _

cos? o ' cos? 8 cos? vy
1
(cos acos B cosy)?’

1[30], str. 239, upraveno.
15[29], str. 116, bez diskuse o piipadu rovnosti.
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Nasi tlohou je tak vlastné dokazat nerovnost
|(zy + yz + zx — 1) cosacos B cosy| < 1.

Do vyrazu uvnitt absolutni hodnoty dosadime za z,y,z a déle uzitim bé&Znych goniometrickych
vzorcu vyjadieni vyrazu podstatné zjednodusime:

(tgatg B+ tgBtgy+tgytga — 1) cosacos Beosy =
= sin asin 5 cosy + cos asin B siny + sin «cos B siny — cos avcos B cosy =
= sin A(sin cos vy + cos asiny) — cos B(cos acosy — sinasiny) =
= sin Bsin(a + ) — cos B cos(a + ) = —cos(a + B+ 7).
Protoze posledni vyraz mé vSechny hodnoty skuteéné v intervalu (—1,1), je nerovnost ze zadani

prikladu dokazana. Rovnost v ni pfitom nastane, pravé kdyz bude platit | cos(a+ 8 ++)| = 1 neboli
sin(a + 8 4 ) = 0. Posledni rovnost je v8ak podle vysledku piikladu 4.6.4 ekvivalentni s rovnosti

tga+tgB+tgy =tgatgStgy neboli x+y+z=uxyz.
Hledané trojice ¢isel x,y, z jsou tedy pravé ty, jez spliuji posledni rovnici.

M Priklad 6.1.16. DokaZte nerovnost

1 1 2
+ <
Vaz+e2 V242 T Vab+ 2

pro libovolné kladna realna &isla a, b, ¢ splinjici podminku ab < ¢2. 16

Resent: Substituce a = ctga,b = ctgf pro vhodné uhly «, 5 € (0, %) vede k nésledujicim vyjad-
fenim:

i 2 2 2

sin“ « + cos” « C

A+ =232>0g%a+1) =2 5 =—,
COs” « COs“ v

2

cos? 8’
2

sinasin 8+ cosacos f _ c?cos(a — B)

¥ +ct=320g%8+1) =

ab+c =PtgatgB+1) =2

cos acos 3 cosacos 3

Zadanou nerovnost lze proto (s ohledem na cos a, cos 8 > 0) zapsat jako

cosa+cos6<2 cos a.cos 8
c c ~ c\l cos(a—p)’
odkud po vynésobeni kladnym ¢&islem ¢ a umocnéni vychazi ekvivalentni nerovnost ve tvaru

4 cos acos 8

cos(a — )

cos? a + cos? B+ 2cos acos B <

neboli (s ohledem na cos(a — ) > 0)

(cos? a + cos? B) cos(ar — B) < 2cos arcos B(2 — cos(a — B)).

16129], str. 80, upraveno.
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ProtoZe v této nerovnosti mezi kladnymi vyrazy plati pro ¢initel v zédvorce na pravé strané ziejmy
odhad 2—cos(a—/) > 1, bude tato nerovnost platit, kdyz dokédZeme silngjsi nerovnost (se zmensenou
pravou stranou)

(cos? o + cos? B) cos(ar — B) < 2cos acos f.

Zvolime k tomu cestu ekvivalentnich tprav s vyuzitim béznych goniometrickych vzorcii:

<1+c082a 4 1+ cos2p

3 5 ) -cos(a — fB) < cos(a + B) + cos(a — B),

20426 20-26
2 2

(1 + cos ) cos(a — ) < cos(a+ B) + cos(a — B),

cos(a — ) + cos(a + ) cos?(a — ) < cos(a + ) + cos(a — ),
—cos(a + B) [1 — cos®(a — B)] <0,
cos(a + B) sin®(a — B) > 0.

Cely dosavadni postup byl korektni pro libovolné dva thly a, 3 € (0, %). Posledni nerovnost vsak
(kromé pifpadu o = ) plati, jen kdyZ je splnéna podminka a + 8 < 7. Tu nam zarudi, jak
nyni ukézeme, predpoklad ab < ¢? ze zadani pitkladu. Z néj po dosazeni zavedené substituce a =
= ctga,b = ctgp dostaneme tgatgS < 1, coz podle znamych vlastnosti funkce tangens na
intervalu (0, g) znamend pravé to, ze plati podminka o + 8 < 7, kterou jsme k ukonceni celého
dikazu potiebovali.

B Priklad 6.1.17. Predpokladejme, Ze z danych kladnych redlnych ¢isel a, b, ¢ je ¢islo ¢ nejmensi.
Dokazte nerovnostil”

(+7) Vab< Via+ b+ ++v{a—)b—0 < 2Vab.

Reseni: K odstranéni odmocnin v prostfednim zadaném vyrazu vyuzijeme dvé ziejmé goniometrické

identity

14 sin2w = (sinw + cosw)?.

Vsechny tii zadané vyrazy proto nejprve vydélime kladnou hodnotou vab a do ziskanych ekviva-

lentnich nerovnosti
C C C C C C
i< 1 7)1 7) (1—7) 1_7)<2
a+b*\/<+a(+b +\/ a( b) =

dosadime za zlomky € a ¢, které diky predpokladu ze zadani lezi v intervalu (0, 1),vyjadieni
a b

c . c .
— =sin2a a - =sin2f
a

b

s vhodnymi dhly a, 8 € (0, §> S prihlédnutim k nerovnostem cosa > sina > 0acosf > sinf > 0
muzeme diky identitdm z tvodu feSeni zapsat vysledek dosazeni jako dvojici nerovnosti

sin 2a + sin 23 < (sina + cos a)(sin B + cos B) + (cos @ — sin @) (cos f — sin ) < 2,
které lze uzitim béznych vzorci zapsat jako
2sin(a + B) cos(a — 8) < 2cos(a — 5) < 2.

Protoze z a, 8 € <07 §> plyne, Ze obé hodnoty cos(aw — ) a sin(a + ) lezi v intervalu (0,1), je
platnost poslednich dvou nerovnosti zfejmé, a proto plati i to, co jsme méli dokazat.

1719], str. 210.
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B Priklad 6.1.18. Predpokladejme, Ze z danych kladnych realnych ¢isel a, b, ¢ je ¢islo d nejvétsi.
Dokazte nerovnost'®

Va(d —b)(d —¢) +/b(d — a)(d — ¢) + /c(d — a)(d — b) < VdB + Vabe.

Reseni: K odstranéni odmocnin vyuzijeme goniometrické jednicky nasledujicim postupem. Do do-
kazované nerovnosti vydélené kladnym é&islem v/ d3, kterou zapiSeme va tvaru

D0 D0 DDl fi i

dosadime vyjadieni

a . 9 b . 9 c . 9
— =sin“a, - =sin a — =sin
d d p d v

pro vhodné uhly a, 8,7 € (0, g>7 které existuji diky pFedpokladu max(a, b, ¢) < d ze zadani piikladu.

S vyuzitim goniometrickych jednic¢ek a s prihlédnutim k tomu, ze obé funkce sinus a kosinus jsou

na intervalu (07 %> nezaporné, dostaneme po dosazeni nerovnost

sin acos B cos 7y + cos asin 5 cosy + cos awcos Bsiny < 1 + sin asin Ssin~y.

Tu nyni dokézeme tak, Ze nejprve ¢len sin asin Ssin~y pievedeme z pravé strany na levou a novy
vyraz na levé strané upravime uzitim béznych goniometrickych vzorcd, abychom ovéfili, Ze jeho
hodnota je skute¢né mensi nez 1:

sin accos B cosy + cos asin 3 cosy + cos acos B siny — sin asin Ssiny =
= (sinacos 8 + cos asin §) cos ¥ + (cos acos f — sinasin B) siny =
= sin(a + ) cosy + cos(a + B) siny = sin(a + S+ 7v) < 1.

Tim je cely dikaz hotov.

B Piiklad 6.1.19. Necht {z,}.~, je posloupnost realnych ¢isel spliiujici podminku

\/gmn —1

Tpi1 = ——— pro kazdé n > 1.
n+1 .Ln—‘—\/g p

Dokazte, Ze tato posloupnost je periodicka.”
Reseni: Piimym algebraickym vypoctem muZeme uZitim daného rekurentniho vzorce vyjadfit po-

moci T, postupné Tpy1,Tnt2, Tnits, ... atd., az zjistime, ze Tp46 = Tn, ze tedy zkoumana posloup-
nost ma periodu 6. Misto takového pomérné pracného postupu piepiSeme rekurentni vzorec do
tvaru L
Tn+l = - 1
1 + T * ﬁ
ktery pripominé vzorec pro tangens rozdilu
tga —tg B
tgla—fB) = ————
1+tga-tgp

18[19], str. 226.
19[31], str. 30-31.
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se znamou hodnotou tgf = % pro 8 = . KdyZ tedy ke ¢lenu x, uréime thel oy, tak, aby
platilo x,, = tg a,,, dostaneme porovnanim rekurentniho a goniometrického vzorce vyjadieni x,4+1 =
= tg (ozn — %) Zopakujeme-li tuto tvahu pro index n o 1 vétsi, dostaneme x,, o = tg (an — %’r) a
dale indukci z, 4 = tg (an - %’r) pro kazdé k£ > 1. Pro k = 6 tak diky periodé 7 funkce tangens
obdrzime kyZenou rovnost x,i¢ = @, ve které je n (od zac¢atku naich avah) libovolné pfirozené
¢islo. Tim je perioda 6 zkoumané posloupnosti prokazana.

B Piiklad 6.1.20. Najdéte viechny posloupnosti {a,}n; redlnych ¢isel, jez spliuji podminku?®

VIt +2 <2, <2 prokazdén > 1.

Reseni: Diky nezapornosti odmocniny lezi viechny éleny z,, kazdé vyhovujici posloupnosti v inter-
valu (0, 2). Proto miizeme zavést substituci x,, = 2 cos o, pro vhodné a,, € <0, g> pii kazdém n > 1,
abychom s vyhodou vyuzili goniometricky vzorec 1 + cos 2w = 2 cos?w, diky kterému

Q42

Qp42

=2
cos 5

2cos oy = Ty > \/:cn+2 +2= \/2(1 + cos ap2) = 4[4 cos?

.. . . o . , . «
Protoze je funkce kosinus na intervalu <O, %> klesajici, z odvozené nerovnosti cosa, > cos =2

plyne a”;z > oy, pro kazdé n > 1. Z tohoto zavéru po zadméné indexu n postupné za n+2,n+4,...

dostaneme Tetézec nerovnosti

On+2 Qn+4 Qni6
- 2 — 922 - 923 -V

Qn

7\'

v ném? citatel kazdého zlomku nepfevySuje hodnotu 7. Uhel a,, z intervalu <O7 %> tak spliuje

nerovnost oy, < o¢ pro kazdé k > 1, coZ je mozZné, jediné kdyZ a;, = 0. Index n viak byl libovolny,

takze podminku ze zadani piikladu spliwje jedina posloupnost s konstantnimi ¢leny z,, = 2cos 0 = 2.

B Priklad 6.1.21. Pro libovolné &islo p € R definujme posloupnost 1, zg,... vztahy x1 =p a

1
1—z, 14z,

Tntl = pro kazdé n > 1,
pro které z;, # +1. Plati-li &,, = £1 pro jisté n, Fekneme, Ze sestrojena posloupnost mé (kone¢nou)
délku n. Urcete, kolik existuje dotyénych posloupnosti, jez maji délku 8.2!
Resent: Protoze plati
1 1 2,
l—z, 14z, 1—a2

vyuzijeme s vyhodou vzorce pro tangens dvojnasobného argumentu

2tg o
tg2a = ————.
g =1 tg2a
Kazda uvazované posloupnost je urena prvnim ¢lenem x; = p, ktery lze zapsat ve tvaru xz; = tgv
pro vhodné ¢ € (—g, %) Ze zadani a uvedeného vzorce pak snadno indukci dostdvame pro kazdé
pifpustné n vyjadfeni x, = tg(2" '¢). Pro posloupnost délky 8 tudiz musi platit xg = tg27 =
= tg 128y = £1, odkud 128¢ = £% + k7 pro vhodné k € Z. S ohledem na podminku 7 € (—%7 %)
tak dostavame
T kr  (4k+x)7m  Ix

S A L i fti? A L
¥ 512 + 128 512 512’

20[31], str. 31.
2[31], str. 31.
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kde [ je libovolné z (lichych) ¢isel —255,—253, ... ,253,255, kterych je pravé 256. Zbyva jesté vy-
svétlit, Ze pro zadné takové 1) nenastane tg(2" '¢) = %1 jiz pii nékterém n < 8. Kdyby tomu tak
bylo, muselo by existovat m € Z, pro které by platilo
on—t. Ir _ =47 +mnm neboli 277 =4128 +512m
512 4 )
Prava strana je vSak nasobkem &isla 128 = 27, navic &islo [ je liché, takze leva strana je nasobkem
27 jen kdyz n—1 > 7, tj. n > 8. Tim je dokézéano, Ze doty¢nych posloupnosti délky 8 je pravé 256.

B Priklad 6.1.22. Dvé posloupnosti realnych ¢isel x1,z9,... a y1,y2,... jsou definovany vztahy

x1 =y =3,
Tl =Tn + V1422 a ypq1 =

pro kazdé n > 1.

Yn
1+/1+42

Dokaite, Ze nerovnosti 2 < znyn < 3 plati pro vechny indexy n > 2.22
Reseni: K tpravé vyrazu /1 + 22 je vyhodna substituce x = tg a:

cos2a  sin?w 1

V1422 =/1+tga = 3 5 = .
cos?a  cos?a  |cosql

Obé naSe posloupnosti jsou tvoreny vyluéné kladnymi ¢isly, takZze jejich ¢leny lze zapsat ve tvaru
Ty = tg oy, ay, = tg by, kde ay, By € (O7 %) pro kazdé n > 1. Protoze v/3 = tgg, plati oy = 1 = §
a podle zadanych rekurentnich vztahi a vzorce z tvodu feSeni, ve kterém v piipadé a € (0,%
miiZzeme psat cos a bez znaku absolutni hodnoty, dostavame béZznymi goniometrickymi tpravami

N an n
. _ ¢ N 1 sino,+1  (sin %+ cos 2)
gQn+1 = Tntl = 18 Qp = = 2 a % o
COS Gy, COS (v, COSs —2 — sin

2
_ sin G* 4 cos G _ 1+tg% :tg(f—i-—)

cos % —sin g 1—tgYy 4 2/

tg/Bn _ sinB,  2sin B cos e . b
1+ 1+C055n 2(:052%" 27

tg Bnt1l = Ynt1 =

cos B

Protoze viechny thly any1, Bnt1, § + % %" lez{ v intervalu (0, %), odvozené rovnosti znamenaji,

7e pro kazdé n > 1 plati
a + n a @ 6"
n+l = 4 2 n+1 = 2

Odtud s piihléhnutim k a; = ) = § dostavdme pro thly ay, 8, s obecnym indexem n vzorce (jez
lze ovéfit indukei)

_ s v . _ i
M=y g & =g
Pro kazdé n > 1 tak mame
T T T tgamn—T
TuYn = tg antg By = tg (5 - 3,2,1) =i tg;% =
2tg 3 om
tg2 32n _ I—tg? 32 _ 2
tg35m tgzsm  1-tg’s35

22(29], str. 134-5.
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6.1. GONIOMETRICKE SUBSTITUCE

Proto dokazované nerovnosti 2 < z,y, < 3 plati pravé pro ty indexy n, pro které je spliiena
podminka

T <1
3.2 3
T 1

Leva nerovnost je zfejmé, prava pro kazdé n > 2 plyne z odhadu tgzﬁ < thE = 3.

0 < tg?

W Piiklad 6.1.23. Pro kazdé ¢islo p € R definujeme posloupnost {a, }ro; vztahy z1 =p a
ZTpt1 = 42, (1 — )  pro kazdé n > 1.

Uréete, pro kolik hodnot p plati z = 0 s pevné zvolenym indexem N > 2. 23
Resent: Vyfesime nejprve tkol pro N = 2. Protoze zo = 4x1(1 — x1) = 4p(1 — p), rovnost x9 = 0
nastane pro pravé dvé hodnoty p, totiz pro p = 0 a p = 1. Obecnéji nyni ukédZeme, Ze rovnost xy = 0
celkem nastane pro 2V=2 4 1 hodnot p = sin® 21’3—711, kde k =0,1,...,2N2,
Vsimnéme si, Ze funkce f(z) = 4x(1 — z) z pfedpisu z,4+1 = f(z,) zkoumanych posloupnosti
spliiuje identitu
flx)=4z(l—z)=1—-(2z —1)%

Plati-li proto f(z) € (0, 1) pro ur¢ité z, pak i (2x—1)% € (0,1) neboli —1 < 2z —1 < 1, coZ znamena
x € (0,1). Diky takto dokazané implikaci

fx)€(0,1) = z€(0,1)
plati o naSich posloupnostech pravidlo
zy=0 = x,€(0,1) prokazdénc{1,2,...,N—1},

p kazdé posloupnosti, jez splituje podminku xy = 0 s danym (déle
2a s vhodnym thlem

takZe pro prvni ¢len z; =
jiz pevnym) indexem N > 2, miizeme zavést vyhodnou substituci p = sin
o€ <07 %> Diky ni totiz dostaneme

zy = 4sin? a1 — sin? @) = 4sin? a cos? a = sin? 2q,
podobné z3 = sin?(22a) a indukei z,, = sin?(2" ') pro kazdé n > 1. Clen 2y = sin?(2¥"1a) je

pak roven nule, pravé kdyz plati 2¥ o = krm pro vhodné k € Z. Viechny riizné vyhovujici hodnoty
parametru

k
p = sin? a = sin? 2N7:1
pak zfejmé dostaneme volbou k = 0,1,...,2¥=2 (pro krajni hodnoty k = 0, resp. k = 2V=2 to jsou

hodnoty p = 0, resp. p = 1, jeZ vyhovuji podmince zny = 0 pro kazdé N > 2). Rovnost oy = 0
s danym N > 2 je tedy skuteéné splnéna pro pravé 22 + 1 riiznych hodnot p &lenu 1, jak jsme
slibili dokézat.

B Priklad 6.1.24. Rozhodnéte, zda existuje 100-prvkova mnozina realnych ¢isel, do které s kazdym
¢islem z patii i ¢islo 222 — 1.24

Reseni: Kladnou odpovéd potvrdime konstrukef vyhovujici 100-prvkové mnoziny. Mnohoélen 222 —1
ze zadani piikladu napovida, ze ke konstrukci bude mozné vyuzit vzorec pro kosinus dvojnasobného

#3[29], str. 145.
2419), str. 227.
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KAPITOLA 6. DALSI APLIKACE GONIOMETRICKYCH FUNKCI

argumentu cos2w = 2cos’w — 1, platny pro kazdé w € R. KdyZ totiZ sestrojime (nekone¢nou)
posloupnost redlnych &isel x1,z9, x3,... uréenou vztahy x; = cos«a pro dané a € R

Tptl = Qxi —1 prokazdé n > 1,

bude diky zminénému vzorci platit xo = cos2a,r3 = cosda,..., obecné x, = cos (2T“1a) pro
kazdé n > 1. Pozadovanou vlastnost pak bude mit mnozina

{z1,22,..., 2100},

budou-li v ni zapsané hodnoty navzijem riizné a bude-li navic platit £19; = 1 neboli cos21%q =
= cos a.. Stadi tedy najit takové o > 0, aby v8echna ¢isla

299

o, 20,4a; ..., 27«

lezela v intervalu (0,7), na kterém je funkce kosinus prosté, a aby zaroveii platilo 2% = o + 27.

Protoze obé tyto vlastnosti méa &islo a = 21307”_1, je konstrukce vyhovujici mnoziny hotova.
B Priklad 6.1.25. Najdéte nejvétsi hodnotu vyrazu
V=(1-2z1)1-y)+ (1 - 22)(1-yp2),
jsou-li zastoupené realné proménné vazany rovnostmi
ol +ad=yf +ys =
kvdc ¢ > 0 je dana konstanta.?
Reseni: Body [z1,z2] a [y1, y2] leZi v roviné s kartézskou soustavou soufadnic na kruznici se stfedem
v pocatku a polomérem rovnym c, takze je mizeme zapsat jako
[x1,22] = [c-cosa,c-sina] a [y1,y2] = [c-cosfB,c-sinf]

s vhodnymi thly a, 8 € (0,2m). Dosadme tato vyjadieni do vyrazu V, upravme uzitim béznych
goniometrickych vzorct a nakonec shora odhadnéme:

V =2 —¢(cos a + sina + cos B + sin ) + ¢*(cos o cos B + sin asin f) =
:270\/§<sin(a+g) +Sin(ﬂ+§>) +c? - cosla—B) <
<24 eV2(1+1) + 2
Rovnost v odvozené nerovnosti nastane, bude-li platit zaroven
sin(a+g) :sin([3+g> =-1 a cos(a—p)=1,
coz se vyplni naptiklad pro a = 5 = %”. To znamen4, ze

max V =24 2cv2 4 ¢ = (c+v2)%

25[30], str. 240.
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B Piiklad 6.1.26. V oboru realnych &isel feste kubickou rovnici 23 + pz + ¢ = 0 s obecnymi
nenulovymi koeficienty p,q € R, a to goniometrickou metodou, zalozenou na uziti vzorci pro sinus
nebo kosinus trojnasobného argumentu. Charakterizujte rovnéz ty kubické rovnice, pro néz je tato
metoda pouZitelna.?

Resent: Pied vlastnim popisem metody pripomenime zndmy fakt, Ze na kubickou rovnici ze zadéani
prikladu, tedy rovnici bez &lenu 22, lze prevést kazdou obecnou kubickou rovnici

23 +ar? +br+c=0,
a sice zaménou nezndmé x za novou neznamou x + g. Dodejme jesté, Ze piimo v zadani pifkladu
jsme vyloudili piipady p = 0 a ¢ = 0, kdy je postup Feseni kubické rovnice x3 + px + ¢ = 0 trivialni.
Vzorce, které mame vyuzit a které jsme odvodili v prikladu 4.6.1, totiz
sin3a = 3sina —4sin®a a  cos3a =4cos® o — 3cos a,
maji natolik podobné pravé strany, Zze oba dva piinaseji pfi zamysleném feSeni kubické rovnice
23 + px + ¢ = 0 stejny uZitek. Budeme proto hledat jeji kofeny ve tvaru z = rcosa s vhodnymi
Gisly r > 0 a a € R. K uZiti vzorce pro cos3a (kterému tedy dame prednost) zadanou rovnici

23 4+ px + ¢ = 0 po dosazeni & = r cos a upravime takto:

(rcosa)® 4+ preosa + g = 0,

3
T 4
— 4cos3a+—pcosa +q=0.
4 r2
V zavorce posledni rovnice dostaneme hodnotu cos3a z vySe uvedeného vzorce, bude-li splnéna
podminka ff—g = —3. Tu muZeme volbou parametru r zaruéit, oviem jen tehdy, kdyz je koeficient p
vychozi kubické rovnice zaporny (to je prvni omezeni na pouzitelnost nasi metody). Zabyvejme se
proto dale pouze pfipadem p < 0. Jak jsme naznacili, podminku % = —3 splnime volbou
—Pp
r=2/—
3
a upravenou rovnici zjednodusime na
3 —4q  3q |3

Z~0053a+q:0 neboli cos3a:r—3—2p o

Dostali jsme zakladni goniometrickou rovnici s funkei kosinus, ktera méa feseni, pravé kdyz je splnéna
podminka (kterd je druhym omezenim naseho postupu)

3£1/;3'<1

2pV p | T
3q /—3)

w = arccos | —4/— | € (0,7
(210 p 0.

26Podle internetové encyklopedie Wolfram Math World popsal tuto méné znamou metodu Feseni kubickych rovnic
poprvé L. E. Dickson v roce 1898. Lze s ni seznamit i stfedoskolaky znalé zakladt goniometrie, ktefi dosud neprobirali
komplexni ¢isla.

Je-1i splnéna, pak oznacime

203



KAPITOLA 6. DALSI APLIKACE GONIOMETRICKYCH FUNKCI

a z rovnosti cos 3a = cosw dostaneme 3o = tw + 2k7 pro vhodné k € Z. Kofenem ptivodni kubické
rovnice je tedy kazdé ¢islo z tvaru
- w  2km
r=rcosa =2 —pcos +—+—), kdekeZ
3 3 3
S ohledem na to, ze funkce kosinus je sudd a ma periodu 2w, tak dostavame tfi kofeny rovnice
23 + pr 4+ q = 0 ve tvaru

[— [— 2 [— 4
=2 ?pcos%, To =2 ?pcos(§+?7r), T3 =2 ?pcos<§+§)

(Ize ukéazat, Ze jsou-li nékteré z hodnot x1,x9,z3 rovny témuz Cislu, jedna se o nasobny kofen).
Z nalezenych vzorcu pro kofeny x1, xo, x3 je dobfe patrny geometricky vyznam kladného parametru
r = 2@ .V roviné s kartézskou soustavou soufadnic Ozy se jedna o polomér r té kruznice se
stfedem v pocatku O, jez protina tfi rovnobézné piimky o rovnicich z = x1,2 = 9 a z = x3
ve vrcholech rovnostranného trojuhelniku, jak je znazornéno na obrazku. Takova kruznice vzdy

existuje, splituji-li &isla 1,29, x3 podminku 21 + 29 + 23 = 0, jeZ vyjadiuje absenci &lenu 22 ve
zkoumané kubické rovnici.?”

Protoze vice nez tii kofeny kubické rovnice mit nemuze, poskytuje popsané metoda pro rovnici

Tr = T2 y Tr =23 Tr =X

z1 x

Obréazek 6.1: Kruznice opsana rovnostrannému trojuhelniku

3 -3
p<0 a 24 —'gl
2p\ p

jejl aplné feseni. PovSimnéme si nyni, Ze pii splnéni prvni podminky p < 0 lze druhou podminku
upravit do tvaru nerovnosti

23 4 pr + ¢ = 0 za podminek

4p® +27¢* <0,

2TV kurzech syntetické geometrie se ¢asto objevuje konstrukéni tloha sestrojit rovnostranny trojtuhelnik s vrcholy
na tf¥ech danych rovnobézkéch.
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ktera uz (pro nenulova p,q) sama ma za disledek podminku p < 0. Z teorie kubickych rovnic je
viak dobfe znamo, ze nerovnost 4p® 4+ 27¢% < 0 charakterizuje pravé ty rovnice 23 + pz +q = 0, jez
maji t¥i realné kofeny. Pravé pro né je tedy popsana goniometrickd metoda feseni pouzitelna (a vede
k nalezeni vSech ti{ kofenil). Dodejme, Ze Cardanova metoda FeSeni takovych rovnic si vynucuje uziti
komplexnich ¢isel k vypoc¢tu druhych odmocnin ze zapornych &isel. Tento piipad byva oznacovan
jako casus irreducibilis a my jsme se s nim uZz setkali pfi feSeni goniometrické soustavy v piikladu
4.5.13.

6.2 Goniometricky tvar komplexnich cisel

K tavaham v této podkapitole ndm postaci zékladni pojmy a znalosti k doty¢éné problematice,
jak jsou vyloZzeny napiiklad v gymnazialni uéebnici [9]. Nebudeme zde proto ani pfipominat, jak
se komplexni ¢isla a aritmetické operace s nimi zavadéji, co znamenaji terminy jako redind cdst
a 1magindrni ¢dst komplexniho Cisla, ¢islo komplexné sdruZené k danému &islu, absolutni hodnota
komplexniho ¢isla a jakymi symboly se bézné tyto objekty zna¢i. Za znamou budeme povazovat
i skutecnost, Ze kazdé nenulové komplexni &slo z = a +ib (kde i2 = —1) ma kromé& pravé zapsaného
algebraického tvaru téz standardni vyjadieni

z = |z|(cos a + isin @), (6.1)

kterému se fika goniometricky tvar komplezniho ¢isla. V ném je orientovany thel a (zvany argument
komplexniho ¢isla z) realné &islo s vlastnosti
_Re(2) a o Im(z) b
cosa = ERN a smafvfﬁ, (6.2)
jez v8ak neni urceno jednoznacné. (Je-li ap jedna vyhovujici hodnota, pak kazda jina je tvaru a =
= o + 2k7, kde k € Z). Zdaraznéme, Ze v piipadé komplexni jednotky |z| = 1 neni soustava dvou
rovnic (6.2) ni¢im jinym, nez definic{ goniometrickych funkei kosinus a sinus v oboru R, jak jsme ji
podali v iivodni ¢asti kapitoly 4 pomoci jednotkové kruznice opatfené goniometrickou rucickou.
Zapisovani komplexnich €isel ve tvaru (6.1) poskytuje jejich uzivatelim vyznamné pocetni vy-
hody, zejména pii umociiovani a odmociovani téchto ¢isel. Pfestoze tyto jednoduché a vSeobecné
znamé poznatky patii rovnéz k zékladim aritmetiky komplexnich ¢isel, vylozime je nyni podrobné,
abychom ukazali jejich souvislost s teorii goniometrickych funkci, kterou jsme vybudovali v kapi-
tole 4. Aplikacemi t&chto poznatki se pak budeme zabyvat ve zbylé ¢asti podkapitoly. Budou to

prostiedkem jejich feSeni.
Zminéné vyhody zapisii (6.1) se odviji od pravidla o nasobeni dvou komplexnich jednotek

(cosa+isina) - (cos f +isin ) = cos(a + ) +isin(a+ B) (o,B € R), (6.3)

které dokazeme tak, Ze zavorky na levé strané algebraicky roznasobime a poté vyuZijeme souctové

vzorce pro sinus a kosinus?®:

(cosa +isina) - (cos B+ isinf) =
= cosacosB+icosasinfB +isinacos B +isinasing =
= (cosacos B — sinasin 8) + i(cos asin f + sina cos 3) =
= cos(a + B) +isin(a + B).

287 diiraznéme, Ze to byly i v kapitole 4 prvni dokazané vzorce, ze kterych jsme déle odvozovali vSe, co jsme pro
teorii goniometrickych funkcich v oboru R potiebovali.
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Opakovanym uzitim dokézaného pravidla (6.3) pii volbé 8 = a dostaneme vyznamné tvrzeni,
jez proto patii k tém matematickym vétam, které maji své jméno. Riké se ji Moivreova véta, zminili
jsme se o ni jiz v historické ¢asti prace na str. 34 a jeji obsah lze vyjadiit vzorcem

‘(cosoz—i—isina)" =cosna +isinna (¢ €R, ne N)‘

Uvedeny vzorec plati dokonce pro vSechny celé (nejen kladné) exponenty n, nebot z vychoziho
vzorce (6.3) plyne rovnéz pravidlo o podilu dvou komplexnich jednotek

cosa + isina

cos B +isin B = cos(a — B) +isin(a — B) (o, B €R).

Snadno totiz ovéfime, ze libovolné dvé komplexni jednotky s navzajem opacnymi argumenty, rek-
néme pravé § a —f3, jsou Cisla nejen navzajem komplexné sdruzené, ale také navzajem prevracené:

cos(—p) + isin(—pB) = cos § — isin g,
(cos 3+ isin B)(cos B — isin B) = cos? B +sin? 8 = 1.

V disledku toho také z Moivreovy véty plyne pravidlo

z=cosa+isina = cosna= % (z” + zi”) A sinna = % (z” - zi”) , (6.4)
které pozdéji ocenime pii feSeni nékterych piikladi.

Prvni vyhoda, kterou Moivreova véta poskytuje, je zifejma. Mame-li vypocitat mocninu (a+ib)"
vyssiho stupné n, vyplati se pfevést zaklad a + ib z algebraického tvaru na goniometricky tvar a pak
jednoduse aplikovat dotyény vzorec.?? Daleko vyznamnégjsi (protoze prakticky nepostradatelna) je
role Moivreovy véty pii vypoctu odmocnin z komplexnich ¢isel. Pfipomenime, Ze n-tou odmocninou
z komplexniho ¢&isla z (kde n je celé &islo vétsi nez 1) nazyvame kazdé komplexni &islo w, které
vyhovuje rovnici w™ = z. Pro z = 0 je to jediné ¢islo w = 0 (n-nasobny kofen dané rovnice),
v piipadé z # 0 rovnici vyhovuje n rtznych hodnot w = wy, které dostaneme z goniometrického
tvaru odmocnénce z = |z|(cos a 4 isin ) podle vzorce

2k 2k
we = VA (COSquismu), (k=0,1,...,n—1).
n n

Je patrné, jak tento vzorec ziskat: pro ¢islo w s neznamou absolutni hodnotou a neznamym argu-
mentem stac¢i vyjadrit w™ podle Moivreovy véty a pak porovnat obé strany rovnice w"™ = z. Bez
dikazu dodejme, Ze pro obecné z = a + ib lze pouze v pripadé n = 2 vypocitat hodnoty wy arit-
meticky, tj. vyjadfit je z danych &isel a, b uzitim bindrnich operaci +, —, X, : doplnénych o unarni
operaci odmocnéni (s libovolnym odmocnitelem 2, 3,4, ... ), uvaZovanou v oboru kladnych realnych
Cisel (ktera je vyuzita i ve vySe uvedeném vzorci k vyjadieni |wg|). Proto jsou goniometrické funkce
nepostradatelné, chceme-li napiiklad presné vyjadrit kofeny jakékoliv kubické rovnice s realnymi
koeficienty, a to dokonce i v piipadé&, kdy takova rovnice mé tii redlné koieny. Poznali jsme to jiz
pii feSeni priklada 4.5.13 a 6.1.26.

Pravé pripomenuté feSeni kubickych rovnic bylo historicky prvni situaci, pfi niz novy druh éisel,
na néz ostatné nikdo predtim ani nepomyslel, nasel v matematickych vypoétech uplatnéni. Od té

29Je to alternativa k p¥imym algebraickym vypoétim zaloZzenym bud na binomické vété, nebo na postupném
vypoétu potFebnych mocnin nizsich stupit — napiiklad k urceni 27 staci postupné poéitat 22 = z - z, 2% = 22 . 22,

Bt L1688 AT 16
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doby se komplexni ¢isla osvédcila i pFi FeSeni fady dalSich otézek a stala se rovnéz vhodnym pro-
stfedkem vyjadfovani rtznych vztahiti a zavislosti nejen v matematice, ale i fyzice. O uzitecnosti
komplexnich ¢&isel, specialné jejich zapist v goniometrickém tvaru, pii feSeni nékterych tloh z ele-
mentarni matematiky, se pravé nyni pfesvédéime.

Ukézky uziti komplexnich &isel, které jsme v zavéru pfedchoziho odstavce slibili, jsou obsahle
zpracovany v paragrafu 7 kapitoly 1 dobfe dostupného ucebniho textu [12], a tak by jejich prosté
reprodukovani v naSem textu nebylo pFili§ ucelné. Proto nejdulezit&jsi dotycné vysledky z [12] zde
pouze okomentujeme naslednym volnéjsim vykladem. Doplnime je poté uz jen ¢étyfmi FeSenymi pii-
klady, dvéma pievzatymi z jinych, méné dostupnych zdroji, a dvéma piiklady, které jsme sestavili
sami.

Prvni ¢ast zminéného paragrafu z ulebnice [12] na str. 61-62 se tyka problematiky urdovani
souctu kombinacnich cisel (Z) s pevnym parametrem n a proménnym parametrem k, ktery probihéa
nékterou aritmetickou posloupnost.3® Obecné lze konstatovat, Ze tyto vysledky plynou z rovnosti

(142" = (0) + (1) ; (2) N (nﬁ 1) g () o (6.5)

platnych podle binomické véty, v nichZ za parametr z vybirame riizné (vhodné zvolené) komplexn{
jednotky. Volby z = +1 znalost komplexnich ¢isel nevyzaduji a jsou znamym prostiedkem k odvozeni

T (@) (e

(Teckami jsou zde, podobné jako v dalsich rovnostech, oznadeny dalsi s¢itance (Z), které se tvori
podle zfejmého zékona, dokud plati £ < n.) Pridejme k témto dvéma rovnostem jesté rovnosti (6.5)
pro z = 4i, jejichz levé strany maji podle Moivreovy véty hodnoty
n n
(1+i)" = (\/5 (cos % +isin %)) = (\/5) (cos 7141 + isin%) ,

zatimco na pravych stranéch téchto rovnosti jsou mocniny (:I:i)k7 jejichz vypocet je trividlni bez
pfechodu ke goniometrickému tvaru obou ¢isel £i. Z takovych ¢tyf rovnosti lze odvodit, jak je v [12]
ukazano, vzorce pro ¢tverici soucti

n n n
N+ +( . +..., kde j=0,1,2,3.
() Q+Q Q+Q ¢

Poté je ve stejném zdroji jesté odvozen vzorec pro soucet

(g)+(g)+(g>+...,

a to z Besti rovnosti (6.5) pro z = (cosg + isin %)k, kde £k =0,1,...,5. Kone¢né je zde jako cviceni
uveden tikol odvodit vzorce pro obdobné soucty

n n n
)+ +( . +..., kde j=0,1,2,
<J Q+Q Q+Q ¢

a to s navodem, jak kombinovat t¥i rovnosti (6.5) pro z = (cos %” + isin %)k, kde k = 0,1,2. 3!
Namisto téchto komplikovanych postupti ukazme pro zajimavost, jak lze vypoéitat mocninu (1+ z)™

39Reseni tohoto problému v obecném podéni lze nalézt v [8] na str. 240 — 242.

31Pozoruhodné je skutecnost, ze dva z poslednich tif vypsanych souct se pfi daném n rovnaji a t¥eti soucet je
bud o 1 mensi, nebo o 1 v&tsi. Ditkaz tohoto poznatku bez odvozeni explicitnich vzorcli pro uvaZované t¥i soucty je
podan v [8] na str. 242.
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z levé strany rovnosti (6.5) pro libovolnou komplexni jednotku z = cos a+isin a. VyuZijeme k tomu
nejprve vzorce pro kosinus a sinus dvojnésobného argumentu a poté Moivreovu vétu:

n
(14 cosa+isina)" = (2COS2 % + Qisin%cos %) =

~ (2005 2)" (cos S 4 isin 2)" =
= COS2 COS2 ISHI2 =

7(2 ‘a)n ( ‘na_’__‘. na)
= (2cos 5 cos 5 isin 5 )

Po dosazeni tohoto vysledku do levé strany rovnosti (6.5) a porovnani realnych a imaginarnich ¢asti
obou stran dostaneme nové goniometrické vzorce?

2”COSngCOSE_ n + K cos a + + " Cos na
2 2 \0 1 n ’
2" cos™ % sin % = (T) sino + (;l) sin2a + -+ + (n) sin na
n

platné pro kazdé o € R.
Riznym goniometrickym vzorcim je vénovana i druhé ¢ast posuzovaného paragrafu z ucebnice
[12] na str. 62-67. Nejdiive jsou z rovnosti

cosna +isinna = (cosa+isina)” (e €R, neN, n>2)

uzitim binomické véty k souctu na pravé strané a porovnanim realnych a imaginarnich ¢asti obou
stran odvozeny uZitetné vzorce pro kosinus a sinus n-nasobného argumentu’3

n , n _ . n _ .
cosna = (0) cos" o — (2) cos" 2 asin®a + <4) cos" tasinta—...,

. n _ . n _ . n _ .
sinna = (1) cos" tasina — (3) cos" B asin® a + (5) cos" Pasin®a—...

Dodejme k tomu, Ze pomoci goniometrické jednicky 1ze uvedené vzorce zjednodusit do tvaru cosna =
= F,(cosa) a — v pfipadé lichého n — rovnéz sinna = Gy, (sin @), s vhodnymi mnohoc¢leny F,,, resp.
Gy Déle jsou v [12] odvozena vyjadfeni soucti

Sy = sing + sin(p + ) + sin(p + 2a) + - - - + sin(p + na),
Cy = cos ¢ + cos(p + ) + cos(p + 2a) + - - - + cos(p + na)

pro libovolna ¢, € R, kterd jsme nejprve pro ¢ = 0 dokazovali v piikladu 4.6.11 (s jinym ozna-
¢enim) bez uziti komplexnich ¢isel metodou teleskopického s¢itani, abychom v néasledné poznamce
rozsirili jejich platnost na pifpad obecného ¢. Nyni po vzoru [12] z hledanych realnych hodnot .S, a
C,, sestavime komplexuf ¢islo Cy, +15,,, které miZzeme podle pravidla (6.3) a Moivreovy véty zapsat
jako soucet

Cpn4iS, =w(l+ 22+ 21+ 422

32(8], str. 238-9.

33Poznamenejme, Ze tento postup muzeme vyuzit vidy, kdyZ potFebujeme napiiklad vzorce pro cos3a a sin3a a
neméme pfitom po ruce zadnou piirucku. To ostatné plati i pro souctové vzorce pro sinus a kosinus, pokud je ndhodou
zapomeneme — sta¢i zapsat pravidlo (6.3) a algebraicky roznasobit zastoupeny souéin.
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s komplexnimi jednotkami w = cos ¢ +isiny a z = cos § + isin §, pfitom u druhé jednotky jsme
zamérné zvolili argument § (a ne «) kvili vyhodé, kterd se ukize v dalsim vypoétu. K urceni

takového souctu lze v piipadé 22 # 1 (neboli a # 2km, k € Z) vyuzit zfejmou algebraickou identitu

1+z+22+.4.+22":&
22—-1"7

podle které proto plati

2n+2 -1 ni.n+l _ ,—n—1
C. 18 :w(z2 ):wz (2 f )
z¢—1 z—2z"

Dosadime-li sem jesté vyjadieni

e .. (n+1a _ ..«
z"+1—z"1:2lslnu a z—z1:2181n§

platna podle pravidla (6.4) a uvadzime-li, Ze komplexni jednotka wz" mé argument rovny ¢ + %2,
obdrzime rovnost

gin (e no no
Cp+iS, = ——=— 2 -(cos(<p+—>+isin(cp+—>>,
sin 5 2 2

z niz porovnanim redlnych a imaginarnich ¢asti plynou vysledné vzorce

s (Do . na s (D)o
_sin S sin(p + %) _sin S
n = o a n =
sin §

- cos(p + 22)
sin §

pro kazdé o # 2k (k € Z). (Pro vyloufené hodnoty o = 2kw (k € Z) plati trividlné S,, = (n +
+1)sing a C,, = (n + 1) cos ). Uvedme jesté jeden diisledek odvozeného vzorce pro soucet Cp,
totiz rovnost34

Cco + cos + cos +---+cCcOS——m—— = =

3 T
“ont1 ! P m+1 m+1 2

jez plati pro kazdé celé n > 1. (Staci dosadit p = § = 5% do vzorce pro Cy_1.)

Treti, zavérecna Cast posuzovaného paragrafu z ucebnice [12] na str. 6369 je vénovéna od-
v komplexnim oboru. ProtoZe je tato problematika ponékud vzdélenéjsi od zaméfeni nasi préace,
prevezmeme z této ¢asti textu [12] jedinou jednodussi ukazku, totiz dikaz zajimavé gonimetrické
rovnosti
.om . 2m . 3w . (n—Dm n
sin — sin — sin — ...sin ——— =
n n n n 2n—1

pro kazdé celé ¢islo n > 1, zaloZeny na rovnosti mnoho¢lenti stupné n

" —1=(z-1)(z—w?) (v —w')... (v —w??),
kde x je (komplexni) proménna a w komplexni jednotka s argumentem T, tedy

T .. T
w = CcOoS — +18In —.
n n

34Tato rovnost je pro n = 3 odvozena v 28], str. 70-71, a pro n = 5 v [8], str. 214.
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Obé strany uvedené rovnosti, kterou lze zdiuvodnit tim, Ze rovnice ™ = 1 mé v oboru komplexnich
gisel n riznych kofenit 1,w?, w?, ..., w?~2 (jsou to totiz pravé hodnoty n-té odmocniny z &isla 1),
muzeme ziejmé vydélit beze zbytku dvojélenem z — 1 a ziskat tak novou rovnost mmnohoclent

(stupné n — 1)
m”_1+xn_2+~--+m+1:(a:—w2) (x—w4)...(x—w2"_2).

Oba posledni mnoho¢leny maji stejné hodnoty pro kazdé ¢islo x, tedy i pro z = 1, coz znamena, Ze
plati

n=(1-w)(1l-w?.. . (1-w"72), odkud n:\17w\~’17w2‘~-~‘17w2”72

podle pravidla o absolutni hodnoté sou¢inu nékolika komplexnich ¢isel. V nasem piipadé jednotlivi
Cinitelé maji hodnotu

k k
‘1 - w%’ = ‘wik(wk - wik)’ = ‘wk —wik‘ = 2isini’ = 2sin—ﬂ-7
n n
kde jsme opé&t vyhodné vyuzili pravidlo (6.4). Vynasobenim poslednich rovnosti pro k = 1,2,...,n—1

uz zfejmé po snadné tpravé dostaneme dokazovanou rovnost.

Poslednim dikazem jsme ukoncili na§ vybér ukazek uziti goniometrického tvaru komplexnich
¢isel podle ucebniho textu [12]. Pfistoupime proto nyni k vykladu namétt prevzatych z jinych
zdroju.

B Priklad 6.2.1. Predpokladejme, Ze realna ¢isla «, 8, spliji rovnosti

cosa + cos B+ cosy = sina + sin B + siny = 0.
Dokaite, Ze pak rovnéz plati rovnosti®®

cos 2a + cos 23 + cos 2y = sin 2« + sin 28 + sin 2y = 0.
Redend: Sestavme tfi komplexni jednotky
T = cosa +isina, =cosf+isinfB, 2z =cosy+isiny.
Podle predpokladu pro né plati
x+y+z=(cosa+isina)+ (cos +isin ) + (cosy +isiny) =0,
1 1

1
~ 4+ -+ - =(cosa—isina)+ (cos S —isin ) + (cosy —isiny) = 0.
x Yy oz

Z druhé rovnosti diky tpravé
1 1+1_acy+xz+yz

T Yy z Tyz

plyne xy + xz + yz = 0, coZz spolu s prvni rovnosti vede k zavéru, zZe plati
P4yt = (rty+2)? - 2@y +azt+yz) =0.
To podle Moivreovy véty znamena
(cos2a 4 isin 2a) 4 (cos 23 +isin23) + (cos 2y + isin 2y) = 0,

a proto realna i imaginarni ¢ast souctu na levé strané jsou rovny nule. Jinak feceno, plati rovnosti,
které jsme méli dokézat.

35 (28], str. 70.
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W Piiklad 6.2.2. Dokaite rovnost36
1 1 1 1

sin 24° + sin 48° + sin96°  sin12°°

Reseni: Zavedeme komplexni jednotku
z = cos 12° +1isin 12°,
pro kterou plati 2! = cos 15 - 12° 4+isin 15 - 12° = —1. Z rozkladu
0= 4 1B = )M — 2B 1212 1 22 )
vzhledem k z + 1 # 0 plyne rovnost
14224244254 M= PP 21

na kterou dokazovanou rovnost ekvivalentné prevedeme. Nejprve do ni dosadime vyjadient

1 1 21 1 1 411
sinl2°= — (22—~ | = z —, sin24° = — [ 22 — = =z,7,
2i z 2iz 2i 22 2iz2

1 1 81 1 1 !
sin48°:§<z4f—> :Z_i sin96°:§(z87—) =z7,
i z i

ktera plati podle vzorcii (6.4). Dostaneme rovnost

2122 N 2iz* N 2128
21 28-1 26-1 2271

kterou vydélenim ¢islem 2iz ekvivalentné upravime na

z + 23 n 27 _ 1
A1 B8—1 261 221"

Jmenovatelé ¢tyt zapsanych zlomku jsou jisté nenulova éisla (nebot nejmensi n € N, pro které plati
2" =1, je zfejme n = 30). Proto posledni rovnost miizeme dat upravit tak, Ze ji vynasobime &islem
2" — 1, které rovnou v kazdém zlomku ¢astecné zkratime podle rozkladu

A0 1= -2+ DE+DEER ).
Dostaneme tak opét ekvivalentni rovnost
A+ )+ 20+ D)+ =P+ DE+ D)),
Je snadné se presvédcit, Ze na levé, resp. pravé strané obdrzime po roznésobeni vyrazy
z+z3+z5+~4+zl3, resp. 1+22+z4+26+~~+214,

které se pro nase z = cos 12° + isin 12° rovnaji, jak jsme odvodili v avodu feSeni. Tim je dikaz
hotov.

V poslednich dvou piikladech se vratime ke dvéma vysledkim z kapitol 2 a 4, které jsme tam
odvodili bez uziti komplexnich ¢isel. S jejich pomoci ted tyto vysledky znovu dokazeme, tentokrat
pomérné ,primocarou cestou aritmetickych vypoc¢tii s mocninami doty¢né komplexni jednotky.

36[28], str. 192, upraveno zadanf i FeSeni.
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B Piiklad 6.2.3. Uzitim komplexnich &sel znovu dokaZzte rovnosti

V5 +1 V5 —1

cos 36° = 1 cos72° = —

odvozené difve na str. 47-51 geometrickymi tivahami o pravidelném pétithelniku a pravidelném
desetithelniku.
Reseni: Pomoci komplexni jednotky

2 = cos 36° + isin 36°,

jez zfejmé spliiuje rovnici 2°

cos 36° = 1 (z+1) a cos72° = 1 (22—0—%).
z z z z

0=24+1=(+D)E' -2 +22-2+1)

= —1, maji zkoumané hodnoty kosinu podle pravidla (6.4) vyjadieni

7 rovnosti

s ohledem na z + 1 # 0 vyplyva
A-B 4 —z24+1=0,

coz lze (po vydéleni nenulovym &islem 22) zapsat jako

1 1
(224-—2) — (z+—) +1=0.
z z
Pro hodnoty cos 36° a cos 72° to znamené zavislost

1
2c0s72° —2c0s36°+1=0 mneboli cos72° = cos36° — 2

takZe ze dvou dokazovanych rovnosti zfejmé staci ovérit pouze vzorec pro cos36°, tedy vlastné

rovnost
1 V541
2
Vsimnéme si, Ze iracionélni ¢islo na pravé strané je jedinym kladnym korenem kvadratické rovnice

z2 — x — 1 = 0. Pro nage kladné &slo 2cos 36° = z + % podle vyse odvozené rovnosti plati

, 1 1 1\? 1 1\? 1
O=(z"+= |- |z+-)+1=|2+-) —2—-|2z+-|+1=(2+-) — |2+ —1,
z z z z z z

takze je to skute¢né kofen zminéné rovnice. Diitkaz je hotov.

B Priklad 6.2.4. Uzitim komplexnich ¢isel znovu dokazte, ze ¢isla
a =sin10°, b=sin50°, c¢=sin70°

spliiuji rovnosti
1 1 1 1
at+b=c, abc=- a —+-=-+6,
8 a b ¢
odvozené v piikladu 4.6.28 metodou sestaveni kubické rovnice s kofeny a,b, —c na zékladé avah
o rovnici sin 3z = % s vyuzitim vzorce pro sinus trojnésobného argumentu.

Resent: Pro vypocet bude vyhodnéjsi dana ¢isla a, b, ¢ interpretovat jako hodnoty kosinu, tedy

a=cos80°, b=cosd0°, c¢=cos20°,
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a zapsat je pomoci komplexni jednotky

2z = cos 20° + isin 20°

ve tvaru
1/, n 1 b 1/ 4 n 1 1 n 1
a=—- |2z — ==z — cC=—<-1% -]
2 24)7 2 22 )7 2 z
Pied dosazenim téchto vyjadieni do dokazovanych rovnosti si poviimneme, Ze z rovnosti 2% = —1 a
rozkladu

0=22+1=(G+1)E5 -2 +1)

plyne 26 —23+1 = 0 (nebot 23+1 # 0). Kromé toho 210 = 2%.2 = —z 21 = 2105 = 22 212 = 3
atd. Rovnost a + b = ¢ dokdZeme vypocétem vyrazu a + b — c:

S4+1 241 2241 B4 14+28422 2028
a+b—c= + — = —
224 222 2z 224
(=B 1)+ 225 -2+ 1) —o
- 224 R

Také vypocet souc¢inu z druhé dokazované rovnosti je snadny:

abc_zs—i-l 241 2241 B+ DEHD)ET+HD) 1-22
e 222 2z 827 1—22

1— 216 1427 1

T8(2T—29)  8(:T+1) 8
Do tfeti dokazované rovnosti upravené nasobenim abc do tvaru
c(a + b) = ab + 6abe
dosadime jiz odvozené vztahy a + b = c a abc = %. Dostaneme rovnost

3
2
—ab+ =
c a+4,

kterou nyni ovéfime vypoétem rozdilu ¢ — ab:

P et O G B [ G S ot Vit G V AR VO

472 426 426
2254 (2% —1) 225420 3
N 426 T 426 47

6.3 7 matematické kartografie

Védni obor, ktery se zabyva vytvafenim map a ve svych vypoctech ¢asto pouziva goniometrické
funkce, se nazyva kartografie. V této podkapitole pojedname nejdiive néco méalo o tomto oboru sa-
motném a nasledné nahlédneme do historie zrodu prvnich map, ktery by se bez funkci sinus, kosinus,
tangens a kotanges neobegel.3” P¥i vykladu mirné piekroéime ramec elementarni matematiky, kdyz
vyuzijeme nékteré zakladni pojmy a poznatky z diferencidlniho a integrélniho po¢tu funkci jedné
proménné (v rozsahu gymnazialniho tvodu do této oblasti matematické analyzy).

3THlavni inspiraci pro tento text nam byla 13. kapitola knihy [25].
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Zemé, Mésic, ale i ostatni planety nemaji matematicky popsatelny pravidelny tvar. Tato télesa
jsou proto v kartografii nahrazovina tzv. referenénimi télesy, nejcastéji referenénim elipsoidem a
kouli. Jejich povrchy nazyvame referenénimi plochami, na nichz jsou definovany soufadnice zemé-
pisna §itka (¢) a zemé&pisna délka (). Vyslednou mapu kreslime do roviny, které fikame zobrazovaci
rovina a v niz polohu bodi uré¢ujeme bud polarnimi soufadnicemi (p, £), nebo kartézskymi sourad-
nicemi (z,y), jejichz vzajemné vztahy jsou vyjadieny rovnostmi

T = pCOSE, y = psine.

Zakladnim tkolem matematické kartografie je teoretické i praktické vyfeSeni pifenosu riznych
bodu a car z referen¢ni plochy do zobrazovaci roviny. Tento pfenos je nazyvan kartografickym zob-
razenim referen¢ni plochy do zobrazovaci roviny.

V rovinném obrazu referen¢nich ploch jsou vzdy zkresleny vzajemné polohy bodu i tvary car.
Zkresleni obecné roste s rozméry zobrazeného tzemi. Matematicka kartografie se proto rovnéz zabyvéa
vlastnostmi zkresleni rovinného mapového obrazu pii zvoleném kartografickém zobrazeni. Takova
zkresleni v8ak mohou byt z nékterych hledisek prizniva, nazyvaji se pak ekvidistantni (nezkresluji
vzdélenosti podél uréitého systému ¢ar), konformni (vérné zobrazuji dhly mezi kiivkami) nebo ekvi-
valentni (zachovavaji poméry obsaht ploch).

Kartografické zobrazeni mize byt definovano geometrickou nebo matematickou cestou. Zobra-
zeni definovana geometricky jsou zavadéna pomoci tzv. perspektivni projekce3® referenénich téles
na plochy rozvinutelné do zobrazovaci roviny. Jsou proto ¢asto stru¢né oznacovana jako projekce.
Matematicky definovana zobrazeni jsou mnohem rozsifenéjsi. Jsou zadana dvojici funkei o jedné
nebo dvou proménnych, které vyjadiuji, jak soufadnice v zobrazovaci roviné (polarni, resp. kartéz-
ské) zéaviseji na soufadnicich na plose referenéni (kterymi jsou zemépisna siika a délka). Mizeme je
tedy obecné zapsat vztahy

p=rfilp,N), e=gi(e,A) resp.  x=fa(p,N), y=g2(p,N).

Velmi vyznamnou skupinu zde tvoii zobrazeni jednoducha, u kterych plati, Ze kazda z obou sou-

/\lb valec A kuZel ~ rovina

— >

{}‘

Obrazek 6.2: Polova zobrazeni

fadnic v zobrazovaci roviné je funkci pouze jedné ze dvou soufadnic na ploSe referen¢ni.

38 Promitani ze stiedu referen¢niho té&lesa nebo z bodu na povrchu referenéniho télesa, vétsinou z jizniho & severniho
polu.
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! valec

Obrazek 6.3: Rovnikova zobrazeni

valec | kuzel rovina

Obrazek 6.4: Sikma zobrazen{

Jednoducha kartograficka zobrazeni, ktera jsou projekcemi, se ¢leni do skupin podle druhu zob-
razovaci plochy, ktera se pii jejich realizaci rozviji do roviny. Podle toho se rozlisuji zobrazeni
vdlcovd (cylindrickd), kuZelovd (konickd) a azimutdlni. U vélcového zobrazeni jsou poledniky a rov-
nobézky znazornény soustavou vzajemné ortogonalnich piimek. U kuZelového zobrazeni tvoii po-
ledniky osnovu piimek vychazejicich z jednoho bodu, ktery je soucasné spoleénym stfedem kruznic
znazoriujicich jednotlivé rovnobézky. Kuzelova zobrazeni mohou byt feSena s jednou nebo se dvéma
nezkreslenymi rovnobé&zkami — zvolime-li k referen¢ni plose te¢ny kuzel nebo se¢ny kuzel. Azimutéalni
zobrazeni je meznim piipadem zobrazeni kuzelového, kdy thel p#i vrcholu kuzele dosdhne 180° a
kuzel pfejde pFimo v zobrazovaci rovinu, te¢nou k referencni ploge. Podle polohy zobrazovaci roviny
vidi ploSe referenéni se pak jednoduché zobrazeni, ktera jsou projekcemi, déli na pdlovd, rovnikovd
a Sikmd (obr. 6.2, 6.3 a 6.4).

Vénujme se nyni projekcim, tedy kartografickym zobrazenim s geometrickou podstatou, kon-
krétnéji. Nejjednodussi z nich je poélova projekce cylindricka. Predstavme si, Ze Zemi zastupuje jako
referen¢ni téleso kulovy globus o poloméru R, ktery ovineme valcem, a to takovym zptsobem, Ze se
valec dotyka globu na rovniku (obr. 6.5). Dale si predstavime, Ze paprsky svétla vyzafuji ze stfedu
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Pl

S0

Obrazek 6.5: Globus ve valci.

globu viemi sméry. Paprsek, prochézejici bodem P na glébu, vyznaéi na valci bod P/, ktery nazveme
obrazem bodu P. KdyZ potom valec podle nékteré piimky rozstfihneme a rozvineme, obdrzime ro-
vinnou mapu celého svéta. Témér celého... Severni a jizni po6l, body na globu, které lezi na ose vélce,
maji svlij obraz v nekone¢nu.

Je jasné, Ze popsana cylindrickd projekce zobrazuje vSechny kruZnice bodu téZze zemépisné
délky A (poledniky) na navzajem rovnobézné svislé pifmky, zatimco rovnobézky (kruznice bodi
téZe zemépisné §ifky @) se jevi na mapé jako vodorovné usecky, jejichZ rozestupy se pii rovnomér-
ném zvySovani hodnot ¢ zvétsuji. Abychom nasli matematicky vztah mezi bodem P a jeho obrazem
P’, musime vyjadrit kartézské soufadnice (x,y) bodu P’ jako funkce souradnic (), ¢) bodu P.
Zvolime-li soufadnice z a y tak, aby bod na rovniku a hlavnim poledniku (tedy bod se soufadnicemi
A =0 a ¢ = 0) byl poc¢atkem, aby obrazem rovniku byla osa x a aby body severni polokoule mé&ly
kladnou y-ovou soufadnici, dostaneme ziejma souradnicovéi vyjadient

2=R\ y=Rtgd, e (—180°180°), ¢ € (—90°,90°).

Nejnapadnéjsim znakem cylindrické projekce je nadmérné tzv. severo-jizni prodluzovani v ob-
lastech blizkych severnimu a jiznimu poélu a z toho plynouci drastické zkfiveni tvaru kontinentt
v téchto oblastech (obr. 6.6). Zptisobuje to pribéh funkce tg ¢ v okoli bodu £90°, v nichZz ma ne-
vlastni limity. Cylindricka projekce je v praxi nékdy zaméhovana s Mercatorovou projekci, které se
na prvni pohled podobéa. Nicmén& kromé faktu, Ze ob& projekce maji obdélnikovou sit polednika a
rovnobézek, jsou obé zobrazeni stavéna na zcela odlisnych principech, jak ostatné za chvili uvidime.
a je jednou z azimutalnich projekci, kdy promitame povrch referenéni koule na te¢nou zobrazovaci
rovinu. Polozime globus na list papiru, ktery se stane mapou, aby se globu dotykal v jiznim pélu S
(obr. 6.7). Kazdy bod P na glébu spojime pomoci polopfimky vychézejici z bodu N, ktery znaci
severni pol na globu. Praseéik P~ této polopfimky s listem papiru je obrazem bodu P v zobrazeni,
které jsme chtéli popsat.
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Obréazek 6.6: Cylindricka projekce.

Stereografickéd projekce zobrazuje v8echny poledniky jako polopfimky vychézejici z jizniho p6lu S,
zatimco kruznice zemépisné §itky se zobrazuji soustfednymi kruznicemi se stfedem S. Kruznice e,
obraz rovniku, muZeme povazovat za kruznmici jednotkovou. (Jak za chvili uvidime, odpovida to
tomu, Ze prumér globu je jednotkovy.) Tim stanovime jednotku délky pro polarni soufadnici p
v soustavé zobrazovaci roviny, za jejiz pocatek vybereme bod S.

Cela severni polokoule se zobrazi na vnéjsek zminéné kruznice e a jizni polokoule na jeji vnitiek.
Cim je bod P blize k severnimu p6lu, tim dale bude jeho obraz P’ na mapé od stfedu S kruZnice e.
Pouze jeden bod na glébu nebude mit sviij obraz. Je to severni pél, jehoz obraz je v nekonecnu.

Uvazujme nyni na glébu bod P se zemépisnou §ifkou ¢ a zemépisnou délkou A. Pfejeme si urcit
polohu jeho obrazu P’ v polarnich soufadnicich (p,e) na mapé. Protoze jsme za pocatek zvolili bod
S, bude platit p = [SP’|, polarni Ghel € miZeme zavést tak, aby platilo e = A. Délku asecky SP’
ur¢ime z obrazku 6.8, na kterém vidime fez glébu rovinou NOP, kde O je stied globu. Kromé bodi
P a P’ jsme znazornili jests bod E na rovniku a jeho obraz E'. Pravouhly trojthelnik ONE, a
tedy i pravouhly trojihelnik SNE', jsou rovnoramenné, takze plati |[{ONE| = 45° a podle volby
jednotky |SN| = |SE'| = 1. Déle plati |[{EOP| = ¢ a |[{ENP| = %5 (obvodovy thel nad obloukem
EP rovny poloviné stfedového thlu ¢). Proto |[{ONP| = 45° + %, a tudiz bod P’ lezi ve vzdalenosti

p=I|SP|=tg <45° - g)

od jizniho polu S na mapé.

Odvozen4 rovnice vede k zajimavému vysledku. Necht P(X,¢) a Q(A\, —¢) jsou dva body na
glébu se stejnou zemépisnou délkou, avSak opacnou zemépisnou Sifkou. Jakou budou mit jejich
obrazy P’ a Q' vzajemnou polohu? Podle odvozené rovnice obdrZime

o\ 1-tgd 1 1
|SQ'| = tg (45° -2 = = - .
2 1+tgd  tg5°+9) [P

Plati tedy |SP’| - |SQ'| =1 a navic body P’ a @’ lezi na téZe polopifmce s po¢atkem S, nebot oba
maji stejnou polarni soufadnici € = A. Kazdé dva body s témito vlastnostmi se nazyvaji sdruZenymi
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Obrazek 6.7: Stereograficka projekce.

v kruhové inverzi urcené jednotkovou kruznici e. Toto geometrické zobrazeni v roviné méa fadu
vyznamnych vlastnosti, které jsou tudiz vlastni i stereografické projekci. Je napf. znamo, ze thel
mezi dvéma protinajicimi se kiivkami je stejny jako thel mezi dvéma kiivkami, které jsou obrazy
puvodnich kfivek ve stejné kruhové inverzi. Z tohoto faktu ihned plyne, Ze stereograficka projekce
je izogonalni zobrazeni. Coz znamend, ze mald tzemi na globu zachovavaji svij tvar na mapé.
Na obrazku 6.9 vidime severni polokouli ve stereografické projekci, pfi niz se oviem gloébus dotyka
zobrazovaci roviny severnim polem a ne jiznim. Je zfetelné, ze tvary kontinentt na mapé jsou blizké
tém na glébu.

Piedstavme si nyni, Ze jsme navigatory lodi, ktera ma vyplout z pristavu urc¢itym smérem. Na-
stavime svij kompas na zvoleny smér, feknéme 45° severovychodné, a potom jej pevné sledujeme.
Pro zjednoduseni si predstavme, Ze v nasi cesté neni zadna piekazka, jako jsou ostrovy i pevniny.
Jakou drahou pak budeme plout? Dlouh4 léta bylo v povédomi lidi, Ze draha cesty s konstantnim
smérem (tedy kiivka protinajici vSechny poledniky pod stejnym thlem — loxodroma) je obloukem
kruznice, to znamena rovinnou kiivkou (obr. 6.10). V Sestnactém stoleti vSak Portugalec Pedro
Nuties ukazal, ze loxodroma je ve skuteCnosti spiralovita kiivka, ktera se nekone¢né bliz{ k obéma
polam (obr. 6.11).

Kartografové v Sestnactém stoleti byli postaveni pred velkou vyzvu: navrhnout takové zobrazeni,
aby se vSechny loxodromy na mapé jevily jako pfimé ¢ary. Takova mapa by umoznila navigatorovi
spojit body startu a kyZzeného cile pomoci usecky, pred vyplutim zmérit na mapé thel mezi touto
dréhou a polednikem a bé&hem celé plavby zjistény smér stale dodrzovat. Na vSech dosud sestroje-
nych mapéach pifimé ¢ary neodpovidaly loxodromam na mofi, takze navigace byla velmi slozitym a
riskantnim tkolem.

Zminénému tkolu se zacal usilovné vénovat jeden vlamsky kartograf, ktery se pod jménem Ge-
rardus Mercator stal pozdéji nejslavnéjsim kartografem novodobé historie. Narodil se 5. bfezna 1512
jako Gerhard Kremer ve vlamském mésté Rupelmonde (dnes v Belgii, v té dobé ¢asti Holandska).
Bylo to dvacet let poté, co Krystof Kolumbus podnikl svoji historickou plavbu do Nového Svéta,
ktera podnitila touhu mladého Kremera po vlastnich novych zemépisnych objevech. V roce 1530 se
piihlasil na Univerzitu v Louvainu a po absolvovani se vypracoval do postaveni jednoho z hlavnich
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Obrazek 6.8: Stereograficka projekce.

evropskych kartografi a projektanti. V té dobé bylo obvyklé, Ze studovani muzové uzivali i latin-
ské verze svych jmen. Tak Gerhard Kremer zménil své jméno na Gerardus Mercator (holandské
ykramer* a latinské ,merchant* znamenaji ¢esky nejspis , kupec* nebo ,jobchodnik*).

Z zivota tohoto kartografa uvedme osudovou udélost z roku 1544, kdy byl zatéen pro kacifstvi,
nebot prosazoval protestantstvi v katolicky spravované oblasti. S velkym tsilim si zachranil holy
Zivot a mnéasledné uprchl do sousedniho Duisburgu (v dne$nim Némecku), kde ztistal az do konce
svého Zivota.

Pred Mercatorem zdobili kartografové své mapy nerealnymi mytologickymi figurkami a fiktiv-
nimi zemémi. Tyto mapy byly proto spiSe uméleckym vytvorem nez pravdivym zobrazenim svéta.
Mercator byl jednim z prvnich, ktery své mapy zakladal vyluéné na exaktnich udajich, ziskanych na
zakladé presnych méreni. Tim prevedl kartografii z oblasti uméni mezi skute¢né védecké discipliny.
Mercator byl rovnéz prvni kartograf, ktery vytvoril ucelenou kolekci samostatnych map, jakou dnes
nazyvame atlasem na pocest legendarni bajné antické postavy.

Jak jsme jiz naznacili, Mercator se v roce 1568 pevné vnitiné rozhodl, Ze bude sviij ¢as a veskeré
asili vénovat nalezeni nové metody kresleni map, které by lépe odpovidaly namofnickym potfebam.
Uvédomil si, ze zadna jedind mapa nemitize soucasné zachovavat vzdélenost, tvar i smér. Maje na
mysli potfeby navigace, Mercator se rozhodl obétovat vzdélenost a tvar, aby zachoval na mapé to,
bézky a poledniky se na mapé musi zobrazit do obdélnikové sité, v nichZz obrazy vSech bodu téze
zemépisné §ifky budou navzajem rovnobézné a shodné tsecky (jedna z nich bude obrazem rovniku);
podle druhého principu by mapa méla byt izogonalni (tj. vérné zobrazujici thly mezi kiivkami).

Posudme nejdifve, co prvni princip znamené pro kruznice bodii téze zemdpisné sirky, obvykle
zvané rovnobézky. Ty zmensuji svoji délku, kdyZ se prislusna zemépisna Sitka zvétsuje, a to az
dosdhnou nulové hodnoty v obou pélech. Protoze na Mercatorové mapé maji byt tyto kruznice
znazornény vodorovnymi tseckami o stejné délce jako rovnik, musi byt kazd& rovnobézka roztazena
s jistym koeficientem zavislym na piislusné zemépisné §ifce. Na obr. 6.14 vidime kruZnici se zemépis-
nou sitkou ¢. Jeji polomér je oznacen r, takze jeji obvod je 2mr = 2w R cos ¢ na globu, zatimco délka
rovniku na glébu je 2w R. KruZnice bude tedy roztazena na mapé s koeficientem % = sec ¢.

Timto jsme vyjadrili koeficient roztazeni jako funkci proménné ¢. Cim véts{ je zemépisna sitka, tim
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Obrazek 6.9: Severni polokoule.

vétsi koeficient roztaZeni, jak ostatné ukazuje tabulka.

p 0° | 15° | 30° | 45° | 60° | 75° | 80° | 85° | 87° | 89° | 90°
sec ¢ | 1,00 | 1,04 | 1,15 | 1,41 | 2,00 | 3,86 | 5,76 | 11,47 | 19,11 | 57,30 | oo

Aby byla mapa izogonalni, s roztazenim rovnobézek, které jsme pravé popsali, musime soucasné
zajistit i vhodné zvétSovani vzdalenosti mezi sousednimi rovnobézkami v jejich siti, jiz kreslime od
rovniku k ob&ma polim s pravidelnym krokem napf. 1°,5° nebo 10° (obr. 6.15). Jak toho presné
Mercator dosahl, nenf znamo a stale se o tom vedou debaty mezi historiky kartografie. S&m Mercator
o tom nezanechal zadny pisemny zdznam, aZ na nasledujici pozndmku, vytisténou v doprovodném
textu k jeho mape:3?

P7i zndzormiovdni svéta musime rozvinout povrch koule do roviny, a to takovym zpisobem, aby se
polohy mist na vsech strandch navzdjem shodovaly ve skutecném sméru a ve skutecné vzddlenosti. . .
S timto imyslem musime pouZit nové proporce a nové sestavent poledniki, s prihlédnutim k rovnobéz-
kdm. .. Kuvuli tomuto divodu jsme postupné zvétsovali stupné zemépisné Sitky smérem k jednotlivgm
polim primo dimeérné s prodluZovdnim rovnobéZek do délky rovniku.

I pfes toto nejasné vysvétleni je nepochybné, Ze Mercator musel objevit spravnou matema-
tickou metodu, aby vyhovél obéma principtim, které vzal za zaklad pii konstrukei své mapy. Kdyz
vytvoril sit rovnobéZek a polednikii, zbyvalo mu uZ jen polozit ,kaZi na kostru* neboli piekryt tuto
sit obrysy kontinenti, jez byly znamy v jeho dobé. V roce 1569 publikoval svoji mapu svéta pod
nazvem Novy a vylepSenyj popis zemi ve svété, upraveno a uréeno pro uZivani navigdtori. Byla to

39Tento i dalii citaty uvadime v prekladu podle knihy [25].
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Obrazek 6.10: Oblouk na hlavni kruZnici.

svym rozsahem obrovskd mapa, jez proto byla pro vytisténi rozdélena na 21 ¢asti, nebot celkové
méfila 137,16 x 210,82 cm?. Tak vzniklo jedno z nejvzacnéjgich dél v celé kartografické historii. Do
soucasnosti se zachovaly pouze tii jeho exemplére.

Mapa, ktera prinesla Mercatorovi vé¢nou slavu, nebyla zprvu pfijata ani kartografy, ani na-
moini komunitou. Lidé zpoc¢atku nedokazali pochopit pfekvapivou zménu tvaru kontinentd, pro
kterou ostatné Mercator nepodal vysvétleni, pro¢ a jak vlastné zvétsoval vzdalenosti mezi soused-
nimi rovnobé&zkami. Tim docasné zpusobil i zmatek v myslich kartografa, ktefi na jeho dilo chtéli
navazat.

Presné vysvétleni metody, kterda umoznuje sestavit Mercatorovu mapu vyhovujici dvéma stano-
venym a vyse popsanym principtim, podal aZ jeden anglicky matematik. Zil v letech 1560 — 1615 a
jmenoval se Edward Wright. Ve své praci s ndzvem Konkrétni chyby v navigaci, ktera byla publiko-
vana v Londyné roku 1599, napsal:

Cisti poledniki v kazdém bode zemépisné Sirky se must zvétsovat se stejnou mirou, jako se zvét-
Sugi sekanty. Neustdlym pricitdnim sekant odpovidagicich zemépisngm $itkdam jednotlivijch rovnobé-
Zek. . . vytvorime tabulku, kterd pravdiveé ukdZe hodnoty zemépisné $itky na polednicich ndmornické
mapy.

Jazykem dne$ni matematiky fe¢eno, Wright pouZil numerickou integraci, aby vy¢islil f0¢ sectdt
pro potfebnou skilu hodnot ¢ z intervalu (0,90°). Nasledujme jeho postup a pouZzijme pfitom sou-
casnou symboliku. Obrazek 6.16 ukazuje maly sféricky obdélnik na globu vymezeny pomoci kruznic
zemdpisné délky A a A + AX a pomoci kruZnic zemépisné Sitky ¢ a ¢ + A, kde dhly A a ¢ od to-
hoto okamziku budeme méfit v radianech, protoZe to piinese vyhodu pii vyjadfovani délek obloukt
kruznic. (JelikoZ na volbé nultého poledniku nezélezi, je na obrazku vyznagen pouze piiriistek A
zemd&pisné délky.) Strany zminéného obdélniku maji délky (Rcos ¢)AX a RA¢. Necht bod P(), ¢)
na globu piejde do bodu P’(x,y) na mapé s kartézskou soustavou soutfadnic, jejiz osa x je obrazem
rovniku. Potom se sféricky obdélnik zobrazi na rovinny obdélnik omezeny pfimkami znazornénymi
na obr. 6.17. Zatimco pfirtstek soufadnice z ma znamou hodnotu Az = RA\, piirtstek Ay je
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Obrazek 6.11: Loxodroma.

Obrazek 6.12: Gerardus Mercator.

nutné urcit tak, aby mapa byla izogonalni, neboli aby dva zminéné obdélniky byly podobné. Pravé
to bude znamenat, ze smér z bodu P(A,¢) do bodu Q(A + A\, ¢ + A¢) je stejny jako smér mezi
body P'(z,y) a Q'(x + Az,y + Ay), které jsou jejich obrazy na mapé. To nas piivadi k rovnici

RA¢ Ay . _
Roosobh  Ax neboli Ay = (Rsec ¢)Ag.

Rovnici Ay = (Rsec ¢)A¢ v moderni terminologii nazyvame diferenéni rovnici. Numericky mtize
byt feSena rekurentnim postupem. Polozime Ay; = y; — y;—1, i = 1,2,3,..., a stanovime pevny
priristek Ag¢. Pro ¢ = 0 zvolime pocatecni hodnotu yo = 0 (odpovidajici obrazu rovniku, kterym
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Obrazek 6.13: Mercatorova mapa Evropy.

mé byt osa ). Dalsi hodnoty y1,ys,... budeme postupné pocitat ze vztahu

y1 =% +Ay1 =0+ R -sec0- Ag,
Y2 =y1 +Aya = y1 + R-sec Ag- Ag,
Y3 = Y2 + Ays = ya + R - sec2A¢ - A,

YN =yn-1+ Ayny = yn-1+ R -sec(N —1)A¢ - Ad.

Vypocet jsme ukoncili dosazenim kyzené hodnoty N - A¢ zemépisné Sitky. Tato numericka integrace
byla naro¢na a pracné zejména v dobéch ,ruénich* vypocta bez kalkulacek a pocitaci. Presto se
Wrightovi podafilo cely postup realizovat s dostate¢né malym prirtistkem A¢ rovnym 1 minuté (ve
stupiiové mite). Vysledky svych vypoctii pro zemépisnou itku od 0° do 75° zvefejnil v tabulkach
,polednikovych ¢asti“. Tim se nakonec metoda konstrukce Mercatorovy mapy stala obecné znamou.

Dnes bychom odvozenou rovnici Ay = (R sec ¢)A¢ piepsali jako rovnici diferencialni pro ,neko-
ne¢né malé“ hodnoty A¢ a Ay, jez bude tvaru

% = Rseco.

do
Jeji feSeni y = y(¢) s pocatedni hodnotou y(0) = 0 zapiSeme uréitym integralem
@
y(p) = R/ sect dt.
0
Dnes je tento integral zadavan studentim ve cviceni k zékladnimu kurzu matematické analyzy.

Avsak Wrightova kniha se objevila asi 70 let pfed Newtonem a Leibnizem, ktefi teprve integralni
pocet vytvofili, takze samotny Wright nemohl pouzit techniku neurcitych integralti. Nezbyvalo mu
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Obrazek 6.14: Kruznice se zemépisnou Sitkou ¢.

tedy nic jiného, nez pouzit vyse popsanou numerickou integraci.

Jako ucenec napsal Wright svou knihu pro matematicky erudované ¢étenare. Jeho teoreticka vy-
svétleni obyc¢ejnym ndmoinikim fikala velmi mélo. Proto Wright téZ navrhl jednoduchy myslenkovy
pokus, ktery mél konstrukci Mercatorovy mapy vysvétlit. Pfedstavme si, Ze globus obalime valco-
vou plochou tak, aby se dotykala globu na rovniku. Za¢néme glébus nafukovanim zvétsovat. Pritom
kazdy bod na roztazeném globu ptijde do kontaktu s valcem a zanechd na ném svou stopu, ktera
bude obrazem puvodniho bodu glébu na Mercatorové mapé. Tu dostaneme, kdyz nakonec valcovou
plochu s obrazy bodiu rozvineme do roviny.

Popsany Wrightiv model se bohuZel stal (ne vSak chybou samotného autora) zdrojem prezi-
vajictho mytu, ze Mercatorovu mapu obdrzime promitanim paprska svétla ze stfedu globu oba-
leného vélcem (¢imz ovSem ziskdme odlisnou cylindrickou projekei, o které jsme pojednali diive).
Diisledné vzato Mercatorova projekce vlastné neni projekci, alesponi ne v geometrickém vyznamu
tohoto pojmu. MiZe byt popsina pouze matematickymi vzorci pro prevod soufadnic z glébu do
soufadnic na mapé, které v zéavéru naseho textu odvodime. Sd&m Mercator nikdy model s valcem
ke svym vypocétim nepouzival. Jeho zobrazeni — az na vnéjsi podobnost — nema s cylindrickou
projekei nic spole¢ného. Avsak jednou stvofené myty umiraji pomalu a jeSté dnes se mizeme setkat
s chybnymi vyroky o Mercatorové projekci v mnoha zemépisnych knihach.

Jak jsme jiz uvedli, k prvotnim vyhradam viacéi Mercatorovym mapam piispélo zejména zkres-
leni pevnin ve vysokych zemé&pisnych §itkach: nap¥. Gronsko je na mapé vétsi nez Jizni Amerika,
ackoli jsou jejich skuteéné rozlohy piiblizné v poméru 1 : 9.40 Navic p¥ima ¢ara spojujici dva body
oba body na rovniku nebo na stejném poledniku (obr. 6.18). Za tento nedostatek byla Mercatorova
mapa Casto kritizovana. Jeden Wrighttuv pfiznivec, evidentné urazeny touto nespravedlivou kritikou,
si vybil zlost témito fadky:

At se nikdo neodvdzi hanit Mercatorovo jméno za $patny zpusob zobrazovdni. At je ta hanba

smyta docela a ostuda necht padne na ty, kteri Spatné jeho myslenky popisovali, pouZivali nebo pred-
ndseli.

40Kvili nadmérnému severo-jiznimu roztazeni je Mercatorova mapa obvykle omezena pouze na zemépisné sirky od
75° severné do 60° jizné (viz obr. 6.19).
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Obrazek 6.15: Roztazeni vzdalenosti mezi rovnobé&zkami.

Wrightova kniha se objevila v roce 1599, tficet let poté, co Mercator publikoval svoji novou
mapu svéta. Namoini komunita pomalu zacala ocenovat jeji velkou dulezitost a v pravy cas se tato
mapa stala celosvétové uznavanou. Vyznamnost si udrzela do nasich dni. Kdyz NASA zacala pra-
zkumy vesmiru v 60. letech 20. stoleti, velkd Mercatorova mapa, na které byly neustale sledovany
drahy satelitt, vévodila fidicimu centru v Houstonu ve staté Texas. A prvni mapy mésicti Jupitera
a Saturna byly rovnéZ vyhotoveny Mercatorovou metodou.

Vratme se do 17. stoleti. V roce 1614 John Napier (1550-1617) ze Skotska objevil logaritmy,
které se staly nejdulezitéjsi pomiickou ve vypocetni matematice od dob stfedovéku, kdy byla piine-
sena do Evropy indicko-arabska pocetni soustava. Sdm Napier publikoval tabulky logaritmu sint.
Krétce nato anglicky matematik a knéz Edmund Gunter (1581-1626) vydal tiskem tabulky logaritmii
tangent (1620). Kolem roku 1645 Henry Bond, ufitel matematiky a velkd autorita pFes navigaci,
porovnal tyto tabulky s Wrightovymi polednikovymi tabulkami a ke svému pfekvapeni zjistil, Ze se
tyto tabulky shoduji za predpokladu, ze thel v Gunterové tabulce ma hodnotu 45° + %, kde ¢ je
ahel z Wrightovy tabulky. Bond tak usoudil, Ze urcity integral f0¢ sectdt je roven Intg(45° + %),
avSak sam to nemohl dokazat. Brzy se tato jeho domnénka stala jednim z nejvyznamnéjSich mate-
matickych problému 50. let 17. stoleti. Pod nezdarilé pokusy o jeho FeSeni se podepsali mimo jiné
John Collins, Nicolaus Mercator (bez vztahu k G. Mercatorovi), Edmond Halley. Byli to vrstevnici
Isaaca Newtona a aktivni acastnici vyvoje, ktery vedl ke zrodu matematické analyzy.

Teprve v roce 1668 James Gregory uspél v dokazovani domnénky, kterou vyslovil Bond. Jeho dua-
kaz byl v8ak natolik obtizny, Ze sim Halley ho kritizoval za ptili§ mnoho ,,komplikaci“. Stesti prélo az
Isaacu Barrowovi (1630-1677), ktery podal elegantni diikaz Bondovy domnénky v roce 1670. Tento
profesor matematiky na Univerzité v Cambridge byl zda se prvnim matematikem, ktery (nejen pii
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Obrazek 6.16: Sféricky obdélnik.

zminéném dikazu) pouzival techniku rozkladu funkei na parcidlni zlomky, jez je, jak dnes dobie
vime, efektivnim prostfedkem vypocétu mnohych integrala.

Gregoryuv dikaz Bondovy domnénky nyni pfedvedeme. Zacneme tpravou

1 cos¢p  cos¢
Sec¢_cos¢_cos2¢_1—sin2¢_
B cos ¢ B 1< cos ¢ cos ¢ )
T (1+sing)(1—sing) 2 \1+4sing 1—sing/’

podle které

1 cos ¢ cos ¢
/Scccf)dd)— §/(1+sin¢>+ 1—sin¢) de.

Prvni vyraz v zavorce, ktery integrujeme, je ve tvaru zlomku, jehoz Citatel je derivaci jmenovatele,
a druhy zlomek v zavorce je ve tvaru, jehoz citatel je (—1)-nasobkem derivace jmenovatele. Plati
tedy

1
/secgz5d¢ = 5(111 |1 +sing| —In|l —sing|) + C.
S vyuzitim dobfe znamé vlastnosti logaritmi muzeme vysledek pfepsat na

1+ sing

1 , , 1
5(1n|1+sm¢|fln\lfsm(bDJrC— m}l—sin(ﬁ :

2
Rozsifenim zlomku uvnitf logaritmu obdrzime

1+sing 1+sing 11 (1 4+ sin ¢)?
. — S
1—sing 1+sing 2 cos2 ¢

+C.

éln‘

Jelikoz argument logaritmu je druhou mocninou, zapiSeme vysledek jako

L) o

cos ¢
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0] T z + Az

Obrazek 6.17: Rovinny obdélnik.
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Obrézek 6.18: Loxodréma a nejkratsi vzdalenost.

pomoci goniometrickych vzorct dale upravime

1+ 2sin g cos cos & + sin 2)2
n|————2 "2/, C=In ¢( 24) 2) +C =
coszgfsirfg (cos§+sin§)(cosgfsin§)
¢ ]
CcOS 5 + SIn 5
=In|—2 "2, (.

¢ _gin?
cos 5 — sin g

Nakonec ¢itatel i jmenovatel v argumentu logaritmu vydélime vyrazem cos g:

tg (24-%5)

Pro zkoumany integral tak dostavame potvrzeni Bondovy domnénky

¢ ) T T ¢
tdt=In|tg| -+ = || —Intg— =Intg | — + =
/Osec ng(4+2)’ ng4 ng(4+2),

nebot IntgZ =In1 = 0. V poslednim vzorci jsme vynechali absolutni hodnotu, protoze v intervalu,
kde zemépisné sitky uvazujeme, —5 < ¢ < 7, je tg(§ + %) kladné ¢islo. Dodejme, ze v dnesnich

l—l—tg%

1ftgg

In +C=1In

|+
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kurzech analyzy je integral z funkce sekans feSen pomoci substituce u = tg%7 du = %sec2 %dt.

Nyni jsme schopni vyjadiit souradnice (z,y) bodu P’ na Mercatovové mapé pomoci zem&pisné
délky A a zemépisné §itky ¢, které odpovidaji bodu P na globu. Diferen¢ni rovnice Az = RAX ma
zfejmé feSeni x = R\ a integral y = Rff sect dt je roven vyrazu Rlntg(45° + %) Tudiz mame

z =R\ y= Rlntg (45° + g) .

Tim jsme splnili tkol, ktery jsme si predsevzali — nasli jsme matematické vyjadieni Mercatorova
kartografického zobrazeni.
¢

VEimnéme si, Ze vyraz tg(45° + §) uvniti logaritmu v rovnici y = RlIntg(45° + %5) je stejny

Obrézek 6.19: Svét podle Mercatora.

jako v rovnici |SP’| = tg(45° + g) uvedené pii vykladu o stereografické projekeci. To neni nédhodal!
Driive nez to vysvétlime, poznamename obecnéji, ze jednim z velkych tspéchti matematiky osm-
nactého stoleti bylo i¢elné rozsifeni definiéniho oboru obvyklych funkci jako napt. sinz,e” a Inx o
komplexni hodnoty proménné z. Jak jsme podrobné popsali v podkapitole 1.4, na zac¢atku tohoto
vyvoje stal Euler a jeho vrcholu bylo dosazeno v devatenactém stoleti vytvorenim teorie analytic-
kych funkei komplexnich proménnych.

Nés vsak zajima pouze funkce w = In z, kde jak hodnoty z, tak i hodnoty w jsou komplexni
Cisla, ktera je dana predpisem

w=In|z|+1i-argz.

Préavé tohle konformni zobrazeni aplikované pii stereografické projekci ndm dava Mercatorovo zob-
razeni az na to, ze horizontalni a vertikalni pfimky jsou navzdjem vyménény. Muzeme to opravit
rotaci soufadnicového systému o 90°, coz odpovida vynasobeni hodnoty funkce komplexni jednot-
kou i. Mercatorovu projekci si tedy muzeme predstavit jako vysledek slozeni dvou zobrazeni: prvni
z nich je stereograficka projekce globu na komplexni rovinu z, druhé je zobrazeni této roviny z do
roviny w (obr. 6.20) pomoci funkce w = i-In z. Jak jsme dfive odvodili, pfi prvnim zobrazeni se bod

P(\, ¢) globu zobrazi na komplexni ¢islo z s absolutni hodnotou p = tg (45° + %) a argumentem
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Obrazek 6.20: Rovina z a rovina w.

€ = ), takze po aplikaci druhého zobrazeni dostaneme komplexni ¢islo

w=ilnz=1i[lnp+ie]=—-A+ilntg (45°+§>,

které pii zapisu w = x + iy skuteéné odpovida bodu P’'[z,y] na Mercatorové mapé (pii hodnoté
R =1 a pozménéné orientaci osy ). Tento vysledek, jako kazdé sloZzeni dvou konformnich zobrazen,
je opét konformni zobrazeni. Timto konstatovanim naSe exkurze za goniometrickymi funkcemi do
svéta matematické kartografie konéi.
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