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Kapitola 3

Goniometrie obecného trojuhelniku

3.1 Véty o pramétech

Goniometrické hodnoty (ostrych) ahli jsme zavedli v predchozi kapitole jako poméry stran
pravouhlych trojihelnika. Abychom je uplatnili pii vypoctech v obecnych trojihelnicich, pouzijeme
obrat, ktery byl znam jiz starovékym matematikim: zkoumany trojihelnik rozdélime vyskou na dva
pravouhlé trojuhelniky. V pfipadé ostrouhlého trojuhelniku tak mame dokonce tii moznosti (obr.
3.1). Co je vsem tiem rozdélenim na dva pravoihlé trojihelniky spole¢né?

A A A

Obrazek 3.1
Pro prepony a odvésny kazdého paru vytvorenych trojihelniki plati:
1. prepony jsou dvé strany ptuvodniho trojtuhelniku,
2. spole¢na odvésna je vyska na tieti stranu,
3. soucet zbylych odvésen je roven tieti strané.

V této kapitole ukazeme, Ze z téchto tii vlastnosti 1ze odvodit vSechna pravidla pro vypocty v obec-
nych trojthelnicich. K tomu nejprve v uvazovanych dvojicich pravoihlych trojihelnika vyjadiime
pomoci piepon a vnitinich whli jejich odvésny (podle obr. 3.2)! a pak vlastnosti uvedené v bodech
2 a 3 vyjadiime vztahy v levém, resp. pravém sloupci:

e v, =c-sinf=b-sin~, e a=b-cosy+c-cosf,
e Uy, =c-sina=a-sinv, e b=a-cosy+c-cosa,
e v.=b-sina=a-sinpf, e c=a-cosf+b-cosa.

!Nepotiebujeme k tomu pochopiteln& vysledek, jehoz prvni historicky znamy dikaz podal L. Euler a ktery je
z obr. 3.2 patrny, ze totiz vysky trojihelniku prochéazeji jednim bodem. Zminime se o ném v zavéru podkapitoly 3.6.
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KAPITOLA 3. GONIOMETRIE OBECNEHO TROJUHELNIKU

Tyto rovnosti vlastné vyjadiuji vztahy pro kolmé praméty libovolnych dvou stran trojuhelniku do

A

Ve

Obrazek 3.2

sméru tfeti strany a do sméru k nému kolmého. Proto se jim ¢asto ¥ika véty o primeétech. Jejich
zékladni disledky (znamé pod nazvy sinova a kosinova véta) posoudime v podkapitolach 3.3 a 3.4.
Piedtim jesté vytesime dilezitou otazku, jak zaridit, abychom véty o primétech mohli pouzivat ve
stejné podobé nejen pro ostrotuhlé, ale i tupothlé trojihelniky, aniz bychom museli prechazet od
tupych vnitfnich dhla k ostrym vnéjsim ahltm.

3.2 Goniometrické hodnoty tupych tuhli

Véty o priumétech — zaklad celé trigonometrie — byly v podkapitole 3.1 odvozeny a maji prozatim
smysl pro trojihelniky, které jsou ostrothlé. Dosud jsme totiZz nedefinovali hodnoty sina a cos a
v piipadé, kdy 90° < a < 180°. Hodnoty sinu a kosinu tupého thlu nyni zavedeme pravé tak, aby
véty o primétech platily pro strany a uhly libovolného trojuhelniku.?

Dvé ze t¥ vysek tupoihlého trojihelniku ABC s vnitinim ahlem « € (90°,180°) lezi vné troja-
helniku, totiz vyiky vy a v.. ZaméFime se pouze na jednu z nich, nap¥. vysku v..2 Jeji patu vysky
ve oznaime P a vedlejsi thel k thlu a ozna¢ime o’ (obr. 3.3). Jeho velikost je o/ = 180° — o < 90°.
Vysku v, nyni vyjadiime pomoci sini thla v pravothlych trojuhelnicich PBC a PAC:

ve=a-sinB=0b sincd.
V podkapitole 3.1 jsme v ostrothlém trojuhelniku ABC odvodili dvoji vyjadieni vysky v. ve tvaru
ve=a-sinff=>b-sina.

Aby véty o pramétech libovolnych dvou stran do sméru kolmého k tfeti strand byly vyjadieny
stejnym vzorcem pro strany a thly libovolného trojihelniku, budeme pozadovat, aby pro hodnotu
sinu tupého uhlu « platilo

sina = sina’.

2Pomoci limitnich @vah v kap. 2 zavedené hodnoty sin90° = 1 a cos90° = 0 zaru¢uji platnost vét o pramétech
i pro pravouhlé trojuhelniky — jsou to trividlni rovnosti.
3Ke stejnému zavéru bychom dogli i pfi tivaze o druhé ,,vn&jsi“ vysce vp.
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3.2. GONIOMETRICKE HODNOTY TUPYCH UHLU

Ve

™
P

Obrazek 3.3

Vratime se k pravoihlym trojuhelnikim PBC a PAC z obr. 3.3 a tentokrat pomoci kosini jejich
whli vyjadiime stranu c:

c¢c=|AB| = |BP|—|AP|=a-cos3—b-cosc.
V podkapitole 3.1 jsme v ostrothlém trojiuhelniku ABC odvodili vyjadieni strany ¢ ve tvaru
c=a-cosf+b-cosa.
Porovnani obou rovnosti vede k pozadavku, aby pro hodnotu kosinu tupého thlu « platilo
cosa = —cosa’.
Oba odvozené pozadavky splnime, kdyz pro kazdé a € (90°,180°) definujeme:

sin a = sin(180° — a), (3.1)

cos @ = — cos(180° — ). (3.2

Vzorce 3.1 a 3.2 pak zifejmé plati i pro a € (0°,90°).
Timto postupem, totiz na zékladé vzorci, které jesté jednou zapiSeme pro thly v obloukové mite

sinz =sin(r —x) a cosx = —cos(m — x),
jsme definiéni obory funkei sinz a cosz rozifili z intervalu (0, §) na interval (0, 7). Grafy téchto

funkci jsou zobrazeny na obr. 3.4.
Bez dikazu, ktery je trividlni, uvedeme, Ze vzorec zvany goniometricka jednicka

la=1

sin? @ + cos
(viz podkapitola 2.2) zustava v platnosti pro kazdé a € (0°,180°). Nasledujici dva vzorce

sin(a + 90°) = cos a, (3.3)
cos(a+ 90°) = —sina (3.4)

pro sinus a kosinus souctu ostrého dhlu s thlem pravym pro libovolné a € (0°,90°) jiz dikazy
opatiime.
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KAPITOLA 3. GONIOMETRIE OBECNEHO TROJUHELNIKU

y =sinx Yy =cosx

14 14

Obréazek 3.4: Grafy funkef sinus a kosinus na intervalu (0, )

Diikaz vzorci 3.3 a 3.4:

Jelikoz je thel a4 90° tupy, pouZijeme vzorce 3.1 a 3.2 z definice sinu a kosinu tupého thlu:
sin(a 4+ 90°) = sin[180° — (a + 90°)] = sin(90° — ) = cos a,
cos(a +90°) = — cos[180° — (a4 90°)] = — cos(90° — a) = —sina,

kde jsme nakonec vyuzili vztah goniometrické funkce se svou kofunkci z ¢asti 2.1.2.

3.3 Sinova véta a obsah trojahelniku

V trigonometrické praxi je sinovd véta jedno z nejuzivanéjsich tvrzeni o rovinnych trojihelnicich.
Jeji obvykly tvar odvodime z véty o vyskach trojihelniku jako primétech stran, kterou muizeme
podle podkapitoly 3.1 zapsat pro ostrothly trojuhelnik ABC' jako

Vg =c-sinff =b-sinv,
vp =cC-sina = a-sinvy,
ve=>b-sina =a-sinfg,
a ktera diky procedure z podkapitoly 3.2 nyni plati pro obecny trojuhelnik ABC (bez ohledu

na to, zda je ostrouhly, pravouhly & tupouhly). PrepiSeme-li rovnosti sou¢inii na rovnosti podili,
dostaneme:

Véta 3.3.1 (Sinova véta). V libovolném trojiuhelniku ABC' plati:

a b c

neboli a:b:c=sina:sinf :siny. | (3.5)

sinaw  sinf8  sinvy

Sinovou vétu pouzivame k standardnim vypoctim zejména v nésledujicich pripadech:

e Mame dény dva thly trojihelniku a délku jedné jeho strany a chceme dopocitat velikosti
zbyvajicich stran.
e Zname délky dvou stran trojihelniku a velikost jednoho thlu, ktery tyto strany nesviraji, a

chceme zjistit zbyvajici ahly.

Pokud je ve druhém piipadé zadan thel oproti mensi z obou danych stran, vede tloha ke dvéma
moznym vysledkim — viz konstrukei na obr. 3.5. Vzhledem ke vzorci sin(m — z) = sinz nenf totiz
¢islo = z intervalu (0,7) hodnotou sinz uréeno jednoznaéné (pro ahly z obr. plati sin 81 = sin s,
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3.3. SINOVA VETA A OBSAH TROJUHELNIKU

Obrézek 3.5: Dano a, b, a, sestrojte AABC.

nebot /31 + [32 = 1800)

Kromé obvyklého tvaru (3.5) sinové véty odvodime jeté tzv. rozsifenou sinovou vétu zaloZenou
na vlastnostech ihla v kruznici. Podle véty o obvodovém thlu je totiz pomér a : sin a konstantni pro
vSechny trojuhelniky ABC' s proménnym vrcholem A, spoleénou stranou BC' a spole¢nou opsanou
kruznici (viz obr. 3.6 vlevo pro thel a@ < 90°). V poloze A = Ag, kdy BAj je primérem dané
kruznice, je podle Thaletovy véty uhel A3C B pravy, takze

a a
— dtud =
|BAs|’ octt sin «

sina =

|BAs| = 2r,

kde r je polomér kruznice. Stejuy vzorec plati i v p¥ipadé tupého thlu « (viz obr. 3.6 vpravo), kdy
ostry thel u vrcholu Az méa velikost o = 180° — «, nebot sin’ = sin . Dostavame tak slibenou

Ay
« A3
o
S
Aq
a
B a C

Obrazek 3.6

roz§ifenou sinovou vétu: V libovolném trojihelniku ABC vepsaném do kruznice o poloméru r plati

b
2 2 C (3.6)
sina  sinf  sinvy
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KAPITOLA 3. GONIOMETRIE OBECNEHO TROJUHELNIKU

V této podkapitole se jesté zminime o vzorcich pro obsah trojihelniku, ve kterych vystupuje
funkee sinus a které odvodime ze zakladnich vzorcii pro obsah trojthelniku ABC

1 1
S:§~a‘va:§-b-vb:§~c~vc.
1.
1 1 1
S:§~a-b~sin'y=§-a-c~sinﬁ:§-b-c~sina
Odvozeni:
S = %~a~va = % -a+b-siny, podobné ostatni dva vzorce.
2.
a-b-c
S =
4r
Odvozeni:
S:l.C.UC:l,c.b.sina:l.c.b.i:a'b'c
2 2 2 2r 4r
3.
S =2r? . sina-sin B - siny
Odvozeni:
S %~c~vc: %-2r~sin’y-vc: %-2r~sin’y~b-sina:%-2r-sin’y~2r~sin6~sina:

= 2r? .sina -sin B - sin .

Prosluly Herontiv vzorec pro obsah trojihelniku odvodime v piikladu 3.7.4 pomoci kosinové véty.

3.4 Kosinova véta, zavislost tii kosini

Sinova véta nam nepomiize vyftesit trojihelnik, kdyz mame dany dvé jeho strany a thel, ktery
sviraji, nebo kdyz zndme délky vSech tif stran trojuhelniku. Novy prostfedek, kterym zbyvajici dva
piipady vyfesime, se jmenuje kosinovd véta a vénujeme mu celou tuto podkapitolu.

Kosinovou vétu odvodime z véty o prumétech

a="b-cosy+c-cosp,

b=a-cosy+c-cosa,

c=a-cosf+b-cosa,
uvedené v podkapitole 3.1 a platné, znovu pfipominame, pro obecny trojihelnik ABC. Nejdiive
jednotlivé rovnosti vynasobime po fadé délkami stran a, b, ¢

a2:a~b~cos7+a~c~cosﬁ,

W =b-a-cosy+b-c-cosa,

A =c-a-cosB+c-b-cosa
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3.4. KOSINOVA VETA, ZAVISLOST TRI KOSINU

Obrazek 3.7: Ditkaz a? + b? — 2abcosy = ¢? pies obsahy

a nové rovnosti mezi sebou secteme a ode¢teme, jak je vidét nize:

(3.7) 4 (3.8) — (3.9) : A+ —=2-a-b-cosv,
(3.8) +(3.9) — (3.7) : ¥+ —a?=2-b-c cosa,
(3.9) 4+ (3.7) — (3.8) : F4+a?—v’=2-a c-cosf.

Dodejme, Ze ze ziskanych rovnosti, které ihned piepiSeme do obvyklych tvart kosinové véty,
naopak plynou séitanim a od¢itanim rovnosti (3.7) — (3.9), a tedy i vychozi t¥i rovnosti. Proto je véta
o prumétu dvou stran trojihelniku do sméru tieti strany algebraicky ekvivalentni s kosinovou vétou,
k jejimuz dikazu jsme (narozdil od obvyklého u¢ebnicového postupu) nepotiebovali Pythagorovu
vétu.

Véta 3.4.1 (Kosinova véta). V libovolném trojihelniku ABC' plati rovnosti:

A=+ —-2-b-c-cosa,
P =a?+c?—2-a-c-cosp, (3.10)

A=a®>+bv—2-a-b-cosn.
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KAPITOLA 3. GONIOMETRIE OBECNEHO TROJUHELNIKU

—abcosy
be cos o i

be cos a

Obrazek 3.8: Ditkaz a? + b + (—2abcosy) = ¢? pies obsahy

Vztah ¢tvercii a?,b?, ¢ dany kosinovou vétou lze rovnéz odvodit nazorné (viz obr. 3.7 pro ost-
rotihly trojuhelnik, obr. 3.8 pro tupouhly trojuhelnik a obr. 3.9 pro pravothly trojthelnik). V jed-
notlivych obréazcich obdélniky téze barvy sice nejsou shodné, maji v§ak shodné obsahy uvedenych
hodnot.*

Praktické vypocty zalozené na kosinové vété umoziuji jak piimé urceni délek z levych stran
vzorci (3.10), tak jednozna¢né urceni thla, jejichZ kosiny vystupuji na pravych stranach. Druhy
fakt je dan tim, Ze funkce kosinus je na intervalu (0, 7), ve kterém lezi uhly kazdého trojahelniku,
prostd, tedy hodnotou cos z je ¢islo = z intervalu (0, 7) urcéeno jednozna¢né.

Jesté poznamenejme, Ze v piipadé, kdy zname délky vSech stran trojihelniku, miZzeme ze vzorcti
(3.10) snadno urcit znaménka hodnot cos a, cos 8 a cos a podle nich rozhodnout, zda jde o troj-
thelnik ostrotihly (v8echny t¥i hodnoty jsou kladné), tupotihly (mezi hodnotami je jedna zaporna)
nebo pravothly (jedna hodnota je nulova). Tak napiiklad podle prvntho ze vzorci (3.10) plati:

o a < 90° jeli b2 + ¢ > a2,
o a=90° je-li b? 4 ¢ = a?,
o a>90° jeli b2 +c? < a?.

V druhé ¢asti této podkapitoly odvodime, jaka zavislost plati mezi kosiny vnitinich dhla li-
bovolného trojuhelniku. Vratime se k rovnostem z véty o prumétech, které tentokrat zapiSeme ve

4Ctverce nad stranami trojuhelniku jsou na obrézcich rozdéleny na dvojice obdélnikii zpiisobem, ktery odpovida
rovnostem (3.7) — (3.9) z naseho ditkazu kosinové véty. Tato ,vizualizace* kosinové véty je prevzata z knihy [20].
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3.4. KOSINOVA VETA, ZAVISLOST TRI KOSINU

accos 3

accos 8

Obrazek 3.9: Dikaz a® + b% = ¢? pfes obsahy

tvaru
a — cos7y-b—cosf-c=0,
—cosvy-a + b—cosa-c=0,
—cos 3-a — cos a-b + c=0.

Protoze trojice (a,b,c) je netrividlnim FeSenim takové homogenni soustavy t¥i linearnich rovnic,
musi byt determinant této soustavy roven nule:

1 —cosy —cosf
— Cos 7y 1 —cosa| =0.
—cosfB —cosa 1

Vyjadienim determinantu napf. pomoci Sarrusova pravidla dostaneme nasledujici vysledek.®

Véta 3.4.2. Pro kosiny vnitinich ihli libovolného trojihelniku ABC' plati

cos? a + cos? B + cos? 4 + 2 cos acos Bcosy = 1.

50dvozeni jsme prevzali z udebnice [22].
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KAPITOLA 3. GONIOMETRIE OBECNEHO TROJUHELNIKU

V&imnéme si, Ze podle dokidzané véty je trojuhelnik ABC
e ostrotihly, je-li cos? a + cos? B 4 cos?y < 1,
e pravouhly, je-li cos? a4 cos? B + cos?y =1,
e tupothly, je-li cos? a4 cos? 3 + cos? v > 1.

O tom, ktery ze tii pfipada nastane, rozhoduje totiz znaménko soucinu 2 cos a cos 3 cosy z dokaza-
ného vzorce. Mnohé jiné trigonometrické nerovnosti posoudime v podkapitole 5.2.

3.5 Tangentova véta, Mollweidovy vzorce

Nejen funkce sinus a kosinus, ale také funkce tangens dava nazev jednomu tvrzeni o rovinnych
trojthelnicich.

Véta 3.5.1 (Tangentova véta). Pro kazdy trojuhelnik ABC' s vnitinimi ihly «, B, v a protilehlymi
stranami délek a, b, ¢ plati

a—b_ 8% b-c ¥ a—c_ g%

aeritg‘LZrﬁ7 b+citgﬁ%’ a+citgo‘T+7.

(3.11)

Nez pfistoupime k ditkazu, poznamenejme, Ze v minulosti méla tangentova véta velky numericky
vyznam, nebot v piipadé (3.11) jde o rovnosti, které se snadno logaritmuji (narozdil od rovnosti

vypoditat z danych délek a, b a thlu v trojihelniku ABC' zbylou stranu ¢. Dnes bychom spiSe sahnuli

po kosinové vété, avsak v dané situaci ze zndmych hodnot a — b,a + b a a—gﬂ = 90° — % muzeme
z prvniho ze vzorci (3.11) urdit #, poté vypoditat o = # + D‘T_ﬁ,ﬁ = O‘Qﬂ - O‘—;ﬁ a stranu c

nakonec dopocitat ze sinové véty.

Posoudime nyni prvni ze vzorct (3.11), v dalsich dvou jde jen o cyklickou zaménu. Podle naseho
dosavadniho vykladu mé tento vzorec smysl, jen kdyZ oba thly C“Q;ﬁ, # lezi v intervalu (0°,90°).
Pro druhy thel, ktery je roven 90° — %, to plati automaticky; pro prvni thel dostdvidme podminku
a > [ neboli a > b. V pfipadé a < b bychom proto méli psat upraveny vzorec

b—a tgﬂ%
a+b tgots’

Chceme-li v8ak, aby vzorce (3.11) mély univerzalni platnost, sta¢i dodefinovat hodnoty tangens pro
ahly z intervalu (—90°,0°) tak, aby pro kazdé x platilo

tg(—x) = —tgx.

Tangentovou vétu nebudeme dokazovat piimo. Ukazeme nejprve, Ze plyne z tzv. Mollweidovijch
vzored (vypiSeme a niZze dokdZeme jen jednu ze t¥{ analogickych dvojic)

2 I

(afb)~cosg:c-sin

(a-i—b)-sin%:c-cos

72



3.5. TANGENTOVA VETA, MOLLWEIDOVY VZORCE

KdyZ totiZ tyto rovnosti mezi sebou vydélime a pouzijeme implikaci

a+p
2

a+p
5=

Y o i

—=90°=t tg —,
+ 5 g cotg 2
dostaneme rovnou prvni ze vzorct (3.11). Nezbyva nez odvodit oba vypsané Mollweidovy vzorce.
Algebraicky je mozné je ziskat ze sinové véty

a:b:c=sina:sinf :siny

za pomoci vzorcl pro sin« — sin g, sina + sin 3, které vSak posoudime az v kap. 4. Misto toho
nyni dokdzeme Mollweidovy vzorce nazorné pomoci dvou uzite¢nych obrazki, kterymi napf. pfi
konstrukénich tlohach znézoriujeme soucet, resp. rozdil dvou stran trojuhelniku. Budeme pfitom
predpokladat, Ze plati @ > b, a tedy i o > 3.5

Na obrazku 3.10 vidime takovy trojihelnik ABC| jehoz strana AC' je otocena kolem bodu C' do
sméru prodlouzené strany BC' za vrchol C. Vznikl tak rovnoramenny trojthelnik AC'D s vnitfnim
thlem ACD proti zakladné AD o velikosti 180° — v. Odtud plyne |ZADC| = |ZCAD| = 3. Nyni

Obrazek 3.10

se zaméiime na trojuhelnik ABD, ve kterém plati |[BD| = a + b,

180° — o — -
|4BAD|:04+%:0¢++B:900+0‘T6

a napiSeme pro ngj sinovou vétu. Nasledné uzijeme vzorec (3.3) a provedeme drobnou tpravu:

b sin(90° + &8 cos &8 _
ato ( — 4 ): - 3 ,odkud(a—o—b)-sinl:ocosa
c sin g sin 4 2

Mollweidtiv vzorec pro soucet stran je tak dokazan.

Trojuhelnik ABC' s vnitfnimi thly a >  uvazime i pfi odvozeni druhého Mollweidova vzorce.
Tentokrat vSak oto¢ime kratsi stranu AC kolem bodu C' do sméru polopfimky C'B (obr. 3.11).
Dostaneme tak rovnoramenny trojihelnik AC'D s vnitinimi thly u zédkladny AD o velikosti

180° —
|ZADC| = |/CAD| = % =90° — 1.

2

SMollweidovy vzorce plati pro viechny trojihelniky ve stejné podobé, kdyz hodnoty sinu a kosinu dodefinujeme
pro thly z intervalu (—90°,0°) tak, aby platilo sin(—z) = —sinz a cos(—xz) = cosz, coz je v souladu s dFfvejsi
dohodou tg(—z) = —tgz podle vzorce tgz = =22

cosx
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KAPITOLA 3. GONIOMETRIE OBECNEHO TROJUHELNIKU

Obrazek 3.11

Sinova véta pro trojihelnik ABD se stranou BD délky a — b a velikostmi vnitinich thli

|ZADB| = 180° — (90° — g) —90° + 1

(LBAD| = a—(90° — Vy—aq-2TF _o=F )

2 2 2

mé nasledujici tvar, ktery snadno upravime pomoci vzorce (3.3):

—-b gin 28 sin 258 —
¢ = - 02 5 = 3 ,odkud(afb)-coszz(ysina A
c sin (90° + 3) cos 3 2 2

Tim je Mollweidiv vzorec pro rozdil stran dokazan.

Obrazek 3.12

Dodejme, zZe stejné tspédné jsme mohli oto¢it delsi stranu BC kolem bodu C' do sméru kratsi strany
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AC prodlouzené za vrchol A (viz obr. 3.12). Ziskali bychom tim rovnoramenny trojuhelnik BC'D
s vnitinimi thly u zakladny BD o velikosti

o
—90°— L.
2

\zcBD| = |/BDC| = B0 =7

I nyni vede pouZiti sinové véty pro trojuhelnik ABD s délkou strany |AD| = a — b a velikosti
vnitfniho thlu

o v o+ 5 a— /8
/ZABD| = ———f= - 8=
zaBD =90 -1 —p=TF g
rychle k vysledku:
a—b sin —a;B sin —a;B v a—
= = dkud (a —b) - cos = = ¢ si
p sin (90° — 3) cos] odkud (a —b) - cos g =cosin—

3.6 Odvozeni souctovych vzorct

Jak uvidime v kapitole 4, prakticky vSechny dalsi goniometrické vzorce se daji odvodit ze souc-
tovych vzorct

sin(a + ) = sinacos 3 + cos asin 3, (3.12)
cos(a + ) = cosacos f — sinasin 3, ’

které mély i zasadni vyznam pii sestavovani tabulek goniometrickych funkci. Nyni, v zavére¢né
teoretické podkapitole kapitoly o trojuhelnicich, podame dva dikazy souctovych vzorcu (3.12) pro
pfipad, kdy vSechny tii uhly «, 8, + 3 lezi v intervalu (0°,180°). Toho vyuZijeme ve 4. kapitole,
kdy na uvedeny piipad prevedeme dilkaz souctovych vzorcu pro funkce sinus a kosinus definované
v oboru R.

Pred dvéma slibenymi dikazy si povsimnéme, Ze podminky «,3,a + § € (0°,180°) zarucuji
existenci trojuhelniku s vnitinimi ahly a, 8, v = 180° — (a+ 3). Protoze siny = sin(a+ 3), cosy =
= —cos(a + B), sta¢i k diukazim (3.12) ovéfit, Ze pro vnitini ahly libovolného trojuhelniku ABC
plati vzorce

siny = sin a.cos 8 + cos asin 3, (3.13)
cosy = sinasin 3 — cos a cos 3. ’

Pfistoupime nyni k prvnimu, algebraickému diikazu vzorci (3.13), pii kterém vyuZijeme vzorce
7 vét o prumétech stran trojihelniku a goniometrickou jednic¢ku. Vyhodou tohoto prvniho dikazu
bude jeho ,,univerzalnost*, protoze nebude nutné rozliSovat, zda zkoumany trojuhelnik s vnitinimi
ahly «, 8,7 je ostrouhly, pravouhly ¢i tupothly.

K odvozeni prvntho ze vzorcti (3.13) pouZijeme pouze tii vztahy ¢ = a-cos B+b-cos @, a-siny =
=c-sina, b-siny = c¢-sin g:

e c=a-cosf+b-cosq,

e c-siny=(a-cosf+b-cosa)-sin~,

e c-siny=(a-sinvy)-cosf+ (b-sinvy) - cosa,
e ¢c-siny=c-sina-cosf+c-sinf - cosa,

e siny =sina - cos B+ sinf - cosa.
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Druhy ze vzorcu (3.13) odvodime tak, Ze kromé t¥{ vztahti b = a - cosy + ¢ - cosq, a -sin§ =
=b-sina, c=a-cosf +b-cosa vyuzijeme téZ goniometrickou jednicku:

e g-cosy=b-1—c-cosa,

e a-cosy="b-(sina+cos’a) —c-cosa,

e q-cosy="b-sina-sina+b-cosa-cosa—c-cosaq,
e a-cosy=(b-sina)-sina—cosa-(c—b-cosa),

e a-cosy=a-sinf-sina—cosa-a-cosp,

e cosy=sinf - sina — cosa - cosf.

Pii druhém geometrickém diikazu vzorcii (3.13) se presvédéime, Ze souttové vzorce v podobé
(3.13) se daji ,precist* z délek useki stran a vySek zkoumaného trojuhelniku. Takovy postup je
pravotuhlé a tupoihlé trojuhelniky. Z rozsahovych divodi se omezime pouze na pripad, kdy oba
ahly «, 8 jsou ostré, pro dikaz druhého vzorce (3.13) nakreslime pouze jeden obrazek, v némz i thel
~ bude ostry.

cos asin 3 K sin a cos 3
A siny P B

Obrazek 3.13

Podle sinové véty muzeme vybrat jednotku délky tak, Ze trojuhelnik ABC' s vnitfnimi thly
a, 8,7 bude mit strany délek a = sina,b = sin3,¢ = siny (viz obr. 3.13),” a odvodime nejprve
vzorec sin-y = sinacos 8 + cos asin f:

o NACP :cosa = |AP‘ = |AP| = cosasinp,
sin 3
BP

e ABCP:cosf = u = |BP|=sinacosp,
sin a

e |AB| =siny = |AP|+ |BP| = cosasin § + sin a cos (.

Trojthelnik ABC' s délkami stran a = sina,b = sin8,¢ = sin+y (obr. 3.14) pouZijeme i pro
odvozeni druhého vzorce cosy = sinasin 8 — cos acos 3. Uvazime k tomu jesté prisecik V vysek

"Podle rozsifené sinové véty se tehdy jedna o trojuhelnik vepsany do kruznice o priméru 1.
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CP a AQ:

AACP :sina = |CP| = |CP|=sinasinf,
sin 3
AP

AACP : cosa = | | = |AP| = cosasing,
sin 3

ABCP : |ZBCP| =90° — f = ACVQ : |ZCVQ| = 90° — (90° — B) = 8,
|LCVQ| =B = |LAVP| = B,

cos asin

AAPV :sinff = AV |AV| = cos a,
ANAPV :cosf = @ |PV| = cos accos 3,
cos
ANACQ : cosy = @ = |CQ|=sinBcosy,
sin 8
ACQV :sinff = smé'# = |CV]|=cos",
|CV|=|CP|—|PV|] = cosy=sinasinf — cosacosf.

Posledni ditkaz mé jesté jeden zajimavy dusledek, tvrzeni o existenci pruseciku vysek trojihelniku.

sin acsin 3

Obrazek 3.14

Zjistili jsme totiz, ze dvé vysky trojuhelniku, totiz AQ a C'P, se protinaji v takovém bodé V, ze
|AV| = cosa a |CV| = cos~y. Kdybychom misto vysky C'P vybrali vysku BR z vrcholu B a cely
postup zopakovali, usoudili bychom, Ze stejny bod V vysky AQ lezi i na vysce BR (a to tak, ze
plati |BV| = cos f8).

Na zavér této podkapitoly dodejme, Ze oba podané trigonometrické ditkazy (algebraicky i geo-
metricky) soudtovych vzorei (3.12) lze snadno upravit i na dikazy rozdilovych vzorci

sin(aw — 8) = sinacos 3 — cos asin S, (3.14)
cos(aw — ) = cosacos § + sinasin 3, '
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a to znovu pochopitelné pro piipad, kdy v8echny t¥i thly «, 8, a— 3 lezi v intervalu (0°,180°). Tehdy
totiz miiZzeme zopakovat oba postupy pro trojihelnik s trojici vnitinich thli o/ = 180° — o, 8/ = 8
ay =a—f (ziejmé o + ' 4+« = 180°). Dostaneme tak opét vzorce (3.13), tentokrat v podobé

sin(a — 3) = sin(180° — &) cos B + cos(180° — ) sin 3,
cos(a — ) = sin(180° — &) sin B — cos(180° — ) cos 3,

ze kterych jiz okamzité plynou kyZené vzorce (3.14) diky rovnostem cos(180° — ) = —cosa a
sin(180° — a) = sina.

3.7 Piiklady

B Priklad 3.7.1. Pomoci sinové véty dokazte dvé tvrzeni:
e v libovolném trojihelniku ABC' plati

sina+sinf +siny <1 = min{a + 8,8 +~v,v + a} < 30°,

e je-li V prisecik vysek trojuhelniku ABC, ktery neni pravouhly, maji kruZznice opsané troj-
thelnikim ABV, BCV a ACV stejny polomér jako kruznice opsana trojuhelniku ABC.

Reseni:
Dikaz prvniho tvrzeni:

Bez tjmy na obecnosti budeme predpokladat, ze o > 5 > ~, a nasledné dokézeme, Ze plati 8 +
+7 < 30°. Z trojahelnikové nerovnosti b+ ¢ > a (soucet délek dvou stran trojahelniku je vzdy vétsi
nez délka strany tieti)® a ze sinové véty plyne sin 8 + siny > sin @. Odtud a ze zadani dostavame

1 >sina+sinf +siny > sina + sina = 2sin a.

Z nerovnosti 2sina < 1 vyplyva sina < 3, tedy o € (0°;30°) nebo a € (150°;180°). Ovsem
z predpokladu, Zze o > 8 > ~, plyne a > L’g'w = 60°, tudiz a > 150°. Soucet zbyvajicich dvou
ahla 8+« (rovny 180° — «) tedy musi byt mensi nez 30°.
Dikaz druhého tvrzeni:
Podle rozsitené sinové véty maji kruznice opsané trojuhelnikim ABC a ABV poloméry
|AB| |AB|

ABC = 2siny & TABV T oS |ZAV B]|

Protoze plati bud |ZAV B| = 180° — v (jsou-li oba tahly «, 3 ostré jako na obr. 3.15 vlevo), nebo
|ZAV B| = v (je-li jeden z ahli «, 8 tupy jako na obr. 3.15 vpravo), je v kazdém piipadé splnéna
rovnost sin|ZAV B| = sin+, a tedy i rovnost rapc = rapy. Pro poloméry rpoy a racy je dikaz
analogicky.

W Piiklad 3.7.2. Uzitim sinové véty dokazte tzv. Cevovu vétu®: Jsou-li uvniti stran BC,C A, AB
trojihelniku ABC' zvoleny po Fadé body D, E, F (obr. 3.16), pak nasledujici tfi podminky jsou
ekvivalentni:

(1) usecky AD, BE,CF prochazeji jednim bodem,

8Trojthelnikova nerovnost b+ ¢ > a formalné plyne z rovnosti a = b - cosy + ¢ - cos 8 z véty o primétech, nebot
cosy<lacosf<1.
9Giovanni Ceva (1647 — 1734), italsky matematik.
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<

A B I
Obrazek 3.15: Obvodové thly v kruznici nad pramérem C'V

sin|ZABE| sin|/BCF| sin|ZCAD|
sin|/CBE| sin|/ACF| sin|/BAD|
|AF| |BD| |CE|

|BF| |CD| |AE|

(2)

3)

Obréazek 3.16

Reseni: Dikaz se bude skladat ze tii asti. Postupné ukézeme, 7e (1) = (2),(2) = (3) a nésledné
3) = (1).

Predpokladejme, ze plati (1) a prisecik use¢ek AD, BE, C'F ozna¢me P. Diky sinové vété v troj-

thelniku ABP obdrzime rovnost

sin|ZABE| sin|ZABP| |AP]|
sin|/BAD| ~ sin|/BAP| |BP|

Obdobné ziskdme rovnosti

sin|ZBCF| |BP)| sin|ZCAD| |CP|
ES a ES
sin|ZCBE| |CP| sin|ZACF| |AP|
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pouzitim sinové véty v trojuhelnicich BCP a ACP. KdyZ vSechny t#i rovnosti spolu vynésobime,
dostaneme (2).

Predpokladejme, Ze plati (2). Sinovu vétu nyni pouZijeme po Fadé na trojuhelniky ABD a ACD:
|AB| sin|ZADB| |CD|  sin|ZCAD|
|BD| ~ sin|[ZBAD| % |AC| ~ sin|[ZADC|
Jelikoz |[ZADB| + |£ZADC| = 180°, plati sin |ZADB| = sin |[ZADC/|. Toho vyuZijeme pii kraceni,
kdyz vyse uvedené rovnosti spolu vynasobime. Ziskame tak
|CD| |AB| _ sin|[ZCAD|
|BD| |AC| sin|£BAD|

Analogicky odvodime i rovnosti
|AE| |BC| sin|ZABE| |[BF| |AC| sin|£BCF)|
. = a . = .
|CE| |AB| sin|ZCBE)| |AF| |BC| sin|ZACF)|

Podminku (3) obdrzime po vynéasobeni viech tfech odvozenych rovnosti diky pfedpokladu (2).

Predpokladejme, Ze plati (3) a Ze tsecky BE a CF se protinaji v bodé P. Necht poloptimka
AP protne tsecku BC v bodé D' (obr. 3.17). Sta¢i dokazat, ze D = D'. Usetky AD', BE a CF

A

Obrazek 3.17

prochéazeji jednim bodem P. Podle jiz dokdzanych implikaci (1) = (2) = (3), uplatnénych k trojici
bodit E, F, D', musi tedy platit
|AF| |BD'| |CE| _

=1.
|BF| |CD'| |AE|
Porovnanim s predpokladem (3) nam vyplyva, ze I‘g;gjl‘ = %. Jelikoz body D a D' leZi na tisetce

BC, jsou diky posledni rovnosti identické. Podminka (1) je timto dokazana.
B Piiklad 3.7.3. Pomoci kosinové véty odvodte:
o rovnost 2(a? + b?) = % + f? pro délky stran a thlopiicek libovolného rovnobézniku ABCD,

e vzorec t, = %\/ 2a2 + 2b% — 2 pro délku téZnice libovolného trojuhelniku ABC a jeho zo-

becnéni v podobé tzv. Stewartova vzorce'® |CX| = v/pa2 + qb% — pqc?, kde bod X rozdéluje
stranu AB délky ¢ na useky |AX| = pc a |BX| = gc (takze p+ g =1).

19Matthew Stewart (1717 — 1785), skotsky astronom a matematik, profesor univerzity v Edinburghu.
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Resent:
Diukaz prvniho tvrzeni:
Kosinovu vétu pouzijeme hned dvakrat, a to pro trojuhelniky ABC a ABD (obr. 3.18):

e? = a®+ b% — 2abcos 3,

2 =a%+b* - 2abcos o
Jelikoz o+ 8 = 180°, podle (3.2) plati cos @ + cos 3 = 0. Po sectent vyse uvedenych rovnosti proto

D C

Obrazek 3.18

obdrzime:

€2 4 f2 = 2(a* 4 b*) — 2ab(cos o + cos fB),
e+ f2=2(a+1v?).

Dikaz druhého tvrzeni:
Oznatme d = |CX|,p = |[LAXC| a ¢ = |[£ZBXC| (obr. 3.19). Pro trojihelniky ACX a BCX

napiSeme kosinovu vétu a rovnosti vynasobime po fadé ¢isly g a p:

b? = d* + (pc)? — 2ped cos /- q,

a? = d* 4 (qc)? — 2qcd cos /.
Jejich sectenim ziskame

pa’® + qb* = (p+ q)d* + pa(p + q)c* — 2pged(cos ¢ + cos ).

Nyni dosadime p+ ¢ =1 a z ¢ + ¢p = 180° plynouci rovnost cos¢ + costy = 0, ¢&imz po malych
apravach vyjde Stewartiv vzorec. Vzorec pro délku téZnice z ného dostaneme, kdyz X bude stied
strany AB, takze bude platit p = ¢ = %

B Priiklad 3.7.4. Pomoci vzorce S = %ab siny pro obsah trojihelniku ABC' a s vyuzitim kosinové
véty ¢ = a® + b% — 2abcos v odvod'te Herontiv vzorec pro obsah trojihelniku ABC:

a+b+ec

S =/s(s—a)(s—b)(s —c), kde s = 5
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o\ ¥
A pe X qc B

Obrazek 3.19

a?+ b -2
2ab ’

1 1 1 2402 - 2\?
S = iabsin’y = iab\/l —cos2y = iab\/l - (a—‘—ic) ,

2ab

cosy =

: = VabR (@ 1 2R

2ab [(2ab)* — (a® +b% —c?)? 1
(2ab)? 4

§ = 3 /(@ab) + (@ 1 12— ) - ((2ah) — (@ + 1 — ),

1
S = i\/((12 +2ab + b2 — ¢2) - (—a2 + 2ab — b2 + ¢2),

S= V@t 07— (- b2+ &),

S:i\/(a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c),

~ Jla+b+c)a+b—c)la—b+c)(—a+b+c)
S_\/ 2:2:2-2 ’

S=+/s(s—a)(s—b)(s—c).

B Piiklad 3.7.5. Ostrouhly trojahelnik ABC mé obsah S. Dokazte, Ze plati

a? +b? 4 2

Va2b? — 452 + /122 — 45 + \/2a? — 452 = 5

Reseni: Do levé strany dokazované rovnosti postupné dosadime za S vzorce z podkapitoly 3.3 pro
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%ca sin 8 a budeme upravovat:

absin~y 2 besin o\ casin 8 2
a?b? — 4 — )+ b2c? — 4 5 +14/c%a? -4 — ) =
=1/a2b? — a2b?sin? vy + Vb2e? — b2c? sin o + ¢/ c2a? — c2a?sin? B =
= \/a2b2 —sin?y) + \/b202 (1 —sin?a) + \/62a2 (1 —sin?B) =
= /a2b? - cos?y + Vb2 - cos? a + \/c2a? - cos? B =

= abcosy + bccosa + cacos B =

obsah trojuhelniku S = %ab siny = %bc sina =

N

b b c c a
= —bcosw—}—agcosv—ﬁ— iccosa—l—bicosoz—ﬁ— 5&00564—0500562

a b c
= §(bcos’y +ccos fB) + §(ccosa +acosvy) + §(acosﬁ + beos ).
Po posledni upravé vidime ve vSech tifech zavorkach véty o primétech z podkapitoly 3.1, tedy

b b 2 b2 2
%(bcos'y+ccos/3’)+ i(ccosa+acosy) +g(acos[i’+bcosa) = ga+§b+ gc= %.

B Priklad 3.7.6. Pro trojiuhelnik ABC' s vnitinimi dhly «, 8,7 a obsahem S dokaZte vzorec

24024 2
cotg a + cotg B + cotgy = u.
48
Reseni: Ze vzorce S = %bc sin v pro obsah trojihelniku plyne vyjadieni

cos «
= 2Scotg a,
@

1
bccosa =2 - §bcsin0¢-

které dosadime do rovnosti a® = b + ¢? — 2bccos a z kosinové véty. Dostaneme prvni ze tif vztaht
a? =b? + & — 4Scotg a, b? = a® + ¢ — 4Scotg B, = a® + b? — 4Scotg v,

daldi dva se odvodi analogicky. Ziskané rovnosti se¢teme a postupné upravime do dokazovaného
tvaru:

a? + b2+ = b+ — 4Scotg a + a® + @ — 4Scotg § + a® + b* — 4Scotg Y,
4Scotg a + 4Scotg B + 4Scotg v = a? + b% + ¢,
48 (cotg o + cotg  + cotgy) = a® + b? + 2,
a?+ b+
45 ’

cotg o + cotg B + cotgy =

B Priklad 3.7.7. Uzitim kosinové véty dokazte, ze pro délky uhlopficek libovolného tétivového
&tytihelniku ABCD plati vzorce!

7\/(ac+bd)(ad+bc) = \/achbd (ab + cd)
‘= ab+cd N ad + be ’

1 Jejich objev je podle [45] pFisuzovan indickému matematiku Mahavirovi z 9. stol. n. 1.
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V&imnéte si, Ze pokud vzorce mezi sebou vynasobime, dostaneme slavnou Ptolemaiovu vétu, totiz
rovnost ef = ab + cd, které jsme se vénovali v kapitole 1, kde jsme také podali jeji (pravdépodobné
historicky pivodni) podobnostni dikaz.

Redeni: Zaméfime se na trojihelniky ABC a ACD (obr. 3.20). NapiSeme pro né rovnosti z kosinové
véty a po fadé je vynasobime hodnotami cd a ab:

e =a?+b* — 2abcos B / - cd,

2= +d? —2cdcosé / - ab.

Nyni obé& rovnosti se¢teme a pomoci tprav ziskdme kyZeny vzorec. JelikoZz pro obvodové thly 5,4
plati 5 + § = 180°, pouzijeme béhem odvozovani rovnost cos 8 + cosd = 0:

(ab + cd)e? = cd(a® + b%) + ab(c? + d?) — 2abed(cos B + cos b)),
(ab + cd)e? = (a%cd + Pab) + (b?cd + d*ab),

(ab + cd)e? = ac(ad + be) + bd(be + ad),

(ab + cd)e? = (ac + bd)(ad + be),

2 (ac + bd)(ad + be)
- ab+ cd ’

\/(ac + bd)(ad + bc)
e=y————————=.
ab+cd

Vzorec pro délku f se odvodi analogicky.

Obrazek 3.20
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