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Uvod

Tato publikace je systematickym a podrobnym popisem postaveni a vyznamu goniometric-
kych funkei v elementarni matematice. Vyklad je podan v ucelené podobé, jakou jsme v bohaté
literatufe vénované jednotlivym aspektim dané problematiky nenasli. Odviji se od otézek rovinné
trigonometrie, té oblasti elementédrni matematiky, ve které se dotycné funkce zrodily a nalezly nej-
vyznamnd&jsi praktické uplatnéni (vedle teorie Fourierovych fad, kterou vsak fadime do vy3si mate-
matiky). Ostatné ceskd matematicka terminologie patif k tém vyjimeénym, ve kterych se ujal navrh
vyznamného matematika, fyzika a didaktika Felixe Kleina (1849 — 1925), ktery na poc¢atku 20. sto-
leti prosazoval zménu, aby se tyto funkce nazyvaly goniometrické. V drtivé vétsiné jazyku jim vSak
dodnes (a patrné natrvalo) zistal p¥ivlastek trigonometrické.

V tomto kratkém vstupnim textu popiSeme, jak je nase dilo sestaveno. Sklada se z Sesti vyklado-
vych kapitol, které jsou doplnény o ¢ast nazvanou Zavér a zavéreCny seznam pouzité literatury, jenz
Gita na pét desitek polozek rozdélenych na historické prace, uc¢ebnice, riazné druhy knih, sbirky tloh,
¢lanky, pfispévky ve sbornicich a internetové zdroje. Vénujme se nyni obsahové naplni jednotlivych
kapitol.

Kapitola 1 poskytuje podrobny historicky piehled vyvoje poznatkii o goniometrickych funkcich.
Z obdobi starovéku vénujeme nejvétsi pozornost Ptolemaiovym vypoctum délek tétiv. Neomezu-
jeme se pritom pouze na popis postupu, jakym Ptolemaios své tabulky sestavoval, nybrz podavame
detailni zdtivodnéni jednotlivych kroku a dikazy potiebnych teoretickych vysledki, jakymi je pre-
devsim Ptolemaiova véta o velikosti stran a thlopfic¢ek obecného tétivového étyruhelniku. V druhé
¢asti historické kapitoly se obdobné vénujeme trigonometrickym vysledktim stiedovékych indickych
a arabskych matematiki, kterym vdé¢ime za vznik dnesnich goniometrickych funkci. Na tyto vy-
sledky navazali evropsti matematikové epochy renesance zpusobem, ktery popisujeme ve tieti ¢asti
kapitoly. Jeji ctvrta, zavéretna ¢ast je cela vénovana vyznamnym zménam v uceni o goniometrickych
funkcich, za které vdé¢ime Leonhardu Eulerovi a které daly této discipliné jeji novodobou podobu.
Protoze tento patrné nejgenialnéjsi matematik vSech dob nahliZel na goniometrické funkce z pohledu
rodici se matematické analyzy, v naSem textu se pii popisu dotyénych Eulerovych vysledki nevy-
hneme nekoneénym souéttim a soucintim, které presahuji celkové elementarni ramec naseho textu.

Vlastni teorii goniometrickych funkei v oboru realnych ¢isel budujeme postupné v kapitolach 2,
3 a 4. V prvni z nich na zékladé geometrické podobnosti pravotuhlych trojihelniki zavadime ob-
vyklym zptsobem goniometrické funkce ostrého thlu. Bé&zné skolské poznatky dopliiujeme o vyklad
nékterych obtiZznéjsich otazek (napiiklad dikaz spravnosti konstrukee pravidelného pétidhelniku) a
také o méné znamé diagramy, podle kterych je mozné nazorné zdiavodnit souctové a rozdilové vzorce
(v oboru ostrych uhli).

V kapitole 3 postupné odvozujeme zékladni vysledky z rovinné trigonometrie (z nichz soucasni
absolventi gymnazii bohuZel znaji pouze sinovou a kosinovou vétu). Vychazime pfitom dusledné
z vét o prumétech dvou stran trojihelniku do sméru tfeti strany a do sméru k nému kolmého.
Ukazujeme, ze pozadavek univerzalni platnosti téchto vét vede k pfirozenému zpiisobu zavedeni
goniometrickych funkci tupého thlu a Ze sinova i kosinovéa véta jsou pfimymi disledky téchto vét



(takze kosinovou vétu lze odvodit bez uziti Pythagorovy véty). Odvozujeme rovnéz dnes jiz pozapo-
menutou tangentovou vétu a Mollweidovy vzorce. Vénujeme se i ditkaztim souctovych a rozdilovych
vzorcl (tentokrat jiz v oboru konvexnich ahlit), jejichZ platnost vyuzijeme v kapitole 4 pii budovani
teorie goniometrickych funkei v oboru realnych &isel.

Posledné zminéna kapitola 4 je z celé prace nejrozsahlejsi. Na bezméla osmdesati stranach v ni
nejprve obvyklym postupem zavadime goniometrické funkce orientovaného thlu pomoci kartézskych
soufadnic bodu na jednotkové kruznici. Poté se vénujeme po etapach odvozovéani Siroké palety za-
kladnich goniometrickych vzorct. Nejprve uzitim planimetrickych soumérnosti a rotace o 90° zdu-
vodiujeme pievodni vzorce pro sinus a kosinus, které nam pak pomohou k rozsifeni souctovych
a rozdilovych vzorct z oboru (0,7) na obor R. Z nich uz pak béZnou cestou odvozujeme vSechny
ostatni potfebné goniometrické vzorce.

V dalsi ¢asti kapitoly 4 se pak vénujeme vyznamnému praktickému tkolu — feSeni goniometric-
kych rovnic a nerovnic. Vyklad vedeme ptivodnim postupem, pii kterém nové vyclehujeme nékteré
typy rovnic, zejména u substituéni metody feSeni. Obecnou teorii ilustrujeme pritb&Zné feSenymi
priklady. Podrobné fesené piiklady tvori i zbyvajici ¢asti kapitoly 4, jez pojednévaji o goniometric-
kych soustavach rovnic a Cetnych goniometrickych identitach a rovnostech, které se nam podafilo
z dostupné literatury nashromazdit. Souborem rozmanitych piikladii je ostatné ukoncena nejen ka-

prevzatych prikladi jsou v poznamkach pod ¢arou uvedeny odkazy na literaturu.

Zvlastni postaveni v celé praci mé kapitola 5, kterda je pojata jako ,encyklopedicky“ vyklad
rozmanitych rovnosti a nerovnosti, které plati pro goniometrické hodnoty na vnitinich thlech «,
B, v (¢ jejich nasobcich) libovolného trojuhelniku. K tomu tcelu jsme vypracovali postup, ktery
nam umoznil mnoZstvi téchto vysledkt (nepfehledné rozptylenych v literatufe) podat na dvaceti
stranach textu v usporddané a logicky provazané podobé.

Zaveéretna vykladova kapitola 6 presvédcivé dokladé, Ze sama trigonometrie neni jedinou ob-
lasti elementarni matematiky, v niz lze tspésné a ucelné goniometrické funkce vyuzit. V jeji prvni
Casti se zabyvame goniometrickymi substitucemi pfi feSeni rtznych algebraickych rovnic a jejich
soustav, tloh o rekurentnich posloupnostech a p¥i dokazovani algebraickych nerovnosti. Druha ¢ast
kapitoly je vénovana uziti goniometrickych funkci pfi vypoctech s komplexnimi &isly, pfitom v ukéz-
kach se vyhradné vénujeme situacim, v jejichZz popisu komplexni ¢isla viibec nevystupuji. Koneéné
v tFeti ¢asti kapitoly 6 se zabyvame vyznamem goniometrickych funkci pro matematickou kartogra-
fii, prakticky navysost uzite¢né discipliné s bohatou zajimavou historii, o niz v textu rovnéz stru¢né
pojednavame. Myslime si, Ze tim dobfe dokreslujeme nedocenitelny vyznam trigonometrie ¢i sifeji
celé goniometrie, jak jsme ho prvotné nacrtli v historicky zaméfené kapitole 1.

Publikace, kterou drzite ve svych rukou, je knizni podobou Ph.D. préace [49], vypracované au-
torkou v letech 2004 — 2011 na Prirodovédecké fakulté Masarykovy univerzity pod vedenim jejiho
pedagoga docenta Jaromira Simi. Jemu patii autorc¢in dik za odborné vedeni, ¢etné koncepéni na-
méty, rady a pripominky, které rozhodujicim zptisobem ovlivnily obsah, formu i kvalitu provedeni
vysledného dila.

Velky dik patii také Mgr. Petru Liskovi, ktery se podilel na tvorbé& obrazku v celé praci.
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