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Centralni pojem teorie potencialu: vymetani

IvAN NETUKA

Abstract. Since the time of Poisson and Green it has been known that
a charge placed inside a ball can be replaced by a charge distributed on the
sphere S in such a way that the potentials of the original charge and of the
swept out charge on S coincide outside the ball. More generally, given a domain
in R3 bounded by a sufficiently smooth surface S and a mass or charge u
inside S, Gauss pointed out in 1839 that ;1 can be swept out onto S, that is,
a distribution ' on S can be found such that the Newtonian potentials of
and g’ coincide outside the domain. Such a transformation of mass is called
balayage.

This contribution, The central motion of potential theory: balayage, is
a survey of the role played by balayage in the historical development of
potential theory with particular emphasis on the first half of the 20th century.
In particular, we discuss connections with the Dirichlet problem and notions
such as capacity, harmonic measure, energy, exceptional sets, thinness etc. We
also mention the place of balayage in probabilistic potential theory related to
Brownian motion and in abstract potential theory.

Key words. Potential theory, balayage of measures, balayage of superhar-
monic functions, potential, capacity, energy, Dirichlet problem, Brownian mo-
tion, harmonic space, balayage space.

1. Uvod

Koreny teorie potencidlu vychazeji z problémi fyziky a astronomie souvise-
jicimi s gravitacni pritazlivosti téles, pozdéji s elektrostatikou a elektromagne-
tickou teorii nebo Sifenim tepla. Potencidlem silového pole se rozumi funkce,
jejiz parcialni derivace urcuji komponenty sily ve sméru souradnicovych os.

Podstatné vysledky teorie potencialu jsou spojeny se jmény slavnych mate-
matikid 18. a 19. stoleti: Lagrange, Euler, Legendre, Laplace, Poisson, Thomson,
Green, Gauss, Dirichlet, Riemann, Schwarz, C. Neumann, Poincaré a Hilbert.

Za pocatek matematické teorie potencidlu byva povaZovana prace Allge-
meine Lehrsdtze in Beziehung auf die im verkehrten Verhdltnisse des Quadrats
der Entfernung wirkenden Anziehungs — und Abstossungs-Krifte, kterou Gauss
publikoval v roce 1839; viz [Ga]. Obsah prace je oprostén od fyzikdlnich
souvislosti a jejim cilem je prezentovat véty o existenci, o nichz se nize
zminime. Je tfeba konstatovat, Zze matematické nastroje, které byly v 19. stoleti
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k dispozici, neumoznovaly provést korektni dtkazy na trovni pozdéjsich
standardi presnosti prezentace matematickych vysledkt. Presto Gaussovy
pronikavé myslenky vyznamné motivovaly vyvoj teorie potencidlu minimalné
do poloviny 20. stoleti.

Gaussova prace je predevsim vénovana tfem problémutm.

A. Problém rovnovazného rozdéleni. Z tvodniho kurzu fyziky zname
vzorec C = Q/V. Uvazujeme-li vodi¢ D v R3, vime, Ze naboj velikosti Q se
rozlozi na povrchu vodic¢e takovym zptisobem, Ze odpovidajici potencidl ma
na D konstantni hodnotu V. Pokud se méni velikost naboje @, pomér Q/V se
neméni. Tato hodnota C' se nazyva kapacita vodice D.

Matematicky problém spocivd pro dané vodivé téleso v urceni kapacity
a rozlozeni naboje Q). Pokud odpovidajici potencial ma na vodic¢i hodnotu 1,
mluvime o rovnovdziném potencidlu.

B. Problém vymetani. UvaZzujeme uzavienou plochu S v R3 obklopujici
oblast D a néboj u rozprostieny na D. Pokud S predstavuje uzemnény vodic,
z elektrostatiky vime, Ze se elektrostatickou indukci na S rozlozi zaporny na-
boj i’ takovy, ze potencial ndboje p — p je na D¢ := R3\ D roven nule, tedy
hodnoty potencidlt rozdéleni p a p’ se shoduji na D°. Muzeme si predstavit,
ze 1’ vznikl jako vysledek vymeteni ndboje p z D na komplement D. (Podobné
pro pfipad, Ze ndboj je rozprostien vné S.)

C. Dirichletova tiloha. Necht D je omezen4 oblast v R3 a necht jsou znadmy
hodnoty potencidlu V' na hranici S mnoziny D. Cilem je najit potencial V',
jehoz prislusny naboj je na D nulovy a hodnoty V a V' splyvaji na S.

Gauss uvedené problémy feSil pomoci varia¢niho principu, podrobnéji viz
odst. 4.

Opravnénost Gaussovych argumentt je vsak z hlediska matematické presnosti
zpochybnitelnd. Postavit Gaussovy tvahy na matematicky korektni zaklad
trvalo jesté dalsich 95 let.

Prestoze zakladni pojmy teorie potencidlu svymi nézvy prozrazuji jejich
fyzikalni ptvod, od poloviny 19. stoleti se teorie potencidlu zacind profilovat
jako samostatnd matematicka disciplina.

Némecky referativni casopis Jahrbuch tber die Fortschritte der Mathema-
tik vychézejici v letech 1868—-1942 uvadi Potentialtheorie jako samostatny od-
dil. Americky referativni ¢asopis Mathematical Reviews (v elektronické verzi
MathSciNet) vychazi od roku 1940. K ¢ervnu 2020 je evidovano v oddilu 31
Potential Theory vice nez 18 000 recenzi.

Zatimco fada matematickych disciplin klasifikovanych v referativnich caso-
pisech je dostatecné dobfe tematicky vymezena, u teorie potencidlu je situace
analyza, analyza v komplexnim oboru, teorie miry a integralu, parcialni dife-
rencidlni rovnice, integrélni rovnice, harmonickd analyza, teorie aproximace)
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a ve 20. stoleti se pak objevuji souvislosti s topologii, funkciondlni analjzou,
s teorii pravdépodobnosti, diferencidlni geometrii, konvexitou a diskrétni mate-
matikou. Tento vyjimecny rys teorie potencidlu vyjadril pfi zahajeni konference
z teorie potencidlu (Pafiz, Orsay, 1964) v ivodnim slové Pierre Jacquinot takto:
La théorie du potentiel est un véritable carrefour de la Mathématique [Teorie
potencidlu je opravdovou kfizovatkou matematikyl; viz [DP, s. vii].

V tomto pfispévku se soustfedime na zakladni myslenky, pojmy a vysledky
teorie potencidlu v jejich historické perspektivé s dirazem na obdobi mezi
1. a 2. svétovou valkou. Zejména se vénujeme centralni roli, kterou ve vyvoji
teorie potencialu zaujima pojem vymetani. Stru¢né se dotkneme také povaleéné
transformace klasické teorie potencidlu v abstraktni matematickou disciplinu.
Prispévek ilustruje, jak nové matematické nastroje umoznily pokrok teorie
potencialu, a zaroven ukazuje, jak teorie potencialu ve 20. stoleti obohatila
vyvoj matematiky.

Historii teorie potencidlu je vénovana rozsahla literatura. Zde uvadime pouze
vybrané prameny: [Bol, [Brl], [Br7], [Br10], [Br12], [Br13], [BM], [Di], [Gi], [Ja],
[Kg2], K], [Li], [Ma], [Mo2], [Ne2], [Ne5], [Ne6], [Va2], [Va3], [Vad], [Va5]. Pii
zpracovani tohoto pfispévku jsme vychazeli ¢dsteéné z prace [Ne6).

2. Potencial a Laplaceova rovnice

Teorie potencidlu mé ptvod v Newtonové gravitacnim zakonu z roku
1666. V soucasné terminologii jej mizeme formulovat takto: hmotny bod x
o hmotnosti m, pusobi na hmotny bod y # x o hmotnosti m, pritazlivou
silou, ktera je vyjadfena Newtonovym gravitacnim zdkonem,

MyMz Y — T

F _ Ay LT
A e R

kde v je tzv. gravitacni konstanta.

Lagrange ve své prace z let 1773/1774 upozornil na skuteénost, Ze pro
newtonovskou gravitacni silu, coz je vektorova funkce, 1ze s vyhodou vyuzit
existenci skalarni funkce, jejiz parcidlni derivace urcuji velikost sily ve sméru
soufadnicovych os. V literatuie se pro takovou skalarni funkci vyskytuji rtizné
terminy, napf¥. potencidlni funkce (Green, 1825), silova funkce (Hamilton, 1834),
potencial (Gauss, 1839).

Jestlize definujeme v R? funkci
No(y) :==1/ly —xl, y#u,
(klademe N, (z) = 00), pak na R3\ {z} plati
F = ymgmy (0N, /0y1, ON,/Oyz, ON,/dys ),

takze sila je urcena funkci N, .
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Nize uvidime, Ze funkce (z,y) — N.(y) hraje v klasické teorii potencidlu
fundamentalni roli. Pracovat s jednou skalarni funkci misto s vektorovou funkeci
ostatné predstavuje urcité zjednoduSeni. Navic N,(y) mé zndmy fyzikdlni
vyznam: jestlize pfi pevné zvolené jednotkové hmoté v bodé x odsuneme
jednotkovou hmotu z bodu y do nekonec¢na, vykondme tak pii piekonani
pritazlivé sily préci o velikosti N, (y).

Vipoétem se zjisti, ze na R3 \ {z} plati

0?’N,  0°N, 0N,

+ + — 0.
oy Oy3  0yd

Tedy N, splnuje tzv. Laplaceovu rovnici, kterd predstavuje pilit klasické
teorie potencialu.

Tuto rovnici Laplace nejprve odvodil ve sférickych souradnicich v roce 1785
a v roce 1789 v kartézskych souradnicich v praci o Saturnovych prstencich; viz
[Ja, s. 198].

Pro dalsi vyklad bude uZite¢né pfipomenout definici Newtonova a logaritmic-
kého jadra v obecn&jsim kontextu (vyznam normalizace bude ziejmy pozdéji,
viz (3)). Definujeme

1 1
on >3, G(x,y):= . , ,y € R™,
pron =3 Gl G g0,y B
1 1 "
pron=2, G(z,y):=—log——, x,y€RY
2r |y — 2
zde o, je povrch jednotkové koule v R"™ a rozumi se, ze G(z,x) = oo.

Poznamenejme, Ze teorie potencidlu v roviné vykazuje celou fadu odlisnosti
oproti teorii potencidlu v R™ pro n > 3. V tomto pfispévku se proto prevazné
soustfedime na vicerozmérny pripad. Teorii potencidlu v roviné je vénovana
napf. publikace [Rn]; viz téz [AG] a [He].

Jak je zndmo, Laplacetiv operdtor v R™ je definovan jako soucet druhych
nesmisenych parcidlnich derivaci:

Snadno se ovéfi, Ze pro x € R"™ je funkce G, : y — G(z,y) FeSenim
Laplaceovy rovnice:
AG, =0 na R"\{z}.

Vidime, Ze teorie potencialu je tésné svazana s Laplaceovou rovnici Ah = 0.
Nékdy dokonce byva klasicka teorie potencidlu povazovana v Sir$im slova
smyslu za teorii Laplaceovy rovnice.
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Nasledujici definice je vSeobecné zndmé. Necht D C R”™ je oteviend mnoZina.
Rikame, Ze redlné funkce h tifdy C?(D) je harmonickd na D, jestlize

Ah =0 naD.

Pro n =1 je funkce h definovana na otevieném intervalu harmonicka, pravé
kdyz je linedrni. Pro n = 2 maji harmonické funkce blizky vztah k holomorfnim
funkcim studovanym v komplexni analyze: readlna a imaginarni ¢ast holomorfni
funkce jsou harmonické funkce. Je-li D C C jednoduse souvisld oblast a u je
harmonickd funkce na D, pak existuje harmonickd funkce v na D (uréena az
na konstantu jednozna¢né) takovd, ze funkce f := u + iv je holomorfni na D.

Uvedme zde jesté veelku mélo zndmy fakt, Ze Laplaceova rovnice se objevuje
v Eulerové praci vénované hydrodynamice jiz v roce 1761, tedy nékolik let pred
Laplacem; viz [Kl, s. 525], [So, s. 16].

Necht zy € R™ a r > 0. Oznac¢ime B(xg,r) otevienou kouli o stiedu xq
a poloméru r a S(zg,r) = IB(xo,r) stéru o stfedu zy a poloméru r. Dale
oznacime A Lebesgueovu miru v R™ a ¢ povrchovou miru v R". Jiz jsme zavedli
oznaleni o, := 0 (5(0, 1)), oznacme jesté A\, := A(B(0,1)).

Jestlize D C R", uzévér B(xg,r) koule B(xo,r) je obsaZzen v D a h je
harmonické funkce na D, pak z Greenovy identity plyne

h(zo) = ;71 /S( )hda. (1)
Zo,

onpr™

Integraci podle poloméru se dostane

AT

h(zo) = — /B( hax @)

Rovnosti (1) a (2) vyjadiuji tzv. vlastnost priméru harmonickych funkci; viz
[AG, s. 3].

Véta o priméru pochdzi od Gausse; viz [Ga]. Koebe v roce 1906 dokazal,
Ze spojitost funkce h a platnost jedné z podminek (1) a (2) (pro kazdou
kouli, jejiz uzavér je obsazen v D) implikuje, Zze h je harmonickd funkce,
tedy vlastnost primeéru harmonické funkce charakterizuje. Vétam o priméru
je vénovéan ¢lanek [NVI.

Harmonické funkce vystupuji ve formulaci prototypu okrajovych tloh ma-
tematické fyziky, v klasické Dirichletove tloze, nékdy nazyvané prvni okrajovd
uloha teorie potencidlu.

Necht D C R™ je omezend oteviend mnozina s hranici 0D a f : 0D — R
je spojita funkce. Uloha spoc¢iva v nalezeni takové harmonické funkce h na D,
jejiz spojité rozsiteni se na dD shoduje s f.
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S formulaci Dirichletovy tlohy se poji tyto dvé pfirozené otazky:

(a) mé Dirichletova tloha FeSeni pro kazdou spojitou funkci na 9D?

(b) je TeSeni, pokud existuje, uréeno jednoznacéné?

V dalsim vykladu uvidime, ze hleddni odpovédi na otédzku (a) ovlivnilo mate-

matiku na velmi dlouhé obdobi a pfineslo celou fadu hlubokych pozoruhodnych
vysledku; viz odst. 3.

Na druhé strané, odpovéd na otdzku (b) lze ziskat snadno. Necht D C R” je
omezena oblast, tedy omezend souvisla oteviend mnozina, h je funkce spojita
na uzavéru D mnoziny D a harmonicka na D a nechf h = 0 na dD. Ozna¢me
m := maxh(D) a M = {z € D : h(z) = m}. Potom M je uzavieni
podmnozina D (spojitost). Je-li zg € M, B(zg,79) C D a 0 < r < rg, pak
h =mna S(xg,r)NM. Vime, ze S(xg,7)\ M je oteviend podmnozina S(xg,r).
Kdyby h(xz) < m v nékterém bodu = € S(zg,r) \ M, platilo by podle (1)

1
m>7/ hdo = h(zg) = m,
S(zo,r)

oprnL

coz je spor. Tedy B(xo,70) = J{S(xo,7) : 0 <7 <19} C M, tudiz mnozina M
je oteviend. Ze souvislosti mnoziny D dostavame D = M, tedy h < 0, nebot
h = 0 na dD. Stejnou uvahu aplikujeme na funkci —h, takze —h < 0, odtud
h =0 na D, a tedy Dirichletova tloha méa nejvyse jedno feseni.

Nyni pfipomeneme Poissontuv integrdl, ktery poskytuje feseni Dirichletovy
ulohy pro kouli. Poissonovo jddro pro kouli B(zg,r) C R™ je funkce

1 .r2—|m—x0|2

KB(xo,r)(xay) = , Y€ S(SC(),T'), z eR" \ {y}

onr |z —yn

Pro funkei f integrovatelnou vzhledem k o na S(z, r) definujeme Poissondv
integrdl takto:

Inguom f() = /S o FOK @0 o). @ < B

Potom (viz napi. [AG, s. 6]) pro funkci f spojitou na S(xo,r) je Ip(zy,rn)f
FeSenim Dirichletovy tlohy na B(zg,r) pro okrajovou podminku f. Poissoniv
integral pochézi z roku 1823, viz [Ps|, ovSem rigordzni diikaz o nabyvani
okrajové podminky podal H. A. Schwarz az v roce 1872; viz [Sc|.

Integralni reprezentace pomoci Poissonova integralu je klicem k dikazu
mimoradné dilezité véty o konvergenci harmonickych funkci: necht D C R™
je oblast a (h;) je neklesajici posloupnost harmonickych funkci na D. Potom
je h = lim;_h; budto rovna co na D nebo je h na D harmonicka.
Tento vysledek pochézi od A. Harnacka; viz [Hr]. Pozdéji uvidime, ze tato
konvergenc¢ni vlastnost, tzv. Harnackova véta, nalezla vyznamné uplatnéni
v moderni teorii potencialu.
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Miuze se zdat prekvapivé, ze jesté v prvnich dekddach 20. stoleti nebyly
znamy definitivni odpovédi na principidlni otazky tykajici se kapacitniho po-
tencidlu, vymetéani ¢i Dirichletovy tlohy. Divod, z dnesniho pohledu, je prosty:
tehdy znamé matematické nastroje byly pro feSeni uvedenych tloh nedosta-
tecné. Pfedevsim pojem potencidlu nebyl dostateéné obecny. Matematici uva-
zovali pouze potencidly majici hustotu vzhledem, fe¢eno v dnesni terminologii,
k objemové ¢i povrchové mire.

Zcela zasadni zvrat v teorii potencidlu znamenal pokrok v teorii integréalu.
J. Radon ve své mimorfddné vyznamné praci [Rdl] z roku 1913 zavedl
zobecnéni Lebesgueova a Stieltjesova integralu pro funkce vice proménnych.
Tzv. Lebesgueuv-Stieltjesiv-Radoniv integrdl se stal optimalnim nastrojem
pro stézejni pojmy teorie potencidlu. Piislusnd mira (o-aditivni funkce na
borelovskych mnozindch) se velmi dobfe hodi pro modelovani fyzikalnich
veli¢in, jako jsou rozlozeni hmoty nebo naboje. Podstatné vsak, jak dalsi vyvoj
ukézal, jsou moznosti limitnich p¥echodt pro miry a integraly.!

V [Brl2] pfipisuje M. Brelot uplatnéni Radonova integralu v teorii poten-
cidlu G. C. Evansovi v jeho prici [Evl]. Ve skutecnosti se obecnd definice
(logaritmického) potencidlu miry vyskytuje v roce 1919 v [Rd2].

Necht i je mira v R" (pro n = 2 pfedpoklddame, Ze p mé kompaktni nosié,
nebot logaritmické jddro méni znaménko). Potencidlem miry u se rozumi funkce
G definovand rovnosti

Gulz) = / G(x,y) duly), = € R".

Funkce G je zdola polospojita. (P¥ipominame, Ze funkce f : R” — (—o0, o]
se nazyva zdola polospojitd, jestlize {x € R™ : f(x) > ¢} je oteviend mnoZina
pro kazdé ¢ € R.) Jestlize neni Gu = oo na R™, pak je funkce G harmonicka
na kazdé oteviené mnozing D, pro niz pu(D) = 0, tedy mimo nosi¢ miry p.

Laplace se mylné domnival, ze potencial spliiuje Laplaceovu rovnici vsude
v R3. Poisson ukazal, Ze pro miru x s objemovou hustotou, tedy du = gd),
plati

AG(g\) = —g (3)

(zde je na pravé strané, az na znaménko, hustota g v diisledku nasi normalizace
Newtonova jadra). Poisson samoziejmé predpoklady o funkei g nespecifikoval,
(3) plati, pokud je g dostatecné hladkd funkce s kompaktnim nosi¢em, napf.
t¥idy C%(R™). Obecné vSak potencial G neni diferencovatelny, nicménd rovnost
AGu = —p je matematicky v porddku pfi vhodné interpretaci. Aniz bychom
zachézeli do podrobnosti, pfipomenme pojem tzv. distributivniho laplacidnu ve
smyslu Schwartzovy teorie distribuci vytvorené ve ¢tyticatych letech 20. stoleti.

1 Ctenafe odkazujeme na [Bi], [Hw], [Ch4], [Pi], [Ru] a na Baueriiv komentéi k Radonovu
pFinosu pro teorii miry a integralu; viz Gesammelte Abhandlungen (s. 29-44) citované v [Rd1].
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Je-1i u lokalné lebesgueovsky integrovatelna funkce v R™, definujeme linearni
funkcional

LuchH/uAgad)\

na prostoru nekonecéné diferencovatelnych funkci s kompaktnim nosi¢em v R™.
Zde se zaddné hladkost funkce u nepfedpokladéd. Pokud vsak je napf. u funkce
tiidy C?, integrace per partes dava

Ly,(p) = /Au'cpd)\,

takze L, lze ztotoznit s klasickym laplacidnem Aw definovanym pro hladké
funkce. Pro funkci Gy : y — G(0,y),y € R™, plati ve smyslu distribuci

LGO = —&0;

zde €, oznacuje Diracovou miru soustfedénou v bodé z. Jinak feceno, Gy je
fundamentdlni reseni Laplaceovy rovnice. Obecné plati

LGM = —U.

Na zavér tohoto odstavce pFfipomeneme pojem superharmonické funkce,
ktery je stézejni pro teorii potencialu 20. stoleti. Superharmonicitu lze povazo-
vat za urcitou vicerozmérnou analogii konkavnosti realnych funkci: pokud graf
konkavni redlné funkce protind pfimka ve dvou bodech, hodnoty funkce jsou
nad tseckou spojujici tyto dva body.

Necht D je oteviend mnozina v R™. Funkce u : D — (—00,00] se nazyva
superharmonickd (piSeme u € S(D)), jestlize

(a) u je zdola polospojita,

(b) je-li D’ oteviend mnozina takova, ze D’ UJD’ C D, h je spojita funkce

na D’ UAD’, harmonickd na D’ a h < u na D', potom h < u na D’.

Funkce v se nazyva subharmonickd, jestlize —v je superharmonické. Zde
plati analogie podminky f” < 0 pro hladkou realnou konkavni funkci: jestlize
u € C%(D), pak u je superharmonicka, pravé kdyz Au < 0 na D. Hladké super-
harmonické fukce se implicitné vyskytuji v Poincarého praci o méthode du bala-
yage; viz odst. 3. Poznamenejme, ze funkce z S(D) lze charakterizovat mnoha
zpisoby; viz [AG], [Br8], [He], [Ra], [Ri2], [Ri3], [Ri4]. Pro dalsi vyklad bude
uziteéné zavést systém H*(D) hyperharmonickych funkei: funkce u se nazyva
hyperharmonickd, je-li na kazdé komponenté souvislosti D superharmonicka
nebo identicky rovna co. Systém H*(D) hyperharmonickych funkci obsahuje
se dvéma funkcemi jejich minimum, déle limita neklesajici posloupnosti funkci
z H*(D) je prvkem H*(D). Limita nerostouci posloupnosti superharmonickych
funkei neni obecné zdola polospojitd, a tudiz neni prvkem H*(D). V odst. 4
zminime dulezity vysledek: hodnoty limity lze modifikovat na malé mnoziné
tak, ze vysledna funkce uz je hyperharmonicka.
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Pojem fonction subharmonique byl zaveden F. Rieszem v praci [Ri2]. Jeho
motivaci byla jednak Poincarého méthode du balayage [Pol], [Po2], dale
Hartogsova prace o funkcich vice komplexnich proménnych a také Hardyho
vysledky o primérech holomorfnich funkci. (P¥ipomeiime, Ze pro holomorfni
funkei f je funkce log|f| subharmonické.) Vzhledem k tomu, Ze v pozdéjsSim
obdobi byl duraz kladen na superharmonické funkce, vyse jsme uvedli Rieszovu
definici v superharmonické verzi.

Dilezitymi piiklady hyperharmonickych funkci jsou potencidly a samo-
zfejmé také harmonické funkce. V roce 1930 dokazal F. Riesz v praci [Ri3]
(viz téz [Rid4]) pozoruhodny vysledek, ktery zde uvedeme pro specidlni piipad
prostoru dimenze n > 3: je-li s superharmonickd funkce na R™ majici harmo-
nickou minorantu, potom existuji jednoznacné urcenad mira p a jednoznacné
ur¢end harmonické funkce h na R™ takové, ze

s=Gu+h. (4)

Specialné: nezaporna superharmonicka funkce je potencial, prave kdyz jeji
nejvétsi harmonickd minoranta je identicky rovna nule. Poznamenejme, zZe
uvedena Rieszova véta o rozkladu se obvykle formuluje pro oteviené mnoziny,
pro néz existuje Greenova funkce zavedena v [Gnl, tedy v rozkladu figuruje
Greeniv potencidl; viz [AG], [Br8], [He]. Mira p z (4) se nazyva Rieszova mira
superharmonické funkce s. Vime, ze —u je distributivni laplacian funkce s.

3. Dirichletova uloha a kapacita

Problém fesitelnosti Dirichletovy tlohy pro libovolnou oblast a pro libo-
volnou spojitou okrajovou podminku odolaval 1sili véhlasnych matematikt po
mnoho desetileti. Pokusy o zdolani diikazu existence feSeni se ukézaly z hlediska
matematické korektnosti problematické nebo vedly jen k ¢asteénym vysledkim
pro specialni oblasti.

Jeden z pfistupt k ditkazu existence spocival na varia¢ni tloze zalozené na
tzv. Dirichletové principu. Minimalizuje se tzv. Dirichletiv integral (integrél

energie)
/ grad?u dx
D

na mnoziné piipustnych funkci v pro danou spojitou okrajovou podminku f.
Pripustnou funkci se pritom rozumi hladké rozsifeni funkce f z 0D na D
takové, ze prislusny integral energie je konecny. Neni tézké dokazat, ze pokud
existuje pripustnd funkce wg, pro niz integral energie nabyva minima, pak
ug je harmonickd na D, a tudiz je FeSenim Dirichletovy tlohy pro okrajovou
podminku f. Tento pfistup uzil napt. B. Riemann p#i dikazu tzv. Riemannovy
véty o konformnim zobrazeni.

Variac¢ni principy podrobil ostré kritice K. Weierstrass v roce 1869. Upozornil
na skutecnost, Ze existence minima neni zarucena, nelze zaménovat minimum
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a infimum.? Dalsi vada na krase spoé¢iva v tom, Ze mnozina p¥ipustnych funkeci
pro danou okrajovou podminku mize byt prazdnd; viz [MS, s. 373-377]. Tedy
Dirichletova tloha a Dirichlettiv princip nejsou ekvivalentni. Po Weierstrassove
kritice Dirichlettv princip jako metoda dikazu existence TeSeni Dirichletovy
tlohy upadl do nemilosti. Poznamenejme, Ze o resuscitaci Dirichletova principu
se zaslouzil D. Hilbert, ktery existenci minima, za omezujicich podminek na
oblast a okrajovou podminku, korektné dokéazal; viz [Hi, s. 10-38].

Pro specidlni oblasti se podarilo existenci feSeni Dirichletovy tlohy doka-
zat riznymi metodami: Schwarzovy-Christoffelovy integraly (konformni zobra-
zeni), Schwarziiv alternujici proces, metoda aritmetického praméru (C. Neu-
mann), Poincarého méthode du balayage, o niz bude fe¢ nize.®> Nelze se nezmi-
nit o Fredholmové metodé integralnich rovnic z prelomu 19. a 20. stoleti, ktera
sehrala vyznamnou roli pfi formovani funkcionalni analyzy a vedla k teorii
kompaktnich operatori.*

Zasadni vyznam pro rozvoj teorie potencidlu méla Poincarého metoda
vymetani z konce 19. stoleti.® Umoznila dokizat vétu o existenci feSeni
Dirichletovy tlohy pro oblasti D spliujici tuto geometrickou podminku: pro
kazdy bod y € 9D existuje uzaviena koule B obsaZend v komplementu D
takova, ze y € 0D N OB.

Poincarého méthode du balayage struéné popiseme.® Pomoci Poissonova
integralu 1ze dokdzat toto tvrzeni: jestlize B(xg,r) je koule v R™ a p je spojity
potencidl miry p, pak lze éast miry p v B(xo,r) vymést z B(xg,r) na sféru
S(xzo,r) tak, Ze potencidl p’ nové miry je spojity v R™, harmonicky na B(xg, ),
p" < pap ap se shoduji na komplementu koule B(zg,r). Jedna se tedy
o pfemisténi miry z B(xzo,7) na S(xo,r) = 0B(xg,r) vedouci k ,harmoniza-
ci“ p na B(zg,r) a zachovani p na R"™ \ B(zg,r). Budeme mluvit o potencidlu
vymeteném na S(zg,r).

Pri zkoumani Dirichletovy tlohy si Poincaré uvédomil, Ze dikaz staci provést
pouze pro okrajovou podminku, ktera je restrikci hladkého potencialu. Takova
redukce je moznéd diky stejnomérné aproximaci spojité okrajové podminky
rozdily takovych potenciali.

Necht tedy p je hladky potencial. Poincaré uvazuje pokryti oblasti D koulemi
By, Ba, ..., jejichZ uzavéry jsou obsaZzeny v D. Nejprve vymete p na 9B;. Tak
ziska novy potencial mensi nebo roven p, ktery je harmonicky na B;. Tento novy
potencial vymete na 0B5. Ziskany potencial je harmonicky na Bs, avSak na B,
se miize harmonicita pokazit. Proto Poincaré postupné vymeta na hranice kouli

2 Podrobngjsi vyklad o Dirichletové principu lze nalézt nap¥. v [Ar], [Bt], [BM], [Cr], [Di],
[Gi], [Gr2], [Hi], [Ja], [KI], [Li], [Mo2], [MS], [Ne3].

3 O téchto metodach pojednava napt. [Mo2], [Ne5], [So].

4 Viz [Ril]; cesta k pojmu kompaktniho operatoru je popsana napt. v [Ned].

5 Viz [Pol], [Po2].

6 O Poincarého metodé pojednava napi. [Br13], [Ma], [So], [St].
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podle tohoto schematu:

By; Bo; By, By, B3; By, B, B3, By; . ..

Takto se ziskd nerostouci posloupnost potencidlti a pro kazdou kouli B;
existuje vybrand posloupnost, jejiz kazdy clen je harmonickd funkce na Bj,
nebot kazdé koule je zastoupena v procesu nekonecnékrat. Proto je podle
Harnackovy véty limita této posloupnosti harmonickd. Tak Poincaré ziska
kandiddta na feSeni Dirichletovy tlohy pro restrikci funkce p na 9D. Dalsi
krok spociva v dikazu, ze geometrickd podminka s dotykem koule zevné D
zaruéi nabyvani predepsané hrani¢ni hodnoty. S ohledem na dalsi vyklad
poznamenejme, ze mife pfislusSného limitniho potencidlu Poincaré nevénuje
pozornost.

Do zacatku druhé dekady 20. stoleti nebyl problém existence Dirichletovy
ulohy vyfesen. O. D. Kellogg v [Kg2, s. 285] napsal: Do té doby se obecné
vérilo tomu, ze Dirichletova tiloha je feSitelna pro kazdou oblast a ze omezeni
v obecnosti spocivala v uzitych metodach spise nez v problému samotném.
S. Zaremba v roce 1911 poukézal v [Za] na skuteénost, ze pro kouli s vyjmutym
stfedem neni Dirichletova tloha vzdy TfeSitelnd. Tento vysledek nevzbudil veétsi
pozornost, nebot za zajimavé byly povazovany oblasti pfipominajici fyzikalni
télesa.

Skute¢ny prilom do poznani o Dirichletové tloze znamenala jednostrankova
prace [Le2] z roku 1913. H. Lebesgue predlozil jednoduse souvislou oblast v R3,
pro niz Dirichletova tloha neni obecné Tesitelnd. Puvodni Lebesguetiv priklad
zde reprodukovat nebudeme (viz napft. [Brl3], [He], [Ne6]). V zdsadé se jedna

o oblast typu

D := {xER3:|x|<1}\{xER3:x120, \/x§+x§§e’1/“}.

Tedy D vznikne tak, ze z jednotkové koule vyjmeme velice ostry hrot.
Je uciteéné zminit, %e Lebesgueova mnozna je v [Le2] definovdna pomoci
nespojitého potencialu.

V [Le3] zavedl Lebesgue nésledujici definici: omezend oblast D v R™, n > 2,
se nazyva reguldrni, jestlize klasicka Dirichletova tiloha mé feSeni pro kazdou
spojitou okrajovou podminku. Lebesgue svym objevem neregularni mnoziny
otevrel novou a velice plodnou etapu teorie potencidlu.

Jiz v roce 1912 Lebesgue v [Lel] naznaéil ideu zobecnéné Dirichletovy dlohy,
ktera spociva ve dvou krocich: nejprve se dané okrajové podmince priradi
vhodna harmonicka funkce a v druhém kroku se vySetifuje hraniéni chovani
takové funkce ve vztahu k zadané okrajové podmince.

Ve [Wil] (viz také [Wi4]) navrhl N. Wiener v roce 1924 nésledujici zptisob
konstrukee feSeni zobecnéné Dirichletovy tlohy. Necht D je libovolnd omezend
oblast v R™ a f je spojitd funkce na hranici dD. Mnozinu D lze vyéerpat
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regularnimi oblastmi, tj. existuji reguldrni oblasti D; obsaZené s uzdvérem
v D takové, ze Dj11 DO Dj a D = U2, D;. Dale existuje funkce F' spojita
na D splyvajici s f na dD. Pro restrikci f; funkce F' na 0D; oznacme h;
feseni klasické Dirichletovy tlohy pro D; a f;. Wiener ukazal, zZe existuje
h :=lim;_h; a tato limita je nezavisla na blizsi volbé vyéerpani (D;) a na
blizsi volbé rozsiteni F.

Vedle Wienerova feseni zobecnéné Dirichlerovy tlohy se prakticky ve stejné
dobé objevilo Perronovo Feseni zobecnéné Dirichletovy tlohy; viz [Pr]. Budeme
je zde prezentovat v modernizované verzi publikované M. Brelotem v roce 1939
v [Br2]. Rozdily s ptivodnim Perronovym pfistupem nize budeme komentovat.

Pro libovolnou omezenou otevienou mnozinu D C R™ a libovolnou funkci
f: 0D — [—00, 00] uvazujeme systém hornich funkci pro f, tj. hyperharmonic-
kych zdola omezenych funkci v na D spliujicich

liminf, ., u(z) > f(y), ye€dD.

Infimum vSech hornich funkci f se nazyvad horni PWB feseni (Perron,
Wiener, Brelot) a znaéi se Hf. Dolni PWB-feseni se definuje ziejmym
zptisobem: Hf := —H(—f). Z principu minima plyne nerovnost Hf < Hf.
Na kazdé komponenté mnoziny D je kazda z funkci Hf a Hf rovha oo nebo
—oo nebo, jak plyne z Harnackovy véty, je harmonickd. Funkce f se nazyva
resolutivni, jestlize Hf = H f a spole¢n4 hodnota H f (nazjvana PWB-esent)
je harmonicka funkce.

Oznaéme C(9D) prostor vSech spojitych funkei na dD. Ve [Wi3] N. Wiener
dokézal, ze kazda funkce f € C(9U) je resolutivni (tzv. Wienerova véta o re-
solutivité), a wienerovské feseni splyva s H f. Navic, pro x € D, zobrazeni

fr—Hf(x), feC(OD),

je nezdporny linearni funkcional. Podle Rieszovy véty o reprezentaci’ existuje
pravé jedna mira pu, na 0D, takova, ze

Hi(x) = / fdus, feC@U).

Mira i, se nazyva harmonickd mira pro bod = a predstavuje stéZejni pojem
teorie potencialu.

V praci [Wi3] N. Wiener tvrdil, Ze aZ na nejjednodussi pfipady nespojité
okrajové podminky nejsou resolutivni, coz dokumentoval na jednoduchém
prikladu. Po 15 letech M. Brelot odhalil chybu v tomto ptikladu, coz ho vedlo
k definitivnimu vysledku, tzv. Brelotové vété o resolutivité: borelovska funkce

7 Viz napt. [AG, s. 306], [Ru, Kapitola 2]; o historickém vyvoji pojednava [Bi, Kapitola
11] a [Grl].
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f na 9D je resolutivni, pravé kdyz f je u,-integrovatelna pro kazdé x € D;
viz [Br2].

Vratme se kratce k ptvodnimu Perronovu ¢ldnku. Na rozdil od nasi
prezentace Perron uvazuje jen omezené funkce na 0D, horni funkce definuje jako
spojité funkce na D, které na 9D majorizuji f a spliiuji podminku ekvivalentni
se superharmonicitou. Perron nedokazuje shodu H f a H f a z prace neni ziejmé,
Ze jeho FeSeni je linedrn{ operédtor na C'(9D).

Vzhledem k existenci neregularnich mnozin je dilezité zkoumat hraniéni
chovani funkce Hf. Pro y € 0D se muze stat, ze lim, ., H f(x) neexistuje
(Lebesguetv piiklad) nebo lim,_ ., H f(z) existuje, ale neshoduje se s f(y)
(Zarembuv piiklad).

Nésledujici definici zavedl H. Lebesgue v [Le3]: bod y € 9D se nazyva
reguldrni (oznafeni y € OregD), jestlize pro kazdou funkei f € C(9D) plati

lim, ., H f(z) = f(y).

Je ziejmé, ze mnozina D je reguldrni, pravé kdyz 0D = OwgD. Body
z 0D \ Oreg D se nazyvaji ireguldrni.

V souvislosti se zavedenymi pojmy se nabizi tyto otazky:

(a) jak poznat (= charakterizovat) reguldrni body?

(b) mé pojem reguldrniho bodu lokalni charakter?

(c) jakou €ast 0D mohou zaujimat iregularni body?

(d) je zobrazeni f — Hf jediné rozumné FeSeni zobecnéné Dirichletovy
ulohy (tj. je toto zobrazeni spojitych funkci na OU do prostoru har-
monickych funkci na D jeding nezdporny linedrni operator prifazujici
okrajové podmince Feseni klasické Dirichletovy tlohy, pokud existuje)?

Poznamenejme, ze se v literatufe vyskytuji i jiné metody feSeni zobecnéné

Dirichletovy tlohy, nez feSeni Wienerovo a Perronovo; viz [Va3].

K zodpovézeni téchto otazek se neobycejné vhodnym ukazal pojem kapacity
motivovany elektrostatikou. Kapacitu jako matematicky pojem pro uzaviené
mnoziny zavedl N. Wiener ve [Wil] v roce 1924. Zde uvedeme ekvivalentni
definici pochéazejici od J. de la Valée Poussina z roku 1932; viz [De].

Pro libovolnou mnozinu E C R™ se definuje

cap. E = sup{p(K) : K C E kompaktni, Gu < 1}.

M. Brelot nazval v [Br3] tuto kapacitu wnitini kapacita. V roce 1936
charakterizoval G. C. Evans v [Ev2] mmnoziny nulové kapacity takto: pro
kompaktni mnozinu K je cap,K = 0, pravé kdyz existuje mira u na K takova,
ze Gu = oo na K. Vnéjsi kapacitu definovali M. Brelot a A. F. Monna pro
E C R™ takto:

cap®E := inf{cap,U : U D E oteviend};
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viz [Br3], [Mol]. M. Brelot zavedl v roce 1941 v [Br4] pojem poldrni mnoziny:
FE se nazyva poldrni, jestlize existuje superharmonickad funkce s v R™ takova,

7e S

= oo na F. Konetné H. Cartan v roce 1945 v [Ca2] dokazal, Ze

cap*FE = 0, pravé kdyz mnozina E je polarni. Ukazuje se, ze polarni mnoziny
hraji v teorii potencidlu roli zanedbatelnych mnozin, podobné jako mnoziny
miry nula v teorii integralu.

Mimoiadné dilezity vysledek dokazal G. Choquet v padesatych letech
20. stoleti: pro borelovské mnoziny E C R™ plati

cap.E = cap*F;

viz [AG], [He], [Ch1], [Ch2], [LN].

Vyzbrojeni pojmem kapacity miuzeme zodpovédét vyse formulované otazky:

(a)

Charakteristika regularnich bod®: necht y € 9D, A <1 a
7 = cap.({z € R"\ D: N < o —y| < N71});

potom y je regularni bod, praveé kdyz
b
Z Ve *
j=1

(tzv. Wienerovo kritérium regularity; viz [Wi2], [Wid]).

Neformalné feceno, hrani¢ni bod y je regularni, pravé kdyz je doplnek
mnoziny D v blizkosti bodu y dostateéné masivni (srv. s pojmem
tenkosti definovanym nize).

Regulérni body se daji charakterizovat pomoci pojmu bariéry. Ten se
implicitné objevuje v pracich H. Poincarého, zaveden byl H. Lebesguem
v [Lel]. Je zndma celéd Fada postacujicich podminek pro regularitu; zde
odkazujeme na [Bo|, [Ne6], [Va3], [Va5].

Z Wienerova kritéria regularity (a také z kritéria pomoci bariéry)
vyplyva, ze pojem regularniho bodu je lokalni.

Problém velikosti mnoziny iregularnich bodid odoléval takika deset let,
do roku 1933. Kelloggova-Evansova véta tvrdi, ze mnozina iregularnich
bodt je polarni, tedy mé kapacitu nula; viz [Ev2], [Kgl]. Odtud plyne
toto tvrzeni: jsou-li h1, hy omezené harmonické funkce na D takové, ze

lim, .y hi(z) = limgy_yho(x), Yy € OregD,

potom hi = hs.

Jednoznacnost operatoru zobecnéné Dirichletovy tlohy: existuje prave
jeden nezaporny linedrni operdtor pfifazujici kazdé funkci f € C(9D)
harmonickou funkci na D takovy, Zze hodnota operatoru pro f dava
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feSeni klasické Dirichletovy tlohy, pokud pro f existuje; viz [Ke2]. Kli-
¢em k dikazu tohoto pozoruhodného vysledku je nasledujici Keldysovo
lemma dokazané v [Kel] pomoci jemné konstrukce zaloZzené na Wiene-
rové kritériu regularity: je-li y € Oreg D, potom existuje funkce spojita
na D, harmonickd na D takové, ze h(y) = 0 a h > 0 na D \ {y}; viz
[Lu], [Nel].

Vime, ze v blizkosti iregularniho bodu mnoziny D je doplnék D
malo masivni, coz lze vyjadiit pomoci Brelotova pojmu tenkost. Necht
E C R” je libovolnd mnozina, ¥ € R". Rikdme, Ze mnozina E je
v bodé y tenkd (francouzsky effil€), jestlize budto y ¢ E nebo existuje
superharmonické funkce na okoli bodu y takova, ze

limmﬁy,meE\{y} u(x) > u(y);

viz [Br3], [Br5], [Brll]. M. Brelot dokézal v [Br3|, Ze pro otevienou
mnozinu D je y € OregD, pravé kdyz mnozina R™ \ D neni tenka v bo-
deé y.

4. Vymetani superharmonickych funkci a mér

Problém vymetani budeme formulovat ve vétsi obecnosti nez v historickém
avodu.

Necht E C R” je libovolnd mnozina a p je mira na R™. Cilem je najit miru
¥ na E takovou, ze
Gu¥ =Gu naE.

Zatim jsme uvazovali situaci, ze D je, feknéme, omezend oblast v R",
a zajimalo nas vymeteni{ miry z D na hranici mnoZiny D (coZ je totéz jako
na doplnék D¢ mnozZiny D). Zde tedy E = D¢. VySe uvedend formulace ovSem
vyzaduje zpresnéni, neni zfejmé, co se rozumi vyrokem mira na E, nebot E je
zcela obecnd mnozina.

Intuitivné lze ocekavat problémy s body, které maji charakter ostrych hroti
muoziny E (jako v Lebesgueové piikladu). Situace muZe pfipominat znamy jev
z elektrostatiky nazyvany hrotovy vyboj, pii némz nastava jev vyvolany vybitim
statické elekt¥iny (srSeni zndmé ndmoinikim jako Eliasiv oherl).

K problému vymetani lze pristupovat dvéma zpusoby: v duchu Gaussova
pristupu se zajimame o potencidly mér a jejich energii nebo se primarné
nestarame o miry, nybrz o superharmonické funkce a miry dostavame ex post
jako vysledek duality, o niz se dale zminime.

V této Casti se soustfedime na moderni teorii vymetani iniciovanou a syste-
maticky rozvijenou M. Brelotem od ¢tyficatych let 20. stoleti; viz [Br6], dale
[Br7], [Br10], [Brll], [Br12]. Cast 5 tohoto piispévku je vénovana vymetani
mér s konecnou energii.
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Brelottv pristup je velmi obecny. Necht E C R™ je libovoln4a mnoZina a u je
nezaporna superharmonicka funkce (budeme psat u € ST). Definujeme

RE .= inf{v € ST :v=wuna E},

tzv. redukce funkce u na E. Funkce RE obecné neni zdola polospojité, tedy neni
superharmonicka. Proto se zavadi tzv. vgmet Ef funkce u na F definovany jako
zdola polospojita regularizace, tedy jako nejvétsi zdola polospojitd minoranta
funkce RE. Vymet tedy dostaneme uréitou modifikaci redukce. Piirozené nés
zajimé velikost mnoziny {z € R" : REZ(z) < RE}. Odpovéd dostévéme
z tzv. fundamentdlni véty o konvergenci: necht F je mnozina nezapornych
hyperharmonickych funkci, w := infF a w je zdola polospojita regularizace
definovana rovnosti

w(y) := liminf,  w(z), yeR"

Potom mnozina {x € R™ : W(x) < w(z)} je polarni. Vétu dokdzal H. Cartan
v [Cal], [Ca2]; viz téz [Brb], [BC].

Plati tedy
0 < RE<RE <,

piic¢emz RZ je harmonickd funkce na komplementu E a pro uvaZovanou
mnozinu E s hranici, neformélné feceno, neobsahujici ostré hroty, plati RE = u
na E. Pro libovolnou mnozinu £ C R” definujeme bdzi mnoziny E

b(E) := {z € R" : RP(2) = u(z) pro kazdou u € S*}.

Béze je obsazena v E a obsahuje vnitfek mnoziny F a z fundamentéilni véty
o konvergenci vime, ze E \ b(E) je poldrni mnozina.

Vratme se k dfive zminénym Gaussovym problémtm. Pro kompaktni mno-
zinu K je RI rovnovazny potencidl. Rovnovazné rozdéleni je Rieszova mira
superharmonické funkce RE.

Pii tomto pfistupu vymetani superharmonickych funkci se vymetené miry
dostanou jako dudlni objekty. Plati: pro kazdou miru p s kompaktnim nosicem
a pro kazdou mnozinu E C R" existuje pravé jedna mira u” na R™ takova, ze

/ﬁfdu:/uduE

pro kazdou funkci v € S*. Mira ¥ se nazjva vymet miry p na E. Mira pu®
je soustfedéna na borelovské mnoziné b(E) a plati b(E) = {z € R" : e = ¢,}
(pfipominadme, Ze €, je Diracova mira soustfedénd v bodé ). Jaka je souvislost
s vymetanim miry zminénym na za¢atku tohoto odstavce? Lze dokazat, ze u?
je jedina mira soustfedéna na b(E) takova, ze Gu¥ = Gu na E az na polarni
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mnozinu. Tésné souvislost vymetani potencialu s potencidlem vymetené miry
je vyjadrena rovnosti

BE _ 1 E

RG = GHJ .

Vymetani mé také tzkou a vyznamnou souvislost s tfetim Gaussovym
problémem (Dirichletova tloha). Pro omezenou otevienou mnozinu D a z € D
plati pro harmonickou miru

D _
Py =€

Vysledek pochézi od J. de la Vallée Poussina a O. Frostmana; viz [De],
[Fr1]. Pomoci vymetani lze také charakterizovat regularni body: bod y € 0D
je regularni, pravé kdyz EyDC = ¢y, takze OregD = b(D°); viz [Fr2]. Obecnéji:
mnozina F je tenkd v bodé y, pravé kdyz y ¢ b(E), tj. 65 # &, viz [Br6).

Pojem tenkosti se ukézal mimoradné stastny. H. Cartan v dopise z 30. pro-
since 1940 adresovaném M. Brelotovi upozornil na skuteénost, ze pro y € R™
tvoff mnoziny tvaru (E \ {y})¢, kde E je mnozina tenkd v bodé y, fundamen-
talni systém okoli bodu y topologie, nazyvané jemnd topologie. Je to nejhrubsi
topologie, pri niz jsou vSechny superharmonické funkce spojité.

Je tfeba Tici, ze jemna topologie musela na svoji éru slavy a obecného
uznani cekat nékolik desetileti. Matematici zaméfeni na analyzu povétSiné
pfijimali po ur¢itou dobu jemnou topologii s jistymi rozpaky a snad i s ne-
davérou k jeji pripadné uzitecnosti. Povazovali ji za ponékud umély objekt,
jehoz topologické vlastnosti se jevily patologické a vymykajici se obvyklym
topologickym néstrojim uzivanym v analyze. V hierarchii oddélovacich axiomi
je sice Hausdorffova a tplné regularni, neni vSak normalni. Nemé spocetnou
bézi, zadny bod nemd spocetny fundamentalni systém okoli, neni Lindel6fova
a nema netrividlni kompaktni mnoziny — kazda kompaktni mnozina je konecna.

Na druhé strané specialisté z teorie pravdépodobnosti povazovali jemnou
topologii za zcela pfirozenou: borelovskd mnozina V je jemné oteviena, pravé
kdyz brownovské ¢astice startujici v nékterém bodu z V skoro jisté setrva ve V
po urcity kladny casovy interval; viz ¢ast 6.

Od padesatych let 20. stoleti se postupné darilo najit vlastnosti jemné topolo-
gie, které jeji urcité topologické deficience kompenzovaly a umoznily tak z jemné
topologie vytvofit U¢inny matematicky nastroj. Zminime kvazi-Lindel6fovu
vlastnost jemné topologie (J. L. Doob): z libovolného systému jemné otevienych
mnozin lze vybrat spocetny systém takovy, Ze sjednoceni ptivodniho a nového
systému se 1isi o polarni mnozinu. Dalsi vyznamné vlastnost: R™ s jemnou to-
pologii je Bairetv prostor (A. Cornea): prunik kazdého spoéetného systému
otevfenych hustych mnozin je hustd mnozina. Klicovy vysledek pro tzv. jem-
nou teorii potencialu, kterd se rozvinula v sedmdesatych letech 20. stoleti, je
tato vlastnost: jemnd topologie je lokalné souvisla (B. Fuglede).

V tomto prispévku se s ohledem na jeho rozsah jemné topologii vénovat
nebudeme a étendfe odkazujeme napf. na [AG], [Brll], [Fu]. Poznamenejme,
ze Fine Potential Theory méa v klasifikaci MathSciNet kod 31C40.
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5. Vymetani mér s kone¢nou energii

V cCasti 2 jsme naznacili Gaussovu myslenku feSeni tloh A, B, C pomoci
varia¢niho pfistupu. Uvedli jsme, Ze pojmy a nastroje matematické analyzy
nebyly dostatecné ke zvladnuti téchto tloh. Ve skutecnosti se konec¢né feseni
Gaussovych problémt podarilo ziskat takika po stu letech, zejména v pracich
O. Frostmana [Frl], [Fr2] a H. Cartana [Ca2], [Ca3].8 K feSen{ zésadné prispél
pokrok v teorii miry a integrélu (konvergence a kompaktnost mér) a funkcio-
nalni analyzy (metody Hilbertova prostoru), a také pochopeni vyznamu vyji-
mecénych mnozin.

Napf. pro kompaktni mnozinu K C R3® nemi obecné Gaussova tiloha
o nalezeni rovnovazného rozdéleni p na K takového, aby Gu = 1 vsude na K,
feSeni. Za priklad poslouzi Lebesguetiv hrot

K := {x€R3:0<x1 < 1,\/x%+x§§6_1/11}u{0}.

Kapacitni potencidl Gu rovnovazného rozdéleni p na K je roven 1 na K\ {0}
a Gu(0) < 1.

Cilem této ¢asti je strucné ptiblizit hlavni myslenky vymetani mér s konec-
nou energii.” Pro miry z a v na R" (n > 3) definujeme tzv. vzdjemnou energii

(1), ::/Gudu (:/Gudu)

- .. “ . . 1/2
a oznatime £, mnozinu vSech mér, pro néz ||ulle = (1, 1) /% < 0. Prvky Ey
se nazyvaji miry s konecnou energii. Dilezité je, ze plati tzv. princip energie:

(wov)e <llplle lWlles v €y

Zobrazeni (u,v) — (u,v), lze jednoznaéné rozsifit na nezapornou symet-
rickou formu (-,-), na linedrnim prostoru £ := &, — €. Prvky & jsou tedy
znaménkové miry'® s kone¢nou energii. Pro A € € je (\,\), > 0a (\,\)_ =0,
pravé kdyz A = 0. P¥i ziejmé definici ||A||e := (A, \)*/? plati

v L < Hlplle lWlles e+ vile < flulle +[[Vlles v €€

Néboje s konecnou energii tedy tvori prostor £ se skaldrnim soucinem.
H. Cartan ukdzal, Ze £ neni tplny,!! £ tedy neni Hilbertiv prostor, avsak
(stézejni Cartantv vysledek) &£, je uplny konvexni kuzel.

8 Poznamenejme, Ze misto Newtonova potencidlu Frostman uvazuje tzv. Rieszovy
potenciély s jadrem (z,y) — |z — y|*~ ™ studované M. Rieszem (bratr F. Riesze).

9 Podrobny vyklad lze nalézt nap¥. v [Br8, Kapitola XI] a v [He, Kapitola 11].

10 Znaménkovou mirou rozumime redinou o-aditivni funkci definovanou na o-algebie
borelovskych mnozin.

11 J. Deny v roce 1950 v [Dy] s vyuzitim aparatu tehdy Cerstvé Schwartzovy teorie
distribuci identifikoval prvky zaplnéni prostoru £.
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Zdiraznéme, ze tento funkcionalné analyticky kontext umoziiuje na &,
uvazovat dokonce t¥i druhy konvergence posloupnosti mér: silnou konvergenci
(|15 = plle — 0), slabou konvergenci ({y;,v), — (i, V), pro vsechna v € &)
a tzv. vdgni konvergenci mér (tradiéné definovanou v teorii miry obecné jako
[ fdu; — [ fdu pro kazdou spojitou funkci s kompaktnim nosicem R™).?

Kontext prostoru se skaldrnim soucinem a néastroje, které poskytuji zminéné
druhy konvergence, umoznuji interpretovat vymetani jako projekci na konvexni
mnozinu. Zde se hezkym zpusobem potkavaji geometrie a analyza.

Uvazujme p € &£ a neprazdnou uzavienou konvexni mnozinu F C &;.
Uplnost £, umoziiuje dokazat, Ze existuje pravé jedna mira pur € F takova, Ze
o — pmrlle < |l — Ve, kdykoli v € F\ {uz} (tzv. projekce u na F).

Necht nyni K C R™ je kompaktni mnozina a Fg je mnoZina mér s konecnou
energii, které maji nosi¢ v K. Pomoci netrividlniho vyuziti t¥i vySe zminénych
druhtt konvergence se dokédze, ze Fk je uzaviend (samoiejmé konvexni)
podmnozina &4, takze pro p € £, muzeme mluvit o projekci miry p na Fg.
Ukazuje se, ze projekci 1ze charakterizovat takto: pg je projekce miry p na Fg,
pravé kdyz Guo < Gu a Guo = Guna K s vyjimkou poladrni mnoziny. V ditkazu
se vyuzivaji dvé dilezité informace: mnozina P je polarni, pravé kdyz u(P) =0
pro vSechny miry p € &;, a dale tzv. Cartandv dominacni princip: jestlize
@ € &4 a w je superharmonicka funkce spliujici Gu < w p-skoro vsude na
nosici u, pak nerovnost Gu < w plati vSude.

Je pozoruhodné, Ze pro p € £ se projekci na Fx dostane ve skuteCnosti
vymetend mira p¢ studovand v &asti 4: ur, = pf, tedy v tomto piipadé
pristup zaloZeny na vymetani superharmonickych funkci a pristup zaloZzeny
na projekci vedou ke stejnému vysledku. Dikaz je snadny. Z definice vymetu
superharmonické funkce je zfejmé nerovnost Gu > EIG(M, a tedy Eé{u je
superharmonickd funkce majorizovana potencidlem. TudiZz pro vhodnou mi-
ru fio je EIG(H = G, takze Gupy < Gu. Odtud

/Guoduo S/Guduo:/GuoduS/Gudu<00,

takze po € E4. Z Casti 4 vime, ze Gug = Egu = Gu az na polarni mnozinu.
Z charakteristiky projekce na Fx vyplyva, ze po = pr, . Z Casti 4 o vymetani
superharmonickych funkei vime, ze RE = GupX, tudiz

Gux = RE, = Guo = Gur,.

Vidime, zZe = 1% nebot potencidl miru uréuje jednoznaéné.
) Fr )

12 Vyznam vagni konvergence je zdtiraznén mimoiadné dilezitou vlastnosti kompaktnosti:
je-li K C R™ omezend uzaviend mnozina a (uj;) je posloupnost mér na K takova, ze
sup{u;(K) : j € N}, potom existuji vybrand posloupnost (u;, ) a mira p na K takové,
ze juj, — pr vagné.
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Vratme se jesté ke Gaussové variaéni metodé zminéné v &asti 2. Pro
kompaktni mnozinu K C R” a funkci f spojitou na K se fesi tato uloha:
minimalizovat funkcional

& (v) ::/Gudu—2/fdu

na mnoziné mér v na K. Metody rozvinuté v prvnich dekadach 20. stoleti
(teorie miry, kapacita) umoznily O. Frostmanovi v disertaci [Frl] dokdzat tento
vysledek: existuje mira ;1 € & na K, pro niz ®; nabyva minima. Na nosici
miry p plati Gu < f a s vyjimkou poldrni mnoZiny je Gu > f na K. (Misto f
lze také uvaZovat potencidl miry s konefnou energii.) Specidlni volba f = 1
vede ke Gaussovu integralu

1 (v) = / (Gv—2) dv.

Pro mnozinu K kladné kapacity je mira, kterd ®; minimalizuje, praveé
kapacitni rozdéleni gox na K.

Na zavér zminime souvislost kapacitniho rozdéleni a kapacity s projekci
na mnozinu mér s konecnou energii. Je-li K C R" kompaktni mnozina
kladné kapacity, ozna¢ime Kx mnozinu pravdépodobnostnich mér na K
(tedy p(K) =1 pro vSechna p € Kr). Lze ukdzat, ze K je uzaviend konvexni
mnozina v £, takze mizeme mluvit o projekci nulové miry 0 na Kg. Souvislost
této projekce Ok, s kapacitnim rozdélenim px na K a kapacitou je dana

rovnostmi
OK

—, |02 =
cap(K)’ H /CKHe

1
Ok, = -
K cap(K)
V této ¢asti vychdzime pii vykladu do znaéné miry z [Br8, Kapitola XI| a [He,
Kapitola 11].

6. Brownuv pohyb a klasicka teorie potencialu

Souvislost teorie potencialu a teorie pravdépodobnosti se mtze zdat prekva-
piva s ohledem na naprosto odlisny charakter obou disciplin: teorie potencialu
je povahy deterministické, zatimco v teorii pravdépodobnosti jsou studovany
jevy zavislé na nahodé, jevy stochastické povahy. A. W. Knapp v tvodu ¢lanku
[Kn] pfichézi se silngjsim tvrzenim: Jednim z plodnych tspéchi teorie prav-
dépodobnosti v poslednich letech je poznani, ze dvé zdanlivé nesouvisejici fy-
zikélni teorie — jednou z nich je Browntv pohyb a druhou potencial — jsou
matematicky ekvivalentni. To znamenad, Ze vysledky obou teorii si vzajemné
jednoznacéné odpovidaji a kazdy dikaz vysledku v jedné teorii ma sviij primy
pfeklad na dtikaz odpovidajiciho vysledku v druhé teorii.

Prvni publikovana prace o uvedené souvislosti Brownova pohybu a teorie
potencidlu pochdzi z roku 1944; viz [Ka]. M. Brelot vSak v [Brl2] uvadi, Ze
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ve tricatych letech 20. stoleti, pfinejmensim pro rovinny pfipad, bylo v Pafizi
znamo, ze pro oblast D a x € D neni pravdépodobnost, Ze trajektorie ¢astice
Brownova pohybu startujici v bodé x narazi na mnozinu K C 9D, nic jiného,
nez harmonicka mira mnoziny K pro bod x. Zminuje také, ze P. Lévy v té dobé
pravdépodobnostné interpretoval kapacitni potencial.

Nejprve popularizaéni formou (bez jakychkoli narokd na matematickou
kvalitu prezentace) naznacime pravé na piikladu kapacitniho potencidlu, jak
pohyb brownovské ¢astice miize souviset s harmonickymi funkcemi.!3

Intuitivné vzato, Browniiv pohyb popisuje chaoticky pohyb éastic (v Brow-
nové mikroskopickém pozorovani z roku 1827 to byla zrnic¢ka pylu v kapaling).
Trajektorie pohybu jsou popsdny pomoci spojitych funkei w : [0,00) — R3.
Neusporadanost pohybu ¢astice se da vyjadrit touto podminkou: jestlize se ¢as-
tice v Case tg nachazi v bodé zq, pak jeji pohyb v néasledujicim ¢ase nezavisi na
chovani ¢éstice do Casu tg. Nékdy se fika, ze brownovskd ¢dstice nemé pamét.
Dale je rozumné predpoklddat homogenitu v ¢ase a izotropii v prostoru: hustota
pravdépodobnosti, Ze ¢astice nachazejici se v Case tg v bodé xg se v pozdéjsim
Case t; vyskytne v bodé xy, zavisi jen na prirustku t; — tg a na vzdalenosti
|x1 — xo|, ZAdny smér neni preferovén.

Ptedpokladejme nyni, ze K C R3 je kompaktni mnozina kladné kapacity
axr € R®. Zajima nas pravdépodobnost (oznac¢ime ji p(x)), Ze Eastice nachazejic
se v Case t v bodé x narazi v pozd&jsim Case na K. Vime, ze p(x) zdvisi na K
a na z, nikoli na ¢asu startu (homogenita v ¢ase). Ziejmé 0 < p < 1, ve v8ech
vnitinich bodech mnoziny K je p = 1, nebot trajektorie ¢astice je spojita
funkce. D4 se ukézat, Ze funkce p je spojitd na R® \ K. Abychom se dozvédéli
vice o vlastnostech funkce p, pfedpokladejme, ze z ¢ K, a zvolme r > 0 tak,
aby uzéavér koule B = B(z,r) a K byly disjunktni mnoziny. Céstice startujic
v bodé x po néjakém ¢ase narazi poprvé na 9B (plyne ze spojitosti trajektorie)
v bodé, ktery oznac¢ime y. Potom pro mnozinu A C B je pravdépodobnost, Ze
y € A, tmérné povrchové mife o(A) mnoziny A (vSechny sméry jsou stejné
pravdépodobné). Tedy pravdépodobnost, ze y € A, je rovna o(A4)/c(0B).
Nésledné ¢astice startuje z bodu y a s pravdépodobnosti p(y) narazi na K.
Pokud si pfedstavime, Ze mnozina A ma malou miru do (pak na ni je funkce p
skoro konstantni v disledku spojitosti), potom pravdépodobnost, zZe ¢astice
startujici v bodé = na cesté do K projde pfes y € A, je rovna soucinu
pravdépodobnosti p(y) a do/c(0B). S uvazenim vSech moznosti priichodu
sférou 0B dostavame

1
W) = 5 /8 bl do().

Vidime, Ze spojita funkce p ma na R?\ K vlastnost priméru (viz vzorec (1)),
takze funkce p je na R3\ K harmonicka. D4 se ukdzat, 7e p je kapacitni potenciél
mnoziny K.

13 Zde se opirdme o vyklad z [CS].



230

VySe popsanou motiva¢ni avahu je tfeba postavit na zdravy matematicky
zéklad. Teorie Brownova pohybu (a stochastickych procesti obecné) je matema-
ticky narocna a zazemi teorie pravdépodobnosti vyzaduje pojmové netrividlni
néstroje.'

Nasim cilem je podat pravdépodobnostni interpretaci vymetani a dalsich
pojm, které jsme z hlediska analytické teorie potencidlu diive studovali (har-
monicka mira, tenkost, jemna topologie, polarni mnoziny). Browniv pohyb po-
piSeme jako pravdépodobnostni verzi analytického objektu nazyvaného brow-
novska pologrupa; srv. [Ba2], [Ba3], [B]].

Nejprve bude uziteéné zavést vhodnou terminologii a oznaceni.

Ozna¢mé B mnozinu nezapornych borelovsky métitelnych funkci v R™. Pro
A C R™ budeme psat A € B, jestlize charakteristickd funkce 14 € B. Zobrazeni
V :R"™ x B — [0, 00] nazyvame jddro na R", jestlize

(a) = — V(z, B) je borelovsky méFitelné funkce pro kazdou mnozZinu B € B,

(b) B — V(xz, B) je borelovskd mira na R™ pro kazdé = € R™.

Necht P, je identicky operator na B a pro t > 0 necht

2
Puf) = o) [ e~ ay, seB sewn

Vypoctem se ovéii, ze (P;)t~o je pologrupa:
PsPt:Ps+t7 S,t>0.

Nazyva se Brownova pologrupa. Jeji tésna souvislost s Newtonovym potencia-
lem je vyjadfena rovnosti (¢, je kladnéd konstanta)

/oo Pifdt = c,G(fN), fcB. (5)
0

Browntiv pohyb X = (Q,A, (P“f)mRn,(Xt)tzo) je pravdépodobnostni inter-
pretace pologrupy (P:)s>o: existuji prostor s mirou (£2,.4), mnozina (P*),cgn
pravdépodobnostnich mér na (2, .A) a stochasticky proces ndhodnych veliéin
(Xt)t>0 na Q s hodnotami v R™ takové, zZe trajektorie t — X;(w), w € , jsou
spojité a

P*{X, € B} = P,(x,B), z€R", t>0, BB
(zde Py(z, B) = P,1g(x)).15

Ukazuje se, ze vSechny potencidlné-teoretické pojmy maji pravdépodob-
nostni analogii; viz [Kn]. Souvislost P; s teorii potencidlu vyjadfuje vzorec (5)

14 O Brownové pohybu a souvislostech s teorii potencidlu existuje rozséhla literatura;
uvedme napf. [Ba7, Kapitola IX], [BG], [Do3, Part 2, Kapitola VII], [PS]; viz téz [Hal],
[Ha2], [Cu].

15 Konstrukce Brownova pohybu a jeho vlastnosti je podrobné rozebrana napi. v knize
[Ba7, §40].
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a vyznamnd véta pochdzejici od J. L. Dooba a G. A. Hunta; viz [Dol], [Hu]:
funkce u € B je hyperharmonickd na R", pravé kdyz je excesivni vzhledem

k pologrupé (P;)¢>o, to znamend

sup{Pwu :t > 0} = u. (6)

Pro mnozinu E € B definujeme moment prvniho ndrazu na mnozinu F:

Tg(w) :==inf{t >0: X;(w) € E}, we.

Zobrazeni w +— Xrp,(w) = Xry)(w), w € Q, je ndhodnd veli¢ina'®
s rozdélenim
Pg(xz,B) := P*({Xr, € B} n{Tg < x}), BebB.
Jadro Pg ma v pravdépodobnostni teorii potencidlu zasadni vyznam:
Pgu = ﬁf pro viechny u € ST; (7)

tento vysledek dokazal G. A. Hunt v [Hu] v roce 1957.
Tedy
PE (SL’, ) = 65'
Vztahy (6), (7) pfedstavuji pravdépodobnostni interpretaci vymetani.

Specialné pro omezenou otevienou mnozinu D C R™ dostavame

Ppe(x,) =P =pP, zeD,

T

coz je pravdépodobnostni interpretace harmonické miry. Vidime, Ze pro kom-
paktni mnozinu K C 9D je hodnota u2 (K) rovna pravdépodobnosti, Ze brow-
novska castice startujici v bodé x dosdhne K, aniz by predtim narazila na
oD\ K.

Pro E € B plati: E je polarni, pravé kdyz
P*{Tg <o} =0, proviechnaz € R",

tedy brownovska c¢astice polarni mnozinu E ,nevidi“: nezavisle na vychozim
bodu z € R"™ brownovskd castice na mnozinu F nenarazi P7-skoro jisté
v zddném kladném case.

Zajimava je charakteristika tenkosti mnoziny E € B v bodé z € R™:
P{Ty =0} =0.

16 Zde ptehlizime technicky naroéné otdzky métitelnosti vyzadujici zaplnéni o-algebry A.
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Tedy ¢astice startujici z bodu = nenarazi P*-skoro jisté na E v libovolné maljch
¢asech t > 0. To je pro pripad Lebesgueova hrotu v souladu s nasi intuitivni
predstavou.

S ohledem na definici jemného okoli U bodu z (mnoZina U€ je v bodé x
tenkd), dostavame, Ze brownovska ¢astice startujici v bodé = skoro jisté urcity
Casovy interval setrva v U. Z pravdépodobnostniho hlediska se jemné okoli jevi
jako prirozena pro teorii potencidlu.

7. Harmonické prostory

Klasické teorii potencidlu dominuji pojem harmonické funkce a pojem New-
tonova potencialu v R™, n > 3. Oba pojmy jsou svazany s eukleidovskym pro-
storem (diferencovatelnost, vzdalenost). Ukazuje se, Ze vyznamné vlastnosti
dokazané v teorii potencidlu pro Laplaceovu rovnici, napt. lokalni charakter
harmonickych funkci, dostateéné rozsahly systém regularnich mnozin (na nichz
mé Dirichletova tloha jednozna¢né feSeni), konvergenéni vlastnosti (Harnac-
kova véta) apod., jsou v platnosti pro Sirokou t¥idu parcidlnich diferencidlnich
rovnic 2. fadu eliptického typu, a také, po urc¢ité modifikaci, pro rovnice para-
bolického typu, jako napf. pro rovnici vedeni tepla. Spolec¢né rysy s klasickou
teorii potencialu mé také vysetfovani harmonickych funkci na Riemannovych
plochéch a na varietach.

Inspirovan bourbakistickym trendem axiomatizace se M. Brelot v dobé
2. svétové valky zaobiral myslenkou vytvoreni sjednocujici abstraktni teorie
pro studium eliptickych parcidlnich diferencidlnich rovnic. G. Choquet v [Ch3]
zminuje, ze ho samotni horlivi bourbakisti¢ti zastanci axiomatizace od takového
zémeéru odradili.

Na prelomu padesatych let 20. stoleti se urcité pokusy o axiomatizaci
objevily. Pro eliptické rovnice to byly prace [Tal] a [Ta2] G. Tautze a pro
parabolické rovnice prace [Dol], [Do2] J. L. Dooba. Poznamenejme, Ze Doobtv
pristup predstavuje kombinaci pravdépodobnostnich a analytickych metod.

V roce 1957 navrhl M. Brelot axiomaticky pfistup k teorii potencialu, ktery
ji na desetileti silné ovlivnil.'” Zavedeni Brelotovych harmonickjch prostort
bylo katalyzatorem pro vytvoreni dalsich abstraktnich verzi teorie potencialu,
a predevsim bylo silnou motivaci pro studium hlubokych souvislosti s teorii
stochastickych procesii.

Harmonické prostory tak pfedstavuji spojovaci ¢lanek mezi parcidlnimi
diferencialnimi rovnicemi a Markovskymi procesy.

Axiomatickd teorie potencidlu ma v MathSciNet klasifikaci 31D05 a do
¢ervna 2020 zahrnuje vice nez 800 recenzi. Pravdépodobnostni teorie potencialu
(klasifikace 69J45) ke stejné dobé zahrnuje vice nez 2237 recenzi.

17 S historii harmonickych prostorti se lze seznamit nap¥. v [Bad], [Ba5], [Ba6], [Br9],
[Br10], [Br12], [Ch3], [Cn], [Ne2].



233

Nyni se o Brelotovych prostorech zminime podrobnéji.

Zhruba feceno, Brelotiuv harmonicky prostor je lokalné kompaktni topolo-
gicky prostor opatifeny dodatecnou, tzv. harmonickou, strukturou umoznujici
studium pojmi, které zname z klasické teorie potencidlu. Méame na mysli har-
monické a hyperharmonické funkce, potencialy, princip minima, vymetani, Di-
richletovu tlohu, harmonickou miru, jemnou topologii, Martinovu kompaktifi-
kaci apod. Standardni pfiklady Brelotovych harmonickych prostora poskytuji
eliptické parcialni diferencialni rovnice v R™ nebo na varietach, také harmonické
funkce na Riemannovych plochéch.

Podrobnéji: necht X je lokdlné kompaktni lokalné souvisly topologicky
prostor a necht H je svazek vektorovych prostort redlnych spojitych funkei. To
znamend, ze kazdé neprazdné oteviené mnoziné U C X je pfifazen vektorovy
prostor Hy spojitych funkci na U takovy, ze plati:

(a) jestlize f € Hy a V' # 0 je podmnozina U, potom fy € Hy,

(b) jestlize U # 0 je systém neprazdnych otevienych mnozin, V je jeho
sjednoceni a f je funkce na V' takova, Ze fijy € Hy pro kazdé U € U,
potom f € Hy .

Prvky Hy se nazyvaji harmonické funkce na U vzhledem k H.

Svazek H se nazyva Brelotova harmonickd struktura, jsou-li splnény tyto tii
axiomy:
I) Aziom pozitivity: H je nedegenerovany, tj. pro kazdy bod z € X existuje
kladna harmonicka funkce na okoli z.

IT) Aziom bdze: topologie prostoru mé bazi reguldrnich mnozZin (relativné
kompaktni oteviend mnozina V' se nazyva reguldrni, jestlize Dirichle-
tova tloha na V je feSitelnd v tomto smyslu: pro kazdou redlnou spo-
jitou funkci f na OV existuje jednozna¢né urcend harmonickd funkce
Hy € Hy, jejiz spojité rozsifeni na OV splyva s f a pfitom pro f > 0
je Hf > 0.

ITIT) Brelotiv aziom konvergence: pro kazdou neklesajici posloupnost (h;,)
harmonickych funkei na oblasti U C X a pro h := sup {h,, : n € N} je
h = oo na U nebo h € Hy.
Dvojice (X, H) se nazyva Brelotiv harmonicky prostor; viz [Bal], [Bab],
[Ba6], [Br9].

Axiom IT) umoziiuje pro regularni mnozinu V a x € V definovat harmonickou
miru pY

Hy(x) = /fduz, fecov).

Z axiomu IIT) se snadno odvodi, Ze pro regularni oblast V a x € V splyva
nosi¢ miry pY s OV. Této vlastnosti se iika elipticita. Odlisuje Brelotovy
prostory od obecnéjsich harmonickych prostort, o nichz se nize zminime.

Definice zéakladnich pojmt v harmonickém prostoru kopiruje pojmy z kla-
sické teorie potencialu. Tedy napf. hyperharmonickd funkce na oteviené mno-
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ziné U C X je zdola polospojita funkce u: U — (—o0, 00] takova, Ze pro kazdy
bod x € U a kazdé regularni okoli V. C V C U bodu z plati

[t <t

Superharmonickd funkce na U je hyperharmonicka funkce kone¢na na husté
podmnoziné U.

Poznamenejme, Ze diky elipticité se pro Brelotovy prostory snadno dokaze
princip minima pro hyperharmonické funkce.

Definice potencidlu je pfirozena: superharmonicka funkce p > 0 na X se
nazyva potencidl, jestlize nejvétsi harmonickd minoranta p je rovna 0.

Nosi¢ S(p) potencidlu p je definovan jako doplnék mnoziny, na niz je p
harmonicky. Pro vybudovani rozsahlé teorie je Gcelné predpokladat, ze systém
nezapornych superharmonickych funkci je dostateéné bohaty; podrobnosti viz
napf. [Bab]. Mluvi se o silné harmonickych prostorech. Na nich lze plné
rozvinout teorii vymetani, tj. studium zobrazeni

(E,u,m)HEf(x), EcX, wveH'(X), z€X

a obdrzet vétsinu vysledkd znamych z klasické teorie potencidlu. Pojmy jako
tenkost, polarni mnozina, baze mnoziny atd. jsou definovany v analogii s teorii
potencialu v R™.

Jesté blizsi analogie s klasickou teorii potencilu (role polarnich mnozin, véta
o konvergenci superharmonickych funkci, vlastnosti vymetené miry) se dostane,
pokud se prida tzv. dominacni axiom: kazdy lokdlné omezeny potencial je
spojity, pokud je jeho restrikce na nosi¢ S(p) spojita. Toto je analogie Evansovy-
Vasilescovy véty z klasické teorie potencialu; viz [Ev3], [Val].

Jak jsme jiz naznacili, axiomy harmonického prostoru spliuje Siroké t¥ida
parcidlnich diferencidlnich rovnic eliptického typu. Uvedme piiklad zminény
v [Bab], kde jsou k dispozici relevantni citace na prace M. Hervé a R. M. Her-
vé: uvazujme na oblasti U C R™ operator v divergentni formé

"9 - 0
L= 2 %(;aijascj)’

ktery je stejnomérné elipticky, tj. existuje a > 0 takové, ze

n

Y@< Y ayeg <ad g
=1

i,j=1 i=1

pro kazdé =z € U a (&,...,&,) € R". Predpokldda se, ze a;; = aj; jsou
lebesgueovsky meéritelné. Jestlize za L-harmonické funkce povazujeme spojité
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funkce h, jejichz derivace jsou lokdlné integrovatelné s kvadratem (ve smyslu
distribuci) vyhovujici rovnici Lh = 0 (ve smyslu distribuci), potom U se
svazkem L-harmonickych funkci tvofi Brelottv harmonicky prostor.

V roce 1929 v préaci [St] aplikoval W. Sternberg Perronovu metodu feSeni
zobecnéné Dirichletovy tlohy pro rovnici vedeni tepla!'®

0*h  Oh
@257 (Z‘,t)ERXR,

na specialnich rovinnych oblastech.

V Sedesatych letech zavedl H. Bauer obecnéjsi harmonické prostory, které
zahrnuji jak elipticky, tak parabolicky pfipad. OvSem u parabolickych par-
cidlnich diferencialnich operatorii v R"*! méme n prostorovych proménnych
(v druhych derivacich) a ¢asovou proménnou (v prvni derivaci). Tato anizo-
tropie zasadné odliSuje parabolicky a elipticky pfipad. Napf. neplati Brelotav
axiom konvergence a v Bauerové axiomatice [Bal] je nahrazen tzv. Doobovym
aziomem konvergence: pro kazdou neklesajici posloupnost (h,) harmonickych
funkci na oteviené mnoziné U C X je h := suph, € Hy, pokud h < oo na
husté podmnoziné U.

V Bauerové axiomatice lze rozvinout teorii vymetani podobné jako v Bre-
lotovych prostorech, existuji vSak vyznamné odlisnosti. Roli zanedbatelnych
mnozin prebiraji misto polarnich mnozin tzv. semipoldrni mnoZiny. Ty jsou
definovany jako spocetna sjednocenti totdlné tenkych mnozin, tedy mnozin, které
jsou tenké v kazdém bodé.

Za zminku jesté stoji, ze diikaz principu minima pro hyperharmonické funkce
prostoru. Bauer zde s vyhodou vyuzil svij diivéjsi funkcionédlné-analyticky
vysledek, tzv. obecny Baueruv princip minima, ktery dokazal v roce 1958.
Zajimavé svédectvi autora lze nalézt v [Ba6]; viz téz [Ne2].

Urcité prvni shrnuti vysledkt o harmonickych prostorech je obsazeno
v publikacich M. Brelota [Br9] a H. Bauera [Bal] ze Sedesatych let.

Teorie harmonickyjch prostorti upoutala pozornost fady matematik, kteti
prispéli jednak k riznym zdokonalenim vysledki, jednak k aplikacim teorie na
parcialni diferencidlni rovnice a stochastické procesy.

S modifikovanym pfistupem ptisli C. Constantinescu a A. Cornea v dnes jiz
klasické monografii [CC]. Zakladnim pojmem, na rozdil od dfivéjsich definici
harmonickych prostori, je nikoliv svazek prostoru harmonickych funkci, nybrz
svazek kuzeld hyperharmonickych funkci.

Pokud jde o hluboké souvislosti harmonickych prostori s teorii Markovskych
procesti, musime se z divodu rozsahu prispévku omezit jen na povrchni komen-
tar. U Brownova pohybu hrala podstatnou roli Gaussova pologrupa. V ptipadé

18 Teorii potencidlu pro rovnici vedeni tepla je vénovana monografie [Wa].
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harmonickych prostort byly nalezeny metody konstrukce pologrupy takové, ze
systém prislusnych excesivnich funkci splyva se systémem nezapornych hyper-
harmonickych funkci, srv. (6); vlastnosti pologrupy umoziuji interpretaci po-
tencialné teoretickych pojmi v jazyce stochastickych procesii. Zde odkazujeme
¢tendfe napi. na [Ba2], [Bab], [Ba6], [Bl], [BG], [Cn], [DM], [Me].

Na zavér poznamenejme, Ze harmonické prostory jsou objekty lokdlni
teorie potencidlu: je-li (X,H) harmonicky prostor a ¥ C X je oteviend
mnozina, pak (Y,H|y) je harmonicky prostor. Charakteristické je to, Ze
v harmonickych prostorech je nosi¢ harmonické miry pro otevienou mnozinu U
obsazen v hranici U. Toto neni pravda v Rieszové teorii potencidlu v R”
vychézejici z jadra 1/|z|* ™. Napf. pro kouli je nosi¢em harmonické miry cely
jeji komplement. Vymetové prostory jsou obecnéjsi nez harmonické prostory
a zahrnuji mj. i pfipad Rieszovych potenciali.

8. Vymetové prostory (Balayage spaces)

Vyse jsme zminili, Ze harmonické prostory pripoustéji pravdépodobnostni in-
terpretaci. Zhruba fefeno: na harmonickém prostoru lze definovat pologrupu P
takovou, Ze systém P-excesivnich funkci a hyperharmonickych funkci splyvaji.
J. Bliedtner a W. Hansen Tesili na konci sedmdesatych let 20. stoleti obraceny
problém: kdy excesivni funkce stochastického procesu jsou hyperharmonickymi
funkcemi vhodného harmonického prostoru?

V roce 1986 vydali rozsdhlou knihu Potential Theory, An Analytic and Pro-
babilistic Approach to Balayage [BH|, v niZ vytvofili teorii tzv. vgmetovych
prostory (balayage spaces). V ramci téchto prostord je mozné optimalné rozvi-
nout teorii vymetani, vymezit jejich presnou souvislost s Markovskymi procesy
urcitého typu, a také, oproti harmonickym prostortiim, obohatit spektrum apli-
kaci (nelokalni teorie Rieszovych potencidld, diskrétni teorie potencidlu apod.).

Popsat vzajemnou souvislost vymetovych prostord se stochastickymi pro-
cesy vyzaduje naro¢ny pojmovy aparat zahrnujici napt. silné Fellerovy sub-
markovské rezolventy, submarkovské pologrupy, Huntovy procesy, konvoluc¢ni
pologrupy, harmonicka jadra atd., coz pfesahuje moznosti rozsahu tohoto pri-
spévku. Na§ minimalni program tedy spociva pouze v uvedeni definice vyme-
tového prostoru a v naznaku, v jakém smyslu jsou harmonické prostory jejich
specidlnim pripadem.

Vymetové prostory predstavuji jeden matematicky objekt se dvéma tvaremi:
jedna je analytickéd, druhé je pravdépodobnostni. Pro ocenéni jejich souhry
musime ¢tenafe odkdzat na literaturu [Hal], [Ha2], [HN, Appendix].

Nyni uvedeme definici vymetového prostoru. Necht X je lokalné kompaktni
topologicky prostor se spofetnou bazi, C'(X) je prostor redlnych spojitych
funkci na X. Necht W je konvexni kuzel nezapornych zdola polospojitych funkci
na X. Nejhrubsi topologie na X, ktera je jemnéjsi nez ptuvodni topologie, pri
niz jsou vSechny funkce z W spojité, se nazyvd (W—)jemnd topologie. Pro
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kazdou funkci v : X — [0, 00] se nejvétsi jemné zdola polospojitd minoranta v
v/ /\f
znaci v’.

Rikame, ze (X, W) je viymetovy prostor, jestlize jsou splnény tyto podminky:
(B1) Pro kazdou neklesajici posloupnost (v,,) funkci z W je sup v, € W.

(Bz2) Pro kazdou podmnozinu V C W je @f eW.

(B3) Jestlize u,v’,v” € W a u < v' + 0", pak existuji funkce v',u” € W
takové, ze u = v’ +u”, v <v au” <.

(B4) (i) Konvexni kuzel W linedrné oddéluje body, tj. pro vSechny body
x,y € X, x #y,a >0 existuje funkce v € W takova, ze v(z) # Av(y).

(ii) Pro kazdou funkci w € W je w = sup{v e WNC(X) : v < w}.

(iii) Existuji kladné funkce uw,v € W N C(X) takové, ze u/v — 0
v nekonecnu.

Funkce z W se nazyvaji nezdporné hyperharmonické funkce. Spojitym
potencidlem se rozumi kazdd funkce p € W N C(X), pro niz existuje funkce
veWNC(X), v>0, takové, Ze p/v se anuluje v nekone¢nu.

Ve vymetovém prostoru se v analogii s klasickou teorii potencidlu a teorii
harmonickych prostortt zavadi RZ (redukce), RZ (vimet), £ (Diracova mira
v bodé x vymetena na E), u¥ (vymetena mira yu na E); zde z € X, E C X
au € W. Pomoci vymetani lze charakterizovat funkce z W: je-li v : X — [0, o0]
zdola polospojita funkce, potom v € W, pravé kdyz pro kazdé z € X a kazdé
okoli U bodu z existuje mnozina V' C U takova, ze x € V, s{“ # ¢, a plati
[vde¥" <w(x).

Nakonec se vratime k souvislosti harmonickych a vymetovych prostori. Je-li
(X,H) silné harmonicky prostor a H*(X) je pfislusnd mnoZina hyperharmo-
nickych funkei na X, potom (X, H*(X)) je vymetovy prostor a svazek harmo-
nickych funkei je systémem H*(X) urcen jednozna¢né. Na misté je pfirozend
otézka: kdy je vymetovy prostor harmonickym prostorem?

Jiz jsme zminili, Ze ve vymetovém prostoru obecné nema pro otevienou
mnozinu U a x € U harmonickd mira ¢J° nosi¢ obsazeny v OU (napf.
teorie potencidlu pro Rieszovo jadro). Ukazuje se, Ze nasledujici podminka
(tzv. truncation property) je klic¢em k vymezeni harmonickych prostori mezi
vymetovymi prostory: pro kazdou otevienou mnozinu U C X a pro libovolné

funkce u,v € W spliiujici v > v na AU je funkce

{ inf(u,v) naU
w =
v na U°

obsazena ve W. Podrobnosti lze nalézt v [BH, s. 125].
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9. Zavér

Prispévek je stru¢nou exkurzi do historie teorie potencialu. Zachycuje vyvoj
a promény této discipliny zhruba v obdobi 1840-1990, zejména s dirazem na
prvni polovinu 20. stoleti. P¥iblizuje, jak kapitola matematické fyziky postupné
prerostla v respektovanou oblast matematiky s rozsdhlymi vazbami na c¢etné
obory matematiky, které obohatila a kterymi zaroven byla obohacena. Mezi
né patfi napf. teorie miry a integralu, topologie, teorie distribuci, konvexni
analyza, variacni pocet, parcialni diferencidlni rovnice, komplexni analyza
a teorie pravdépodobnosti. Vyvoj teorie potencidlu ilustruje klicovou roli
a vyznam prominentnich védci, ktefl svymi vizemi, intuici a pronikavymi
vysledky rozhodujicim zptisobem determinovali dalsi sméfovani matematiky.
Zaroven potvrzuje typické rysy tohoto vyvoje: snahu o jednotu matematiky,
o hluboké pochopeni zdkladnich myslenek jejich disciplin a hledani vzajemnych
souvislosti.

Prispévek tohoto typu a rozsahu se nutné musi omezit na pfibliZzeni pouze
nejzakladnéjsich pojmt z teorie potencidlu a na hlavni sméry jejiho vyvoje.
Proto urcité ¢asti naseho vykladu jsou znac¢né€ povrchni, jako napi. technicky
velmi naroc¢na teorie stochastickych procest, nebo nejsou prakticky zminény vi-
bec, jako nelinearni teorie potencidlu, globalni teorie potencialné-teoretickych
kuzeld, teorie potencidlu na grafech, aproximace harmonickych a superharmo-
nickych funkci, teorie potencidlu prostort funkci, Dirichletovy formy, teorie
potencidlu v roving; zde mizeme odkdzat na publikace [Bj], [BB], [Sd], [Gd],
[AH], [Fk], [Rn].
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