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Kategória С

PŘÍPRAVNÉ ÚLOHY I. KOLA

C - P -1a)Vypište všetky usporiadané trojice x, у, z prirodze-
ných čísel, pre ktoré platí:

(1)xyz — 50 .

(Trojice, ktoré sa líšia poradím hodnot, považujeme za
rožne.)

b) To isté vykonájte pre rovnicu xyz = 12.
c) Vysvětlíte, prečo počet riešení je v oboch prípadoch

rovnaký.

Riešenie: a) Čísla x3y3 z musia byť delitelmi čísla 50.
Možu to byť preto len niektoré z čísel 1, 2, 5, 10, 25, 50.
Všetky riešenia rovnice (1) vypíšeme postupné tak, že naj-
skór zvolíme pevnú hodnotu x od л; = 1 až po x — 50
a ku každej hodnotě x analogicky postupné určíme uspo-

50
riadané dvojice y3 z z rovnice уz — —. Takto dostaneme

všetky riešenia: (1, 1, 50), (1, 2, 25), (1, 5, 10), (1, 10, 5),
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(1, 25, 2), (1, 50, 1), (2, 1, 25), (2, 5, 5), (2,25, 1), (5, 1,10),
(5, 2, 5), (5, 5, 2), (5, 10, 1), (10, 1, 5), (10, 5, 1), (25,1, 2),
(25, 2, 1), (50, 1, 1). Všetkých riešení rovnice (1) v obore
prirodzených čísel je teda 18.

b) Analogickým spósobom nájdeme všetky riešenia rov-
nice xyz = 12, ak si uvědomíme, že delitelmi čísla 12 sú
čísla: 1, 2, 3, 4, 6, 12. Sú to tieto usporiadané trojice pri-
rodzených čísel: (1, 1, 12), (1, 2, 6), (1, 3, 4), (1, 4, 3),
(1, 6, 2), (1, 12, 1), (2, 1, 6), (2, 2, 3), (2, 3, 2), (2, 6, 1),
(3, 1, 4), (3, 2, 2), (3, 4, 1), (4, 1, 3), (4, 3, 1), (6, 1, 2),
(6, 2, 1), (12, 1, 1). Je ich teda taktiež 18.

c) Všimnime si, že 50
vyplývá, že ak usporiadaná trojica čísel

2*i. 5Л, 2*2.5^, 2*3.5^; a,. = 0,1; ft = 0, 1,2;
í = 1, 2, 3;

je riešením rovnice (1), potom usporiadaná trojice čísel

3*1.2^1, 3*2.2^2, 3*3.2^3

je riešením rovnice xyz =12. Rovnaký počet riešení oboch
rovnic je priamym dósledkom toho, že medzi riešeniami
existuje navzájom jednoznačné priradenie.

21.52, 12 = 31.22. Z toho

C-P-2

Je daný výraz

(a - l)2 (b - l)2 (c - l)2
(c — a)(c — b)(a — 6)(a — c) (A - a)(6 - c)
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Dokážte, že je kladný vždy, ked je definovaný. Čo musí
platit’ o číslach <2, b, c, aby daný výraz mal zmysel ?

Riešenie: Najskor zistime, pre ktoré čísla a, b, c stráca
daný výraz zmysel. Je to zrejme v tých prípadoch, keď sa
menovatel niektorého zo zlomkov daného výrazu rovná
nule, tj. keď platí aspoň jedna z rovností

(a — b) (a — c) — 0 ,

(b — a) (b — c) = 0 ,

(c — a) (c — b) — 0 .

Z (1) vyplývá, že daný výraz stráca zmysel, ak platí aspoň
jedna z rovností

(1)

(2 — 6 = 0, 6 — C = 0 , C — (2 = 0

číže

(2)a = b, b = c , c = a .

К tomu, aby daný výraz mal zmysel, musí pre čísla a, 6, c
súčasne platit’:

(3)а Ф b , b Ф с, с Ф a .

Označme hodnotu daného výrazu V a predpokladajme,
že platí (3). Eahko sa vidí, že spoločným menovatelbm
všetkých troch zlomkov je výraz

m = (a — b)(b — c)(c — a).
К tomu, aby sme zlomky výrazu V uviedli na spoločného
menovatela, musíme ich v danom poradí rozšíriť výrazmi

—(6 — c), — (c — a), —{a — b) .

(4)
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Potom dostaneme

1
[(b — c){a2 — 2a + 1) + (c — a)(b2 — 2b + 1) +

-\- (a — b)(c2 — 2c -f- 1)] .

V = -

m

Označme H hodnotu výrazu v hranatej zátvorke. Po vy-
násobení a zlúčení postupné dostaneme
H — a2b — 2ab + b — a2c + 2ас — c + b2c — 2bc +

+ c — ab2 + 2ab — a + ac2 — 2ac + a —

— bc2 + 2bc — b =

— a2b — ab2 + 62c — bc2 -f- c2a — a2c .

Ak vynásobíme faktory na právej straně (4), postupné
dostaneme

m — (ab — ac — b2 + bc){c — a) — abc — ac2 —
— b2c + bc2 — a2b + a2c + ab2 — abc =
= — {a2b - ab2 + b2c - bc2 + c2a - ca2) = -H.

Z vyššie uvedeného vyplývá, že pre všetky a, b, c výhovu-
júce (3) je

11
V= - H = H= 1,

-Я7W

čo znamená, že daný výraz je kladný, ako sme malí dokázat’.

C - P - 3

Do lichoběžníka ABCD sú vpísané kružnice k13 k2, ktoré
sa v uvedenom poradí dotýkajú stráň a, c, d3 resp. a, c, b.
Pre dl’žky stráň lichoběžníka platí a + c >b + d.
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1
Ak má výška lichoběžníka dížku — (a + c — b — d),

potom majú kružnice kí3 k2 vonkajší dotyk. Dokážte.

Riešenie: Středy kružnic k13 k2 označme S13 S2, doty-
kové body kružnice kr so stranami a, d} c v uvedenom
poradí označme K, L, M a analogicky dotykové body
kružnice k2 so stranami c, b3 a označme P, Q, R (pozři
obr. 9). Výšku lichoběžníka ABCD označíme v. Zrejme

D ti P Cc

k2Lf ;Q
vH S2

d! \k/ \Ki
b

A a R. К В

Obr. 9

BQ\,\CP\ = \CQ |,platí: | AK |
| DL | — | DM | . Z toho vyplývá, že

\AK\ + \RB\ + \BQ\ + \QC\ + \CP\ +
+ \MD\ + \DL\ + \LA\ - 2(b + d).

AL L I BR5

(1)
Z předpokladu a + c > b + d dostáváme

2 (b -j~ d') <C. л ~\~ b c d.
Zo vzťahov (1) a (2) vyplývá, že bod К leží medzi bodmi
dali a bod M medzi bodmi PaD. Kružnice k19 k2 majú
vonkajší dotyk právě vtedy, keď vzdialenosť ich stredov sa

(2)
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rovná výške v lichoběžníka ABCD. Platí však j SXS2 j =
*= \MP\ *= \KR\. Ďalej platí

\AK\ + |Ю2| + \RB\ + \BQ\ + \QC\ +
+ \CP\ + \PM\ + \MD\ + \DL\ +\LA\ =

= a -\~ b c ~\~ d

číže
2(b -f- d') -f- 2S1S2 — <x-\-b-\-c-\-di

z čoho dostaneme

1
SXS2 = —{a c — b d). (3)

1
Ak teda v — — (a + c — b — d), vzhladom na (3) platí

I | — v a obe kružnice majú vonkajší dotyk, ako sme
mali dokázať.

C-P-4

V rovině je daný trojuholník PCQ a vo vnútri tohto
trojuholníka bod T. Zostrojte trojuholník ABC tak, aby
bod T bol jeho ťažiskom, bod A ležal na polpriamke CP
a bod В na polpriamke CQ.

Riešenie: AkzíBC je hladaný trojuholník (obr. 10) s ťa-
žiskom T, potom polpriamka CT prechádza stredom M
strany AB a zo známej vlastnosti ťažiska trojuholníka vy-

plýva, že |7Ж| = — \CT\ — |C5|, kde je střed úsečky

57



CT. Ак teraz trojuholník ABC doplníme na rovnoběžník
ACBN} bude bod M jeho stredom.

Z vyššie uvedeného rozboru vyplývá následujúca kon-
štrukcia: Nájdeme střed S úsečky CTana polpriamke CT
určíme bod M Ф S tak, aby platilo | TM \ = \ CS |.
Ďalej na polpriamke CT zostrojíme bod N ф C tak, aby
platilo | MN | = | CM |. Bodom N vedieme priamky
p || CP, q || CQ. Priesečník priamok q, CP označíme A,
priesečník priamok p, CQ označíme B. Potom trojuholník
ABC je už hřadaným trojuholníkom.

Dokaž. Bod M je podlá konštrukcie stredom uhloprieč-
ky CN rovnoběžníka ACBN a teda aj stredom úsečky AB.
Úsečka CM je teda ťažnicou trojuholníka ABC, pričom
podlá konštrukcie platí: \CT\ = 2.\TM\} čo znamená,
že bod T je ťažiskom trojuholníka ABC.

Z postupu vyššie uvedenej konštrukcie vyplývá, že úloha
má vždy riešenie, a to jediné.
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SÚŤAŽNÉ úlohy i. kola

C - I -1

Nájdite všetky usporiadané dvojice reálných čísel x,
ktoré vyhovujú sústave rovnic

1 1
(1)xy —

X — у

O3 + У5 — 2)02 + у2 — 2)0 + у — 2)0 — 2)(y — 2) =
= 0.

У — x

(2)

Riešenie: Rovnica (1) má zmysel len pre také x, y, pre
ktoré platí

(3)x фу .

Za předpokladu (3) vynásobme obe strany rovnice (1) vý-
razom x — y.

Postupné dostaneme

x2y — xy2 — 1 x — у = x2 — xy ф yx — y2 — 1 ,

xy(x — y) — O + JOC* — y) + x — у = O,
{xy — x — у + 1)0 — У) = 0 >

z čoho vzhl’adom na (3) vyplývá xy — x — у -\- 1 = O čiže

(*- iXy - i) = o.
Rovnici (4), ako sa dosadením lahko přesvědčíme, aj
rovnici (1) vyhovujú dvojice Oj 1) a (1, y), kde vzhladom
na (3) je x Ф 1, resp. у Ф 1 .

(4)
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Dosaďme do (2) у = 1. Dostaneme

(г* - 1)(%2 - 1)(* - 1)(х - 2)(—1) = 0,
z čoho рге х Ф 1 vyplývá

(x2 + л: + 1)(л: + 1)(х — 2) = 0 .

Kedze kvadratický trojčlen x2 + x + 1 má diskriminant
rovný — 3, nemá reálne kořene a rovnici (5) vyhovujú len
čísla x — — 1 a x = 2. O tom, že dvojice (—1, 1) a (2, 1)
vyhovujú sústave (1), (2) sa dosadením 1’ahko přesvědčíme.

Zostávajúce riešenia danej sústavy dostaneme, ak do (2)
dosadíme x = 1. Pretože bude mať tvar

(y3 ~ 1) (У2 ~ 1Xy - 1) (-1) (У - 2) = 0,
z vyššie uvedenej úvahy vyplývá, že prijy Ф 1 jej vyhovujú
len čísla у—— 1 а у = 2. Ďalšie dve riešenia sústavy
(1), (2) sú teda dvojice (1, —1) a (1, 2).

Sústava (1), (2) má teda právě štyri riešenia: (1, — 1),
(1 j 2), (— 1,1),(2,1).

(5)

С - I - 2

Zistite počet všetkých usporiadaných trojíc prirodzených
čísel x, y, z, ktoré vyhovujú rovnici

xyz — 1 000 000 . (1)

Riešenie: Číslo 1 000 000 = 106 = 26.56. Danej rov-
nici možu preto vyhovovat’ len usporiadané trojice л:, у, z
čísel tvaru
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2аз. 5^з,л: == 2ai . 5^i,

kde pre nezáporné celé čísla cc,, /?,• platí

2a2.5^2 J 2:

al ~b a2 ~Ь a3 — 6 , (2)Pi + P2 + ^3 — 6 .

Všetky trojice čísel vyhovujúcich lubovolnej z podmienok
(2) sú:

114 150 231 321 420
123 204 240 330 501
132 213 303 402 510
141 222 312 411 600

006 042

015 051
024 060

033 105

Je ich teda celkom 28. Všetkých usporiadaných trojíc x,
у, z vyhovujúcich rovnici (1) je preto 28.28 = 784.

C - I - 3

V rovině je daná množina В pozostávajúca z n bodov
(n ^ 3), z ktorých žiadne tri neležia na priamke. Niektoré
z bodov množiny В sú spojené úsečkami tvoriacimi mno-
žinu U. Sústava (B, U} má následujúce vlastnosti:

(1) Z každého bodu množiny В vychádzajú najviac tri
úsečky množiny U.

(2) Každé dva body množiny В sú spojené buď úsečkou
z \J, alebo lomenou čiarou pozostávajúcou z dvoch úsečiek
z U.

Zistite, aké je najváčšie možné číslo и a či existuje sú-
stava {B, U} s maximálnym n.
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Riešenie: Najskór ukážeme, že musí byť n ^ 10. Nech
P je lubovolný bod množiny B. Podlá predpokladov je
bod P spojený nanajvýš s troma bodmi množiny В úseč-
kami z U a každý z týchto troch bodov je spojený s najviac
dvorná dalšími bodmi z В úsečkami z U. Bod P može byť
teda spojený najviac s deviatimi bodmi úsečkou z U alebo
lomenou čiarou pozostávajúcou z dvoch úsečiek z U.
Z toho vzhladom na (1), (2) vyplývá, že množina В može
obsahovat’ najviac 10 bodov.

Ukážme teraz, že pre desaťbodovú množinu В množina
U s vlastnosťami (1), (2) skutočne existuje. Označme P„
i = 1, 2,..., 10, body množiny В (obr. 11) a spojme

každý z bodov P2j -i, j = 1,..., 5 úsečkou s bodmi P2y,
P2/+i a P2y—a a každý z bodov P2y, j — 1,..., 5, ktorý je
už spojený úsečkou s bodom P2j-i ešte s bodmi P2y_4
a P2j+4j pričom označenie bodov indexami chápeme tak,
že P0 = P10, P10+* = Ркз P-k = -Pio-ftj k — 1, 2, 3, 4.
Takto vytvořená množina úsečiek má už vlastnosti (1), (2).

Z každého z bodov P, vychádzajú totiž právě tri úsečky.
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Z bodu Ру-! vedie lomená čiara pozostávajúca z dvoch
úsečiek cez bod P2y_3 do bodov P2y_2 а P2y_5, cez bod P2j
do bodov P
a P2j+35 čím sú vyčerpané všetky body množiny B. Ana-
logicky z každého z bodov P2; sa lomenou čiarou pozostá-
vajúcou z dvoch úsečiek dostaneme cez bod P2y_4 do
bodov P2y_5 a P2y+2, cez bod P^-j do bodov Р2уз a P2y+1
a konečne cez bod P2y+4 do bodov P2y_2 a P2y+3.

a P2y+4 a cez bod P2y+1 do bodov P2y+22j-4

С- I -4

Je daný vypuklý štvoruholník ABCD so stranami a, b,
c, d. Kružnice &c5 b so stredmi v bodoch А, В,
C3 D také, že kružnice ^a^j^afe^cafojba^
majú vonkajší dotyk, existujú právě vtedy, keď platí

a -f c — b + d.
Dokážte.

Riešenie: Nech existujú kružnice požadovaných vlast-
ností. Potom pre ich poloměry га3 rB, rc, ro musia platit’
nasledujúce rovnosti:

(1)Ta “I" ГВ = CL ,

YYq Ь у

Те + I'D — с ,

TD + ГА = d .

Sčítáním rovností (1) a (3), resp. (2) a (4) dostaneme
rA + rB + rc + ГD = a + c,
ГA + rB + rc + ro — b + d,

z čoho už vyplývá dokazovaná rovnost’.

(2)
(3)
(4)
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Nech platí o stranách daného štvoruholníka rovnost’
а “I- c — b -j- d. (5)

К tomu, aby existovali kružnice požadovaných vlastností,
musia platit’ rovnosti (1) — (4) pre poloměry hladaných
kružnic. Ukážeme preto, že za podmienky (5) existujú
kladné čísla га, гв, rc5 гв, ktoré vyhovujú sústave (1) — (4).

Ak sčítáme rovnice (1) a (3) a od tohto súčtu odčítáme
rovnicu (2), dostaneme ГА-\-гв = а — b-\-c. Za pod-
mienky (5) je však pravá strana tejto rovnosti rovná číslu d,
čo znamená, že každé riešenie sústavy (1) — (3) vyhovuje
aj rovnici (4). Z (1) hned’ dostaneme гв = a — га . Potom
z (2) máme rc — b — гв = га + b — a a z (3) ro =
= c — rc — c — b a — га čiže гв = d — га- К tomu,
aby boli čísla r#, гв kladné, musí byť га < a a súčasne
га< d čiže

га < min (a, d).

К tomu, aby boli kladné tiež čísla га i rc z vyššie uvede-
ného vyplývá nutnost’ splnenia nerovnosti

max (0, a — V) <ra •

Nerovnosti (6), (7) však budú súčasne splněné len vtedy,
keď a — b < a , čo zrejme platí, a súčasne a — b < d, čo
však za podmienky (5) je tiež splněné, pretože a — b —
= d — c .

(6)

(7)

Poznámka: Riešenie úlohy bolo spracované podlá
riešenia O. Tauferovej, žiačky I. В tr. gymnázia v Prahe 6,
Arabská 682.
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С- I -5

V rovině sú dané dve roznobežky p3 q a kladné číslo c.
Určte množinu všetkých bodov X danej roviny, ktorých
súčet vzdialeností od priamok p3 q sa rovná c .

Riešenie: Pri riešení úlohy využijeme následujúcu vlast-
nosť rovnoramenného trojuholníka (obr. 12): Nech ABC

je rovnoramenný trojuholník so základňou BC a body A,
A' sú súmerné podia priamky ВС. Ak X je 1’ubovol’ný
bod úsečky ВС a M pata kolmice vedenej z bodu X na

priamku BA3 přejde pri osovej súmernosti kolmica XM
do kolmice ХМ' к priamke BA'. Pretože BA' || CA, je
XM' 11XN3 kde N je pata kolmice z bodu X na priamku
АС a platí \XM\ + \XN\=\XM'\+\XN\ = \NM' |,
čo je dížka výšky trojuholníka ABC na stranu AC.

Nech teraz P3 R sú také body priamky p3 ktoré majú
od priamky q s ňou róznobežnej vzdialenosť c (pozři
obr. 13) a <2, S zasa také body priamky q3 ktorých vzdia-
lenost’ od priamky p sa rovná c . Na základe vyššie uvede-
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Pi pQ'

Y

S1 9

Obr 13

ného má každý bod hranice pravouholníka PQRS od pria-
mok p, q súčet vzdialeností rovný c .

Ak Y je 1’ubovolný bod roviny roznobežiek p, q, ktorý
neleží na hranici pravouholníka PQRS, potom možno zo-
strojit’ pravouholník P'Q'R'S', na hranici ktorého bude
ležať bod Y tak, že bude rozny od pravouholníka PQRS,
a pieto súčet vzdialeností bodu Y od priamok p, q bude
rozny od c .

Závěr: Množinou bodov X požadovaných vlastností je
teda hranica pravouholníka PQRS.

C - \ - 6

V rovině je daných páť bodov štvorcovej mreže. Z úse-
čiek nimi určených aspoň jedna má střed v niektorom
mrežovom bode. Dokážte.

Riešenie: V rovině zvolíme pravouhlú súradnicovú sú-
stavu tak, aby mrežové body mali celočíselné súradnice.
Ak M1 = [x13 jyJ, М.г = [x2, у2] sú koncové body nejakej
úsečky, potom pre súradnice jej středu č> = jvs] platí
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11
- Oi + x2), :ys = — Oi + у2) • (i)*5 =

Z hladiska parity súradníc jc daných mrežových bodov
možu nastat’ tieto případy: všetkých 5 je nepárnych; 4 sú
nepárne, 1 párna; 3 sú nepárne, 2 párne; 2 sú nepárne,
3 párne; 1 je nepárna, 4 sú párne; všetkých 5 je párnych.
Z uvedeného výčtu možností je zřejmé, že vždy aspoň tri
body majú súradnice я rovnakej parity. Označme súrad-
nice týchto bodov

Oi, bx], [a23 b2], [a3, b3].

Zatial čo o číslach a*, i = 1, 2, 3, vieme, že sú rovnakej
parity, o číslach bn i — 1, 2, 3, móžeme tvrdit’ len tolko,
že sú celé. Určité však aspoň dve z nich, napr. bXi b3, sú
rovnakej parity. Potom však [a15 b^\ , [a3, b3] je hladaná
dvojice mrežových bodov, pretože podia (1) sú súradnice
středu

1 1
— (<2X + a3), — (bx + b3)

nimi určenej úsečky celé čísla čiže střed úsečky leží v mre-
žovom bode, ako bolo třeba dokázat’.
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ÚLOHY II. KOLA

С - !í - 1

Určte všetky usporiadané trojice reálných čísel x, y, z,
ktoré vyhovujú rovniciam

x + 2y = 4,
2xy — 3z2 = 4 .

(1)

Riešenie: Z prvej rovnice sústavy (1) vyplývá, že
x = 4 — 2_y a po dosadení do druhej rovnice postupné
dostaneme

2(4 — 2y)y — 3z2 — 4,
4 -f 4^2 — fry + 3z2 = 0,

4(1 - yf + 3z2 - 0 .

Z (2) priamo vyplývá, že musí platit’ у = 1, s = 0, z čoho
pre x dostaneme x — 2 .

Skúškou sa 1’ahko přesvědčíme, že usporiadaná trojica
x — 2, у — 1, гг = 0 sústave (1) vyhovuje.

(2)

С- II -2

V rovině je daný obdížnik ABCD so stranami | AB \ —
= a} | BC | = b. Vo vnútri obdížnika ABCD nájdite
všetky body X také, pre ktoré súčet štvorcov vzdialeností
od vrcholov A3 В, C, D je minimálny.
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Riešenie: Označme si x vzdialenosť bodu X od strany
AD а у jeho vzdialenosť od strany AB (obr. 14). Podlá

Pythagorové] vety potom dostaneme
| AX |2 = x2 + У2, | BX |2 = (a - xf + у5| CX |2 =

= (a - x)2 + (Ь-у)M DX \2 = x2 + (b - y)2.
Je teda

5 = \AX\2 + \BX\2 + \CX\2 + \DX\2 = jc2 + У +
+ (a — x)*+y* + (a — x)2 + (b—y)2 + r2 + (6 — j/)2,

z čoho po jednoduchej úpravě dostaneme
S = a2 + b2 + (2.x; — a)2 + (2y — b)2.

Súčet a2 + b2 je konštantný. Štvorce (2x
sú nezáporné a svoju najmenšiu,, t.j. nulovú hodnotu nado-
búdajú právě vtedy, keď 2x
že súčet 5 je minimálny právě vtedy, ked X je stredom
obdlžnika ABCD.

a)2, (2y - b)2

a, 2у — b, čo znamená,

C- Sl -3a

Označme M množinu všetkých sedemciferných čísel zo-
stavených z číslic 1, 2, 3,. . ., 7 bez opakovania.
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a) Určte počet čísel z množiny M dělitelných číslom 25.
b) Určte počet čísel z množiny M dělitelných číslom 15.

Riešenie: a) Číslo je dělitelné číslom 25 právě vtedy,
keď jeho posledně dvojčíslie je buď 00, alebo 25,, alebo 50,
alebo 75. Z čísel množiny M žiadne neobsahuje číslicu 0.
Zostávajú preto len dve možnosti: 25 a 75. Zostávajúcich
páť cifier možeme usporiadať 1’ubovolne, pričom pre výběr
prvej máme 5 možností a pre výběr ostatných postupné už
len 4, 3, 2 možnosti a výberom prvých štyroch cifier je
piata cifra už jednoznačné určená. Pre každé dvojčíslie 25
a 75 je teda celkom 5.4.3.2 = 120 možností, z čoho
vyplývá, že v množině M je právě 2 . 120 — 240 čísel
dělitelných číslom 25.

b) К tomu, aby nějaké číslo bolo dělitelné číslom 15,
musí byť dělitelné číslom 3. To však nastane právě vtedy,
keď je číslom 3 dělitelný jeho ciferný súčet. Všetky čísla
množiny M majú ciferný súčet rovnaký, a to

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7-28,

čo nie je číslo dělitelné 3. Z čísel množiny M teda žiadne
nie je dělitelné číslom 3 a v dosledku toho ani číslom 15.

С - II - 3b

V rovině sú dané dve roznobežky p> q a dané je kladné
číslo c. Určte množinu všetkých bodov danej roviny, pre
ktoré je absolútna hodnota rozdielu vzdialeností od pria-
mok py q rovná číslu c.
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Riešenie: Nech X je iubovolný bod hladanej množiny.
Označme dv jeho vzdialenosť od priamky p a dq vzdiale-
nosť od priamky q. Podlá podmienok úlohy musí platit’:
Idp — dq\ — c čiže bud dv = dq + c, alebo dQ = dp + c .

Ak je dp = dq c 3 je vzdialenosť bodu X od priamky
p váčšia alebo rovná c. Bod X musí preto ležať v niektorej
z polrovín ohraničenej priamkami p13 resp. p2 neobsahu-
júcej priamku p (obr. 15), pričom pí3 p2 sú rovnoběžky

Ъ Pí

9

c P2h

c

Obr. 15

s priamkou p, ktoré majú cd nej vzdialenosť c. Ak hladaný
bod X leží v príslušnej polrovine ohraničenej priamkou
p1 vrátane tejto priamky, je dv — dvl + c čiže dvx = dQ.
Bod X leží teda na niektorej z osí uhla priamok px a q
v príslušnej polrovine.

Obrátene, každý bod X, ktorý leží na niektorej z týchto
dvoch polpriamok, vyhovuje podmienke dp — dq + c .
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Analogickou úvahou ukážeme, že hladanej množině pat-
ria všetky body osí uhlov priamok p2 a q v príslušnej pol-
rovině.

Ak vyjdeme z rovnosti dq = dp + c, dostaneme podob-
ným spósobom dálšie dve časti hladanej množiny. Ak totiž
q13 q2 sú rovnoběžky s priamkou q vo vzdialenosti c3 potom
hladanej množině patria osi uhlov priamok p3 q13 resp. p3
q2 v polrovine ohraničenej priamkou q13 resp. q2 a neobsa-
hujúcej priamku q.
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