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Kategória В

PŘÍPRAVNÉ ÚLOHY I. KOLA

В - P - 1

Je dané kladné číslo c, rovina a v nej dve róznobežky p, q.

a) Určte množinu vsetkých bodov X danej roviny, pre
ktoré je súčet vzdialeností od priamok p, q rovný c.

b) Určte množinu vsetkých bodov X danej roviny, pre
ktoré sa absolútna hodnota rozdielu vzdialeností od priamok
p, q rovná číslu c.

Riešenie. a) Pri riešení úlohy využijeme tuto vlastnost’ rov-
noramenného trojuholníka (obr. 24): Nech ABC je rovnora-

menný trojuholník so základňou BC a body A, A' sú súmerne
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združené podlá priamky ВС. Ak je X lubovolný bod úsečky
ВС a M pata kolmice vedenej z bodu X na priamku BA,
přejde pri osovej súmernosti kolmica XM do kolmice XM'
к priamke BA'. Pretože BA' // CA, je XM' // XN, kde N je
pata kolmice z bodu Xna priamku АС a platí \XM\ -f \XN\ =
— ,|.XAÍ'| + |ХАГ| = |iVAf'|3 čo je dížka výšky trojuholníka
ABC na stranu AC.

Nech teraz P, R sú také body priamky p, ktoré majú od
priamky q s ňou róznobežnej vzdialenosť c (pozři obr. 25),

PP'a1

Y

R'

Obr. 25

a Q, S zasa také body priamky q, ktorých vzdialenosť od
priamky p sa rovná c. Na základe vyššie uvedenej úvahy má
každý bod hranice pravouholníka PQRS od priamok p, q
súčet vzdialeností rovný c.

Ak je Y lubovolný bod roviny róznobežiek p, q, ktorý
neleží na hranici pravouholníka PQRS, potom možno zostrojiť
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pravouholník P'Q'R'S', na hranici ktorého bude iežať b«d Y
tak, že bude rózny od pravouholníka PQRS, a preto súčet
vzdialeností bodu Y od priamok p, q bude rózny od c.

Množinou bodov X požadovaných vlastností je teda hranica
pravouholníka PQRS.

b) Nech X je Tubovofný bod hladanej množiny. Označme
dp jeho vzdialenosť od priamky p a dq vzdialenosť od priamky
q. Podlá podmienok úlohy musí platit’: |dv — dq| = c, čo
znamená, že buď dp = dq + c, alebo dq = dv + c.

Ak je dp = dq X c, je vzdialenosť bodu X od priamky p
váčšia alebo rovná c. Bod X musí preto Iežať v niektorej
z polrovín ohraničených priamkami pi, resp. p2, neobsahu-
júcej priamku p (obr. 26), pričom pi, p2 sú rovnoběžky s priam-

\

><

X
\

Obr. 26
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kou p, ktoré majú od nej vzdialenosť c. Ak hfadaný bod X
leží v príslušnej polrovine ohraničenej priamkou p± vrátane
tejto priamky, je dv = dPí-\- c číže dPi — dq. Bod X leží
teda na niektorej z osí uhla priamok p\ a q v príslušnej pol-
rovině.

Obrátene, každý bod X, ktorý leží na niektorej z týchto
dvoch polpriamok, vyhovuje podmienke dv — dq + c.

Analogickou úvahou sa dokáže, že hl’adanej množině patria
všetky body osí uhlov priamok p^ a q v príslušnej polrovine.

Ak vyjdeme z rovnosti dq = dv + c, dostaneme podobným
spósobom ďalšie dve časti hladanej množiny. Ak totiž qi, q%
sú rovnoběžky s priamkou q vo vzdialenosti c, potom hl’a-
danej množině patria osi uhlov priamok p, qi, resp. p, q^,
v polrovine ohraničenej priamkou qi, resp. q?, a neobsahu-
júcej priamku q.

B-P-2

Na šachovnici tvaru 20x20 polí je vyznačených 31 navzá-
jom róznych šachovnic tvaru 8x8. Dokážte, že existuje
pole, ktoré patří aspoň šiestim z vyznačených šachovnic.

Riešenie. Použijeme metodu nepriameho dókazu. Budeme
předpokládat’, že tvrdenie úlohy neplatí, tj. že každé pole
šachovnice 20x20 patří najviac piatim vyznačeným šachov-
niciam tvaru 8x8.

Označme 5 súčet všetkých polí 31 vyznačených šachovnic,
v ktorom je každé pole zahrnuté toíkokrát, kofkým vyznače-
ným šachovniciam patří. Zrejme platí: 5 = 31.8.8 = 1984.
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Pokusme sa súčet S odhadnúť za předpokladu, že každé
pole može patriť najviac piatim vyznačeným šachovniciam.
Pre polia v rohoch vel’kej šachovnice bude však tento počet
ešte menší, ako ukazuje schéma na obr. 27. Podlá toho by málo
platit’:

4.(1 + 2.2 f 2.3 + 3.4) + (400 - 4.8).5 = 1932,

čo však je spor s vyššie určenou hodnotou súčtu S. To zna-

mená, že náš předpoklad bol nesprávný a musí existovat’
aspoň jedno pole patriace šiestim šachovniciam, ako sme mali
dokázat’.

5 2 134

255 4

5 35

4*4

5

Obr. 27

Iné riešenie. Zaveďme na šachovnici 20x20 súradnice r, s

polí tak, že r bude číslo radu počítané oddola nahor a 5 číslo
stípca počítané zfava napravo. Významnú úlohu hrajú polia
(8, 8), (8, 16), (16, 8), (16, 16). Cahko sa vidí, že každá šachov-
nica tvaru 8x8, ktorú možno vyznačit’ na šachovnici 20x20,
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obsahuje právě jedno z nich. Keďže 31 : 4 ^ 7, vyplývá
z toho, že niektoré z týchto štyroch polí leží dokonca na 8
z 31 vyznačených šachovnic.

В - P - 3

Nájdite všetky reálne čísla a, b, c také, že rovnica

(1) x3 ax2 + bx — c = 0

má kořene a, 6, c.

Riešenie. Nech reálne čísla a, 6, c sú koreňmi rovnice (1).
Potom 1’avú stranu rovnice (1) možno rozložit’ na súčin koře-
nových činitelov:

x3 — ax2 4 bx — c — (x — a) (x — b) (x — c).(2)

Vynásobením právej strany (2) a porovnáním koeficientov pri
rovnakých mocninách x na oboch stranách takto získanej
identicky platnej rovnosti dostaneme:

(3) a + b 4- c — a čiže b -f c = 0,

(4) ab -(- ac 4- bc = b čiže, vzhTadom na (3), bc = b,

(5) abc = c.

Ak je c = 0, je podlá (3) tiež b
má potom rovnica (1) tvar

0. Pre íubovolné reálne a
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x3 — ax2 — О

s koreňmi a, 0, 0.
Ak je с Ф О, potom je podia (3) tiež b Ф О, z čoho vzhladom

na (4) vyplývá c — 1. Potom však podra (3) je b = —1 a podra
(5) tiež a = — 1.

Po dosadení týchto koeficientov do (1) dostaneme rovnicu
—x3 — x2 + x + 1 = 0,

ktorej čísla 1 a

dvojnásobným koreňom.
Úloha má teda dve riešenia: 1) a lubovolné, b = 0, c — 0;

2) a = -1, b = -1, c — 1.

1 vyhovujú, pričom číslo —1 je dokonca

В - P - 4

V obore reálných čísel rieste sústavu rovnic

x + у = s,

(1)
ax + 2y — 0

s neznámými x, y, pričom a, s sú reálne čísla. Urobte diskusiu
riešitelnosti sústavy vzhladom na čísla a, s.

Riešenie. Ak od dvojnásobku prvej rovnice odčítáme druhu,
dostaneme

(2) (2 — a) x — 2s.
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Ak je a — 2, s Ф O, rovnica (2) zrejme riešenie nemá. Pře
a — 2, s = 0 má nekonečne mnoho riešení tvaru x = c,

c, kde c je reálne číslo.
Ak je а Ф 2, móže rovnici (2) vyhovovat’ len číslo x =

У =

2s

, ku ktorému z prvej rovnice sústavy (1) lahko určíme2 — a

as

У = 2 - a '

Dosadením sa lahko přesvědčíme, že táto dvojica čísel x, у
sústave (1) skutočne vyhovuje.

SÚŤAŽNÉ ÚLOHY I. KOLA

В - I - 1

Do kružnice je vpísaný 1979-uholník A\A2A3.. .A1979.
Ak leží střed kružnice vo vnútri 1979-uholníka, potom súčet

1977
uhlov pri vrcholoch A1, A3, A5, ..., A1977 je menší než —-— n.

Dokážte.

Riešenie. Označme (obr. 28) A střed kružnice, do ktorej
je vpísaný 1979-uholník, oq = ^Ai^AiS, аг = <£AiA2S,
<X3—<^CA2A3S, ..., 34979 ~ "^AjgygAjg^gS. Úsečky A\S,
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Al 97®

0-19/9

0-1978

AgS, ..., Ai97gS rozdelia daný mnohouholník na 1979 rovno-

ramenných trojuholníkov. Z toho vyplývá, že vnútorné uhly
pri vrcholoch Ai, Ag, ..., A1979 1979-uholníka sú v uve-
denom poradí oq. -j- 0.2, аг + аз, ..., ^979 -f ai. Preto pre
súčet s všetkých vnútorných uhlov 1979-uholníka platí

5 = 2 (ai + a2 + ... + ai979) = 1977т:.

Súčet vnútorných uhlov pri vrcholoch A\, A3, A5, ..., Л1977
však bude

ai + аг + аз + a4 -f ... -f- ai977 -f- ai97g =
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19775

čo sme mali dokázať.

Poznámka. Z postupu dókazu je zřejmé, že platí nasledu-
júca všeobecná veta: Nech n je nepárne prirodzené číslo.
Ak w-uholník je vpísaný do kružnice, ktorej střed leží v jeho
vnútri, potom súčet uhlov pri vrcholoch w-uholníka s nepár-

n — 2
—

n. Pre n — 3 dostaneme

ako dósledok známu vetu: Ak střed opísanej kružnice leží
vo vnútri trojuholníka, potom je trojuholník ostrouhlý.

nymi indexami je menší než

В- I -2

V rovině je daný konvexný uhol a v ňom kružnica. Zostrojte
na kružnici body, pre ktoré je súčet vzdialeností od ramien
daného uhla minimálny.

Riešenie. Využijeme výsledok časti a) riešenia úlohy
В - P - 1, podlá ktorého je množinou bodov v dutom uhle,
pre ktoré je súčet vzdialeností od ramien tohto uhla dané
číslo, úsečka kolmá к osi uhla. Je zřejmé, že tento súčet je
tým váčší, čím váčšia je vzdialenosť úsečky od vrcholu uhla.
Z tejto úvahy vyplývá, že minimum pre všetky body danej
kružnice sa dosiahne v případe dotykového bodu, v ktorom
sa dotýká kružnice priamka kolmá na os uhla, a to bližšia
к vrcholu uhla z oboch priamok tejto vlastnosti (pozři obr. 29).
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Poznamenájme, že dotykový bod 1\ druhéj z oboch pria-
mok je tým bodom kružnice, pre ktorý je súčet vzdialeností
od ramien daného uhla maximálny.

В - I - 3

Je daný trojuholník ABC, ktorého výšky označíme va,
Vbi vc. Zistite, či existuje trojuholník UVW tak, aby | UV| = va,

\VW\ =vb, \WU\=vc a aby strany UV, VW, WU boli
v uvedenom poradí kolmé na strany BC, CA a AB trojuhol-
nika ABC.

Riešenie. Predpokladajme, že trojuholník UVW žiadaných
vlastností existuje. Vzhladom na vzájomnú kolmost’ odpove-
dajúcich si stráň oboch trojuholníkov majú oba trojuholníky
rovnako velké odpovedajúce si uhly. Z toho vyplývá, že
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trojuholník UVW je podobný trojuholníku ABC. Existuje
preto číslo k > 0 tak, že pře dížky stráň trojuholníka ABC
(pri obvyklom označení) platí

a = kva, b kvb, c = kvc.

Z toho vyplývá, že taktiež platí

ava = kva23 bvb — kvb2, cvc — kvc2.

Eavé strany týchto rovností majú všetky rovnakú hodnotu -

dvojnásobok plošného obsahu trojuholníka ABC, čo znamená,
že sa musia rovnat’ aj ich pravé strany. Z toho však vyplývá,
že platí

va = Vb — vc a taktiež a = b = c.

Tieto vlastnosti však može mať len rovnostranný trojuholník.
Na druhej straně je zřejmé, že rovnostranný trojuholník

podmienkam úlohy vyhovuje.

В- I -4

Na šachovnici tvaru 1000 x 1000 stojí 800 000 figuriek.
Potom na obvode niektorej jej časti tvaru 8x8 stojí aspoň
22 figuriek. Dokážte.

Riešenie. Podobné ako pri riešení úlohy В - P - 2 použijeme
metodu nepriameho dókazu. Najskór zistíme, kol’ko róznych
šachovnic tvaru 8x8 sa dá vyznačit’ na danej velkej šachov-
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nici. Je zřejmé, že prvý rad malej šachovnice možno umiest-
niť len na lubovolnom z prvých 993 radov vel’kej šachovnice
a rovnako tomu je s umiestnením prvého stípca malej šachov-
nice. Z toho vyplývá, že na vel’kej šachovnici možno vyznačiť
celkom 9932 šachovnic tvaru 8x8.

Každá šachovnica tvaru 8 x 8 má celkom 28 obvodových
polí. Z toho vyplývá, že nějaké pole vel’kej šachovnice móže
byť obvodovým polom najviac 28 roznych malých šachovnic.
Túto vlastnost’ však majú len tie polia, ktoré ležia aspoň na
osmom radě alebo stípci od okraja velkej šachovnice. Týchto
polí je teda právě 9862. Nazvime ich střednými poliami a ostatně
polia velkej šachovnice budeme volat’ okrajovými poliami.
Označme 5 počet figuriek stojacich na obvodových poliach
šachovnic tvaru 8x8, v ktorom je každá figúrka započítaná
tolko ráz, na obvode kolkých roznych malých šachovnic
stojí. Predpokladajme teraz, že na obvode každej malej ša-
chovnice stojí najviac 21 figuriek. Potom musí byť

(1) 9932.21 = 20 707 029.

Nech Si je tá časť súčtu S prislúchajúca středným 9862 po-
liam. Zrejme

(2)

Všetkých figuriek stojacich na velkej šachovnici je 800 000,
okrajových polí je 10002 — 9862. Na středných poliach musí
preto stát’ aspoň 800 000 — (10002 — 9862) figuriek. Do
súčtu iSi počítáme každú z nich s násobnosťou 28, čiže platí
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28.[800 000 - (ÍOOO2 - 9862)] = 21 621 488,Si

čo je spor s (2) vzhladom na (1).

Poznámka. Pracnějším odhadom so započítáním aj figuriek
na okrajových poliach vel’kej šachovnice do Si možno do-
konca dokázat’, že existuje šachovnica tvaru 8x8, na obvo-
dových poliach ktorej stojí aspoň 23 figuriek.

B- ! -5

КоГко riešení má v obore reálných čísel sústava rovnic

b
1,ax -f-

У

a

by + 1
x

$ neznámými x,y? Urobte diskusiu vzhladom na dané reálne
čísla a, b.

Riešenie. Uvažujme najskór o případe a = 0. Vtedy sa
b

sústava redukuje na

má táto sústava nekonečne mnoho riešení: у — b, x fubo-
volné. Pre ostatně hodnoty b sústava riešenie nemá.

Nech а Ф 0. Je zřejmé, že počet riešení sústavy sa nezmení,
ak navzájom vyměníme čísla a, b. Preto pri b

1, by = 1. Ak je b — 1 alebo b 1,
У

0 má sústava
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nekonečne mnoho riešení, ak a = 1 alebo a = — 1, a pri
ostatných hodnotách a riešenie nemá.

Zostáva teda vyšetřit’ případ ab Ф 0. Nech x, у je riešenie
danej sústavy. Potom musí byť x Ф 0, у Ф 0. Z druhej rov-
nice vyjádříme y:

x — a

0)

a dosaďme do prvej rovnice sústavy. Dostaneme po jednoduchej
úpravě, že x je koreňom kvadratickej rovnice

ax2 — (a2 — b2 Ь 1) x + a = 0.(2) *

Obrátene, ak x je koreňom kvadratickej rovnice (2), po-
tom — ako sa lahko přesvědčíme — musí platit’: x Ф 0, x Ф a.
Po vydělení rovnice (2) číslom x — a a jednoduchej úpravě
dostaneme

b
= 1.ax +

x — a

bx

Z toho je zřejmé, že ak pre každé riešenie x kvadratickej rov-
nice (2) položíme у podia (1), dostaneme dvojicu x, y, ktorá je
riešením danej sústavy. Znamená to teda, že daná sústava
je ekvivalentná so sústavou (1), (2), z čoho je zřejmé, že počet
riešení danej sústavy je zhodný s počtom riešení kvadratickej
rovnice (2). Diskriminant D tejto rovnice upravíme:
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D = (a2 - b2 + l)2 - 4a2 = (a2 - 62 + 1 - 2a).
.(a2 - 62 + 1 + 2a) = (a - 1 - b) (a - 1 + b) (a + 1 - b).

.(a 4-1+6).

Z toho vyplývá, že v případe ab Ф 0 má daná sústava jedno
riešenie, ak čísla a, b vyhovujú niektorej z rovností a + 6 —
= ± 1 a vo vsetkých ostatných prípadoch má dve riešenia.
Výsledok diskusie znázorníme prehladne v súradnicovej



rovině a, b (pozři obr. 30), v ktorej vyššie uvedené rovnosti
určujú dve dvojice rovnoběžných priamok. Pri jednotlivých,
priamkach, ich priesečníkoch a v častiach roviny, na ktoré je
týmito priamkami rozdělená, sú vyznačené počty riešení danej
sústavy.

B- \ -6

Nájdite všetky trojice prirodzených čísel x, y, z také, že

я3 4- j>3 -)- z5 =

y2z = X.

1979,

Riešenie. Nech x, у, z sú prirodzené čísla, ktoré vyhovujú
obom daným rovniciam. Pretože 133 = 2 197 > 1979 a 55 =
= 3 125 > 1979, vyplývá z prvej rovnice, že musí platit’

4.

Podobné dostaneme z druhéj rovnice odhad pre y1:

z ktorého vyplývá, že у 3.

Pomocou vykonaných odhadov sa nám podařilo počet
usporiadaných trojíc prirodzených čísel, ktoré móžu vyho-
vovať daným rovniciam, obmedziť na 144. Ich preskúšanie
by však aj tak zabralo příliš mnoho času. Efektívnejšie bude,
ak postupné preskúmame případy, ktoré móžu nastat’ pri
pevnej volbě tej neznámej, ktorá má najmenší rozsah, tj. y.
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Nech у — 1. Potom z druhej rovnice máme x
rovnice po dosadení a jednoduché] úpravě dostaneme

z a z prve]

z3(l -1-z2) = 1978.

Eahko sa přesvědčíme, že tejto rovnici nevyhovuje žiadne
z prirodzených čísel z 5^ 4.

Pre у = 2 z druhej rovnice dostaneme x = 4z a z prvej
rovnice analogicky ako v predchádzajúcom případe

z3 (64 +*2) = 1971.

3, čomu odpovedá x — 12. Dosa-Tejto rovnici vyhovuje z
děním sa 1’ahko přesvědčíme, že trojica 12, 2, 3 skutočne
vyhovuje obom daným rovniciam.

Pre y = 3)ex = 9zaz prvej rovnice máme

z3 (729 + z2) = 1952,

čomu však žiadne z prirodzených čísel z ^ 4 nevyhovuje.
Podmienkam úlohy vyhovuje teda jediná trojica prirodze-

ných čísel:

x = 12, у = 2, z = 3.
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SOUTĚŽNÍ ÚLOHY II. KOLA

В - li - 1

Koreňmi rovnice x3 + ax2 -f- bx ■+- c — 0 sú reálne čísla
xi, X2, хз, koreňmi rovnice x3 + Ax2 -f Bx -j- C
čísla X1X2, X2X3, X1X3.

Vyjádříte koeficienty А, В, C pomocou koeficientov a,

0 sú

b, c.

Riešenie. Mnohočlen na lávej straně rovnice možno podlá
předpokladu rozložit’ na súčin koreňových činitelov takto:

x3 + ax2 + bx -f c = (x — xi) (x — X2) (x — X3).

Z toho po vynásobení činitelov v súčine na právej straně
identickéj rovnosti a porovnaní koeficientov pri rovnakých
mocninách s koeficientami mnohočlena na lávej straně dosta-
neme rovnosti

—a = xi + X2 + b xix2 + x2x3 + X1X3,

(O —C — X1X2X3.

Analogickým postupom pre koeficienty druhej rovnice dosta-
neme

—A — X1X2 + X2X3 + xiX3,

В — XiX22X3 -f Xi2X2X3 + X1X2X32,
— C = Xl2X22X32.

(2)
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Ak dosadíme z (1) do pravých stráň (2), dostaneme

A = —b, В = ас, C = —c2.

В- II -2

Je daný trojuholník ABC s obsahom P. Ncch S, T, U sú
středy úsečiek AB, BC3 CA.

Ukážte, že existuje trojuholník KLM tak, že KL//CS,
LM//AT, МКЦВи, \KL\ = \CS\, \LM\ = \AT\, \MK\ =
— \BU\3 tj. strany trojúhelníka KLM sú rovnoběžné s ťažni-
cami trojuholníka ABC a sú taktiež rovnako velké ako ťažnice
tohto trojuholníka.

b) Vyjádříte obsah trojuholníka KLM pomocou P.

Riešenie. a) Doplňme trojuholník ABC na rovnoběžník
ABCD (obr. 31) a označme V střed úsečky BD. Potom sú
ASVT a BVCU rovnoběžníky, a preto platí: SV/IAT, |5F| =
= \AT\, VCIjBU, \VC\ — \BU\. To znamená, že požado-

-7°
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váné vlastnosti má trojuholník Č\SF. Stačí preto položí
K=C,L = S,M=V.

b) Obsah rovnoběžníka ABDK je zrejme 2P. Obsah troj-
uholníkov ALK a KMD sa rovná P/2. Označme W strec

úsečky LM, tj. priesečník priamky LM s uhlopriečkou BL
rovnoběžníka ABDK. Potom obsah trojuholníka LBW j(
štvrtinou obsahu trojuholníka ABT, teda Р/8. Obsah troj-
uholníka BMT je rovný zrejme P/4 a obsah trojuholníkí
BMW je jeho polovicou, teda tiež P/8. Preto je obsah troj-
uholníka LBM rovný P/4. Z toho už vyplývá, že pre obsah P
trojuholníka KLM platí:

P' = 2P - 2(P/2) - P/4 = 3P/4.

В - II - За

Na poliach šachovnice tvaru 8x8 je rozostavených 41
figuriek. Potom na diagonálnych poliach niektorej jej část:
tvaru 4x4 stoja aspoň štyri figurky. Dokážte. (Diagonálnym:
poliami šachovnice tvaru 4x4 rozumieme 8 polí na jej uhlo-
priečkach.)

Riešenie. Použijeme metodu nepriameho dókazu, ktora
sa nám osvědčila pri riešení úloh В - P - 2 а В - I - 4.

Najskór si uvědomíme, že na šachovnici 8x8 možno vy-
značit’ celkom 52 = 25 róznych šachovnic tvaru 4x4. Označme
5 súčet, ktorý dostaneme, ak každú figurku započítáme toíko-
krát, na uhlopriečkach kolkých šachovnic tvaru 4x4 stojí.
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Ak budeme předpokládat, že na diagonálách každej šachov-
nice tvaru 4x4 stoja najviac 3 figurky, musí platit’

5 3.25 = 75.

Zostavme si teraz tabulku, v ktorej pre každé pole šachov-
nice 8x8 vyznačíme, na uhlopriečkach kolkých róznych
šachovnic tvaru 4x4 leží:

l 1 2 2 11 1 1

2 31 3 4 4 2 1

61 3 5 36 5 1

82 6 8 24 6 4

2 6 4 24 6 8 8

1 3 35 6 6 5 1

1 2 33 4 4 2 1

1 1 11 1 2 2 1

Je zřejmé, že 5 bude minimálně, ak figurky budú umiestnené
na poliach s najmenšími hodnotami 1, 2, 3, ktorých je celkom
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40 a na 2 poliach s hodnotou 4. To však znamená, že v kaž-
dom případe musí byť

20.1 + 12.2 +8.3 + 2.4 = 76,

čo je spor s (1).

В - II -3b

Nech a, b sú dané reálne čísla. Nájdite všetky stvoříce
xi, x2, x3, X4 nezáporných reálných čísel, ktoré vyhovujú
rovniciam

(1) xi — X2 = a,

(2) X3 — X4 = b,

+ X2 + хз + x4 = Fa2 + b2.(3) XI

Riešenie. Predpokladajme, že nezáporné čísla x4, хг, x3, X4

vyhovujú sústave (1), (2), (3). Ak do (3) dosadíme z (1) za a
a z (2) za b, dostaneme

+ X2 + x3 + x4 = V(xi — x2)2 + (x3 — x4)2 ,Xi

z čoho umocněním oboch stráň na druhů a jednoduchej
úpravě dostáváme

(4) 4x4x2 + 2x4x3 + 2x4x4 + 2x2x3 + 2x2x4 + 4x3x4 = 0.
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Všetky sčítance na Tavej straně (4) sú nezáporné, a teda nu-
lové. Z toho vyplývá, že z čísel xt-, 2 = 1, 2, 3, 4 móže byť
nenulové najviac jedno. Ak by totiž boli nenulové například
čísla jci, xo} potom 4xiX2 > 0 a rovnost’ (4) nemóže byť spi-
nená. Analogicky vylúčime ostatně případy. Z toho vzhladom
na (1) a (2) vyplývá, že z čísel a, b aspoň jedno musí byť rovné
nule.

0. Potom z (1) máme xi = x2. Uvažujme
najskór o případe b ^ 0. Potom z (2) a (3) dostaneme

1) Nech a

(5) *3 — x4 = b, 2xi -f *3 + *4 = b.

Z (5) odčítáním prvej rovnice od druhej dostáváme rovnicu

2xi + 2x4 — 0,

ktorej jediným nezáporným riešením je dvojica jci = *4 = 0.
Sústave (1)—(3) vyhovuje preto len štvorica

Xl — X2 — X4 — 0, *3 = b.

V případe b < 0 z (2) máme *3
do (3) dostaneme

X4 + b a po dosadení

2xi + 2^4 -f b = Mb2 ,

čiže

, 2xi -f- 2x4 — —2b3

(6) xi + X4 = —b.
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Ak má byť хз = x* -f- b ^ O, musí byť X4 ^ —b, z čoho
vzhTadom na (6) vyplývá jci — 0 a sústava (1)—(3) má opáť
jediné nezáporné riešenie:

*1 = *2 = X3 — О, X4 — —b.

2) Nech b — 0. Potom z (2) máme X3 = 14 a analogickým
postupom dostaneme v případe a ^ 0 jediné riešenie

Xi = а, X2 — X3 = X4 = 0

a v případe a < 0 taktiež jediné riešenie

*i = *3 = *4 = 0, хз = —a.
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