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Kategorie A

PŘÍPRAVNÉ ÚLOHY I. KOLA

A - P - 1

Obsah P konvexního čtyřúhelníku se stranami a, b, c, d
a úhly a (mezi stranami a, b), у (mezi stranami c, ď) je dán
vzorcem

16P2 = 4 (ab + cd)2 - (a2 + b2 - c2 - i2)2
a + у

(1)

— 16abcd cos2
2

neboli

1
(П P2 = — (—a 6 + c + d) (a b -)- c -j- d).16

. (a b — c + ď) (a + 6 + c
a + У

«0-

— aéa/ cos2
2

Dokažte tento vzorec a odvoďte z něho větu: Při pevných
velikostech stran a, b, c, d (a proměnných úhlech a, y) má
konvexní čtyřúhelník největší obsah, je-li tětivový, tj. leží-li
všechny jeho vrcholy na kružnici.
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Poznámka. Uvedená formulácia úlohy pripúšťa dve možné
interpretácie. Autor úlohy zrejme požaduje dokázat’ impli-
káciu Vi: ak štvoruholník má najváčší obsah, tak je tětivový.
Uvedená formulácia skór požaduje dokaž implikácie V2: ak
je štvoruholník tětivový, tak má najváčší obsah. Kvóli úpl-
nosti dokážeme obidve implikácie.

Riešenie. Uvažujme konvexný štvoruholník ABCD so
stranami a, b,c,d a uhlami a, /5, y, ó podlá obr. 32. Úsečka BD

*

D

\
d

\

a

c\
\

a

ВbA

Obr. 32

rozdělí štvoruholník ABCD na dva trojuholníky BCD a ABD
s obsahmi P\ a P2. Pre obsah P štvoruholníka ABCD platí

P — Pi + P2
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Obsahy Pi a P2 Гайко vypočítáme:

1
Pi = — cd sin у,

1
Po — — ob sin a.

2

Teda

(2) 2P = sin a + cd sin y.

Podlá kosínusovej vety pře obidva uvažované trojuholníky
dostáváme

BD2 a2 -f~ b2 — 2ab cos a,

PZ)2 = c2 + d2 — 2cd cos y.

Takže

a2 -f b2 — 2ab cos a = c2 -f- d2 — 2cd cos y.

Odtial po jednoduchej úpravě máme

(3) (a2 + 62 — c2 — d2)2 = 4a262 čos2a +
+ 4c2d2 cos2y — 8abed cos a cos y.

Vztah (2) umocníme na druhů, násobíme 4

16P2 = 4a2b2 sin2a -f 4c2d2 sin2y +
+ 8abed sin a sin у

a připočítáme к (3):
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(4) 16P2 + (a2 + & - с2 - d9-f = Aá2b2 + 4c2d2 + 8abcd.
. (sin a sin у — cos a cos y).

Z trigonometrie vieme, že platí

a + у
cos (a + у) = 1 — 2 cos2 —^—sin a sin у — cos a cos у

Po dosadení do (4) dostáváme

16P2 + (a2 f b2 - c2 - ď2)2 = 4a262 + 4c2ď2 + 8<tó -

a + у
— 1 babcd cos2

2

a odtial’ už bezprostredne vyplývá (1) a (1').
Skór ako přejdeme к dókazom implikácií VL a V2, pripo-

meňme si známe fakty. Uvažujme kružnicu k so stredom S
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a dva rožne body M, N na kružnici k. Nech o, o sú polroviny
určené priamkou MN a bod leží v polrovine q (ak S leží
na priamke MN, tak leží v obidvoch polrovinách o, a)
obr. 33. Nech cp je velkost’ uhla MSN. Vieme, že bod X
polroviny o leží na kružnici k vtedy a len vtedy, ak uhol MXN

pozři

1
je —<p, alebo X je niektorý z bodov M, N. Podobné bod Y

polroviny a leží na kružnici k vtedy a len vtedy, ak uhol MYN
1

je 7Г — ~(p, alebo Y je niektorý z bodov M, N.

Z uvedeného vyplývá, že ak vrcholy štvoruholníka ABCD
ležia na jednej kružnici, tak a у — n. Naopak, ak a -f у = n,
tak podlá vyššie uvedeného bod C leží na kružnici opísanej
trojuholníku ABD. Teda štvoruholník ABCD je tětivový
vtedy a len vtedy, ak a + у = 7r.

Pri pevných velkostiach stráň a, b, c, d obsah P je najváčší
právě vtedy, ked je najváčšie číslo 16P2. Podlá vztahu (1)
najváčšia možná hodnota čísla 16P2 je

4 (ab + cdf - (a2 + 62 - c2 - ď2)2.

Ak štvoruholník ABCD je tětivový, tak a 4- у = тс. Potom
a + У

cos —— 0, a teda P nadobúda najváčšiu možnú hodnotu.

Tým sme ukázali pravdivost’ implikácie \Л>.
Ukážeme teraz pravdivost’ implikácie Vi, К dokážu prav-

divosti implikácie Vi na základe uvedeného je potřebné
dokázat’ toto: ak a, b, c, d sú strany (nějakého) konvexného
štvoruholníka, tak existuje tětivový štvoruholník so stranami
a, b, c, d.

2
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Predpokladajme, že existuje konvexný štvoruholník so
stranami a, b, c, d. Potom podia (1) platí

4 {ab -j- cd)2 — (a2 + b2 — c2 — d2)2 —

— 16P2 -f 16abcd cos2 —.
2

Odtiaí vyplývá

4 {ab + cd)2 — {a2 + b2 c2 - d2)2 > 0,
a teda

(a2 -f b2 — c2 — d2)2
4 {ab -f cd)2

< 1.

Teda existuje číslo (p, 0 < cp < тг také, že

a2 -v b2 — c2 — d2
cos (p = 2 {ab -f- cd)

Označíme

x =]/a2 + b2 — 2ab(5) COS (p.

Potom platí

a2 + b2 — c2 — d2
x2 a2 + b2 — 2ab

2ab + 2cd

a2 + b2 — c2 — J2
= c2 - i J2 + 2cd

2ab 4 2cd
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a teda

jc2 — c2 ^2 _ 2cd cos (n — qj).
Lahko vidíeť, že možno zostrojiť trojuholníky o stranách
a, b, x а c, d, x. Ak ich zostrojíme tak, že budú mať spoločnú
stranu dížky x a ležať v opačných polrovinách určených touto
stranou, tak ich vrcholy určujú konvexný štvoruholník so
stranami a, b, c, d, ktorý je podfa (5) a (5') tětivový.

(5')

A-P-2

Jsou-li A i, A‘2, A3 vrcholy ostroúhlého trojúhelníku, pak
nejmenší kruh, který je obsahuje, je kruh omezený kružnicí
opsanou trojúhelníku A1A2A3. Nejsou-li body A i, A2, A3

vrcholy ostroúhlého trojúhelníku a jsou-li aspoň dva z nich
navzájem různé, pak nejmenší kruh, který obsahuje body
A1, A2, A3, je kruh omezený Thaletovou kružnicí nad nejdelší
z úseček A1A2, A2A3, Л1А3. Dokažte.

Riešenie. Najprv upřesníme, čo znamenajú šlová »naj-
menší kruh«. Najmenší kruh (S; r) obsahujúci body A1, A2, A3
je kruh s týmito dvomi vlastnosťami: i) kruh (S, r) obsahuje
body A1, /Í23 ^3; ii) ak kruh (5'; r') obsahuje body Ai, A2, A3,
tak buď r < r', alebo r — r' a S = S'.

Dahko vidieť, že to nie je najmenší kruh v zmysle množi-
novej inklúzie.

Najprv předpokládáme, že body Ai, A2, A3 nie sú vrcholy
ostroúhlého trojuholníka a aspoň dva sú navzájom rožne.
Bez újmy na všeobecnosti móžeme předpokládat’, že "A1A2 je
najdlhšia z úsečiek A1A2, A2A3, A1A3.

Ak body A1, A2, A3 ležia na jednej priamke, tak bod A3
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leží na úsečke A1A2. Potom kruh ohraničený Thalesovou
kružnicou nad úsečkou A1A2 obsahuje aj bod A3.

Ak body A1, A2, A3 neležia na priamke, tak tvoria vrcholy
pravoúhlého alebo tupouhlého trojuholníka. Pravý alebo tupý
uhol je proti najdlhšej straně A1A2. Potom zase body A\,
A2, A3 ležia vnútri kruhu ohraničeného Thalesovou kružni-

1
cou nad úsečkou A1A2. Tento kruh má poloměr — A1A0.

Naopak, každý kruh obsahujúci body Ai, A2, A3 obsahuje
1

úsečku A\Az,a teda buď má poloměr váčší ako — A1A2, alebo

je ohraničený Thalesovou kružnicou nad touto úsečkou.
Teraz budeme předpokládat’, že body A±, Ao, A3 sú vrcholy

ostrouhlého trojuholníka. Nech A je střed opísanej kružnice
tomuto trojuholníku a r jej poloměr. Zrejme kruh (S; r) má
vlastnost’ i). Nech kruh (S'; r') obsahuje body A\, A2, A3
a je rózny od kruhu (S; r). Kružnice (5; r) a (S'; r') sa musia
přetínat’ v dvoch bodoch X, Y. Tětiva XY nemóže byť prie-
merom kružnice (S; r). Teda dělí kružnicu na dva nerovnaké
oblúky. Keby bolo r' 5^ r, tak kratší oblúk XY kružnice
(S; r) leží v kruhu (S'; r). Keďže body Ai, A2, A3 ležia na
kružnici (S; r) a v kruhu (S'; r')3 tak ležia na tomto kratšom
oblúku. Bez újmy na všeobecnosti móžeme předpokládat’, že
bod Az leží medzi bodmi A±, A3. Potom však uhol A1A2A3
je tupý, čo je spor s predpokladom. Teda r' > r. Ukázali
sme, že kruh má aj vlastnost’ ii).

Poznámka. Úloha bola tiež úlohou В - I - 4 28. ročníka

Matematickej olympiády. Čitatel1 móže nájsť iné riešenie úlohy
v príslušnej brožúrke.
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A - P-3

Pre každé kladné reálné čísla xi, х%, ..., xn platí

1 1
— + — + + — | ^ n2.
X\ X2

1
• + Xn) |(6) (xi + *2 + • •

xn

Kedy platí rovnost’ ?

Riešenie. Nerovnost’ (6) dokážeme matematickou indukciou
a súčasne ukážeme, že rovnost’ platí vtedy a len vtedy, keď
xi = x2 = ... = xn.

Pre n — 1 nerovnost’ (6) vždy platí:

1
JCi . — = 1 ^ l2.

X\

Pre n = 2 jednoduchými úpravami dostáváme

(*1 + X2)2 (Xl — X2)2 + 4xi^2
(ДГ1 + *2) (ч + J - X1X2

(xi — X2)2
X1X2

= 4 + 4.
X1X2

Zrejme rovnost’ platí právě vtedy, keď xi = X2.

Predpokladajme, že platí (6). Označíme a = xi -f ... + xn,
1 1

b = + ... +— •

Xi Xn
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Potom

1 1
(•*1 + ... + xn + i) I + ... +

XI %n + 1

(7)
1 1

— (<z + xn +1) I b 4’ — ab + bx + 1.i ~h a.n +
Xn + 1 Xn + 1

Podlá indukčného předpokladu platí

n2,ab

a teda

n2
b

a

Zo (7) dostáváme

(*1 + . . . + Xn +1) ^ + • • . + )
1 1

(8)
Xn + 1

1
^ n2 + a + bxn + 1 + 1.

Xn + 1

Přitom rovnost’ platí vtedy a len vtedy, ak ab — n2, tj.

Xí = X2 — ... = xn.

Jednoduchou úpravou dostaneme

a2 + n2 x2n + i1a n

+ • xn +1 —
Xn + 1

(a — nxn + i)2 + 2anxn +1

n a naxn +1

- ^ 2.
naxn +1
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Rovnost’ platí právě vtedy, ked a = nxn + i, tj. xn + i =

1
= — (*i + • • • + xn)- Dosadením do (8) dostaneme

«

/1
(*1 + . . . + Xn + l) ^ -j- . . . + )

1
rfi + 2n + 1 =

Xn + 1

= (n + l)2.

Přitom rovnost’ platí vtedy a len vtedy, keď ab = n2 a a —

= ПХп + 1, tj. Xi = X2 — . . . = Xn — Xn + !•

Iné riešenie. Cavá strana nerovnosti (6) sa dá napísať ako
1

súčet n — n(n — 1) sčítancov:

/*i x2\ lI + I + • • • + (
\X2 X\1 \

Xi Xn Xn - 1 Xn
+

X! Xn Xn Xn - 1

Xi Xn
Zrejme — = ...

Xi Xn

Pre i Ф j dostáváme

xi Xj Xi2 + Xj2 (xí — Xj)2 + 2XiXj

Xj Xi XiXj
> 2.

XiXj

Rovnost’ platí právě vtedy, keď Xi = Xj.
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Teda

1 1
(*i + ... + xn) I + • •. + *

Xi Xn

1
^ n ■ 1 + 2«(k 1).2 = w2.

Rovnost’ nastáva právě vtedy, keď xi = X2 — ... = xn.

A - P - 4

Jsou dány konečné množiny Mi, M2, Ms, M4. Symbolem
\M\ označme počet prvků množiny M. Dokažte, že platí

(9) |iVfi ej M2 и M 3 yj M4|
- \Mi n M2\ — !Mi n Ms\ — |Aíi n M4\ — \M2 n Ms\ —

- |M2 n M4| — \Ms n M4| + \Mi n M2 n ЛТз| +

;Aíi| -)- IAÍ2! 4~ \Ms\ |M4| —

+ IM] n M2 n M4| + |Mi n М3 n M41 +
4 M2 n М3 n M4| Mi n M2 n М3 n M4|.

Riešenie. Nech m je počet prvkov množiny M\ vj М2 U
u М3 kj M4. Rovnost’ (9) dokážeme matematickou indukciou
podlá m.

Označíme
a = |Mij 4~ IM2I 4~ !M3| 4~ |M4|,
b = |МщМ2| + |Mi n Мз| -4 |Mi n M4| 4-

4- |Мг n Мз| 4- IM2 n M4| 4- М3 n M4j,
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с = \Mi n M2 о Мз| + íМ\ n М2 n M4j +
-f |Mi n M3 n M4I + |M2 n М3 n M4I,
Mi n M2 n М3 n M4I.

Rovnost’ (9) je potom ekvivalentná rovnosti

(10) m = a — b + c — d.

Nech m — 1. Potom množina Mi u М2 u М3 u M4 má

jediný prvok x, a ten patří do i množin, i — 1, 2, 3, 4. Lahko
vidieť, že platí toto:

Ak i = 1 (teda x patří len do jednej z množin Mi, М2,
М3, M4), tak a = 1, 6 = c = í/ = 0 a teda (10) platí.

Ak i = 2, tak a = 2, b = 1, c = d = 0 a zase (10) platí.
Ak i = 3, tak a = 3, b — 3, c = 1, <i = 0. Potom 1 —

= 3 — 3 f- 1 -j- 0 a (10) platí.
Ak i - 4, tak a = 4, 6
Predpokladajme, že m

ktorých zjednotenie má & prvkov. Nech x je lubovolný prvok
množiny Mi и М2 u М3 u M4. Označíme

1 a zase platí (10).4, íí6, c

k 1 a (9) platí pre množiny,

Ail - M,
M2 — {x},
M3 — {л},

M4' = М4 - {jc}.

Mi'
М2
М3'

Ďalej označíme

а |M'iH-|M'2|+|M'3|+!M'4|,

a podobné i', c, ď.
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Podia indukčného předpokladu platí

(И) k = a' - V + c' - ď.

Prvok x patří do i množin, i = 1, 2, 3, 4.
Ak i = 1, tak (2 = a' + 1, b — b', c = c,d = ď a podlá (11)

m = &-f-l = a — 6+c —

tj. platí (10).

Ak i = 2, tak a = a' + 2, 6 = 6' + 1, c = c', d — ď
a podlá (11) máme

ш — k -j~ 1 — k I 2 — 1 — д — 6 -f- c — d.

Podobné pre i = 3 máme a — a + 3, b = + 3, c =
= c' + 1, d = ď. Pre i = 4 je a = a' + 4, 6 — 6' -f- 6,
c = c' -f- 4, d = ď + 1. V obidvoch prípadoch pomocou (11)
dostáváme rovnost’ (10).

* ^щтжзт
Poznámka. Tvrdenie úlohy je špeciálnym prípadom vse-

obecného tvrdenia, ktoré sa nazýva princip zapojenia a vypo-

jenia alebo princip inklúzie a exklúzie. Jeho přesná formu-
lácia je táto: nech Aíi, М2, ..., Mn sú konečné množiny.
Pre lubovolnú neprázdnu množinu T c= (1, 2, ..., n) ozna-
číme Mr prienik všetkých tých množin Mi, pre ktoré i e T.
Potom platí

IAÍíU ... u Mn\ =2(-l)|r| + 1.\MT\,(12)
T
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sčitujeme cez všetky neprázdné podmnožiny T množiny
{!> 2, ..., n}.

Špeciálnym prípadom rovnosti (12) je rovnost’ (9) alebo
jednoduchá rovnost’

\A и B\ = \A\ + |5| - i An B\.

Dókaz rovnosti (12) je rovnaký, ako uvedené riešenie úlohy
(jediný rozdiel: i — 1, 2, n).

Iný dókaz rovnosti (12) možno urobit’ matematickou in-
dukciou podlá n. Stačí si uvědomit’, že každá neprázdná
podmnožina množiny {1, 2, ..n + 1} má jeden z tvarov
T, T и [n + 1}, {n -f 1}, kde T je neprázdná podmnožina
množiny {1, 2, ..n).

SOUTĚŽNÍ ÚLOHY I. KOLA

A - I - 1

Označme Pa obsah trojúhelníku A1A2A3 а Рц obsah
trojúhelníku B1B2B3. Jestliže \AiAk\ ^ \BíBjc\ pro všechny
dvojice indexu 1, 2, 3 a v trojúhelníku A1A2A3 není žádný
úhel tupý, pak Pa ^ Pb- Dokažte.

Riešenie. Označíme

\BiBjc\
Pik = \AíAjc\
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pre každú dvojicu i, k, i Ф k čísiel 1, 2, 3. Podlá zadania
úlohy platí

0 < pik < 1.

Bez újmy na všeobecnosti móžeme předpokládat’, že />12 ^ />23,
pn-

Lahko zostrojíme bod C ležiaci v tej istej polrovine určenej
priamkou BiB2 ako bod B3 a taký, že trojuholníky A\A2A3
а B1B2C sú podobné. Pre dížky ich stráň platí

Pl2

|BiC| — />i2 \A1A3l, \B2C\ = руг IZÍ2ZÍ3I} \B\B2\ =/>12 \AiA2\.

Obsah P trojúhelníka B\B2C je potom

P — Piz2-Pa Ф Pa-

Nech priamka q prechádza bodom B3 a je rovnoběžná
s priamkou B1B2 a r prechádza bodom C a je kolmá na B\B2.
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Priesečník priamok B\B> a r označíme X (obr. 34). Nijaký
uhol v trojuholníku А\А2Аз nie je tupý, teda ani uhly B2B\C
a B1B2C nie sú tupé. Z toho vyplývá, že bod X leží na úsečke
B1B2. Nech B'3 je priesečník priamok q a r.

Uvažujme dve polroviny g a a určené priamkou r. Nech
o obsahuje bod Bi a g obsahuje bod B2. Ak bod B3 leží v pol-
rovině g, tak |#ьВз1 ^ |£ь6з'|. Kedže |i?iZ?3| = P13 \AiA3\ ^
^ P12 \AiA3\, tak máme < \BiC\.

Podobné, ak bod B3 leží v polrovine a, tak \В2Вз\ ^ \B2B3\.
Kedže |^2^з! = p23 \A2A3\ ^ pi2 \A2A3i, tak dostáváme
\B2B3'\ ^ |B2C|.

V obidvoch prípadoch bod B3 leží na úsečke XC, teda

\ХВз\ ^ \XC\.

Obsah Pb je rovnaký ako obsah trojuholníka B1B2B3, a pre
ten platí

11
Pb = - \BiB2\. \XB3'\ < - \BiB2\.\XC\ = P ^ PÁ.

A - I - 2

Najděte délky stran konvexního čtyřúhelníku, jehož nejdelší
strana má délku 13 cm a nejkratší 3 cm, víte-li, že jeho obsah
je 96 cm2.

Riešenie. Využijeme vztah (1) dokázaný v úlohe A - P - 1.
Máme dve možnosti: buď najkratšia a najdlhšia strana sú
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prilahlé, alebo protilahlé. Použijeme označenia z riešenia
úlohy A - P - 1.

Uvažujme najprv případ, že najkratšia a najdlhšia strana
sú prilahlé. Označíme ich a, b. Potom platí

a + У
Keby bolo c < 13 alebo d < 13 alebo cos —-— Ф 0, tak

podlá (Г) by platilo

1
P2 = — (-3 + 13 + c + d) (3 - 13 + c + d).16

. (3 + 13 - c + d) (3 + 13 + c - d) - 39a/cos2 =

1
= — (10 + c + d) (-10 + c + d) (16 - c + d) .16

а +У
• (16 + c — d) — 39cd cos2 ——■—

• (162 - (c - df) - 39cd cos2 < — (262 - 102) . 162 =2 16

= 962.

1
= ^((^ + ^)2-io2).

1

Podlá podmienky úlohy má byť P — 96, a teda nutné c = d —

= 13 a a + у = те.
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Podobné postupujeme v případe, ak najdlhšia a najkratšia
strana sú protilahlé. Označíme najkratšiu stranu a = За naj-
dlhšiu c — 13. Potom platí

a = 3 ^ b ^ c = 13,

a = 3^d^c=\3.

Podlá (!') dostaneme podobné ako vyššie

1
P2 = - ((6 + J)2 - 102) (162 - {b - rf)2) -16

a + у
— 39M cos2 —-— .

2

a + 7
Keby bolo 6 < 13 alebo < 13 alebo cos —-— Ф 0, tak

platí
1

P2 < — (262 - 102).162 = 962.16

Keďže P = 96, tak z uvedeného vyplývá, že £=13, d — 13
a + у

a cos —-— = 0, tj. a -f- у — 7Г.

Zistili sme, že podmienke úlohy vyhovuje jedine tětivový
štvoruholník o stranách 3, 13, 13, 13.

Iné riešenie. Tětivový konvexný štvoruholník o stranách
a, £, c, d má podlá vztahu (1) dokázanom v úlohe A - P - 1
obsah 96.
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Ukážeme, že je to jediný štvoruholník, ktorý vyhovuje
podmienke úlohy. Kvóli zjednodušeniu našich úvah je uži-
točné dohodnúť sa na jednom pojme. Budeme hovořit’, že
štvoruholník má vlastnost’ Q, ak je konvexný, jeho najkratšia
strana má dížku 3 a najdlhsia strana má dížku 13. Najprv
dokážeme pomocné tvrdenie: ak štvoruholník s vlastnosťou Q
nemá tri strany dížky 13, tak existuje štvoruholník s vlast-
nosťou Q, ktorý má od něho váčší obsah.

Dokážeme pomocné tvrdenie. Uvažujme štvoruholník ABCD
s vlastnosťou Q, ktorý nemá tri strany dížky 13. Nech a, b,
c, d sú dížky stráň DA, AB, BC, CD. Móžeme předpokládat’,
že DA je najkratšia strana, tj. a — 3. Keďže štvoruholník
ABCD nemá tri strany dížky 13, tak jedna zo stráň AB, BC,
CD je kratšia ako 13 (a jedna je 13). Zrejme stačí uvažovať
případy \)b< 13, c — 13 a ii) b — 13, c < 13.

Označíme и dížku úsečky AC (pozři obr. 35). Lahko vidieť,
že и < 13 -f 13 (lebo и <Ъ -\- 13). Teda móžeme
zostrojiť trojuholník ACB' o stranách u, 13, 13 a taký, že

В

Obr. 35
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bod В' leží v tej istej polrovine určenej priamkou AC ako
bod B. Uahko vidieť, že štvoruholník AB'CD má vlastnost’ Q
a obsah váčší ako štvoruholník A BCD (lebo má váčsiu stra-
nu AB v případe i) a váčšiu stranu BC v případe ii)). Tým je
pomocné tvrdenie dokázané.

Předpokládá jme, že štvoruholník ABCD má vlastnost’ Q.
Ak dížky jeho stráň sú 3, 13, 13, 13, tak pre jeho obsah padla
úlohy A - P - 1 platí

1 a +y
— 3.133 cos2 —-— =

2

a + У
— 3.133 cos2 —-— .

2

P2 = —.36.16.16.16
16

962

a+y
= 96, tak nutné cos —- — = 0, teda oc -f- у = тс. То

ale znamená, že ABCD je tětivový štvoruholník. Naviac, ak
je netetivový, tak jeho obsah je menší ako 96.

Podlá pomocného tvrdenia, ak štvoruholník má vlastnost’ Q
a nemá tri strany dížky 13, tak existuje štvoruholník s vlast-
nosťou Q o stranách 3, 13, 13, 13 a s váčším obsahom.

Z uvedeného vyplývá, že jediný štvoruholník vyhovujúci
podmienke úlohy je tětivový o stranách 3, 13, 13, 13.

Ak P

A - I - 3

V rovině je dána konečná množina bodů. Každý z nich je
označen právě jednou ze tří barev, a přitom je každá barva
použita alespoň pro jeden bod. Dokažte, že existuje kruh,
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který obsahuje po jednom bodu dvou barev a alespoň jeden
bod třetí barvy.

Riešenie. Označíme L danú konečnú množinu bodov.

Zrejme existuje kruh, ktorý obsahuje všetky body množiny L.
Cahko vidieť, že existuje kruh Ко s týmito dvomi vlastnosťa-
mi:

i) kruh Ко obsahuje aspoň jeden bod každej farby;
ii) ak kruh К je taký, že К n L má menej prvkov ako Ко n L,

tak К neobsahuje body všetkých troch farieb.
Ukážeme, že kruh Ко je hladaný kruh, tj. obsahuje len

po jednom bode dvoch farieb.
К dókazu potřebujeme pomocné konštrukcie. Ak kruh К

má střed 5 a poloměr r, tak jeho hranica h (К) je kružnica so
stredom a polomerom r.

Uvažujme kruh К — (S; r). Nech r' je najváčšie z čísiel
\SX\, X e К n L. Potom r r. Ak K' — (S; r'), tak zrejme
platí K' n L = К n L a existuje bod množiny L na hranici
h (К'). Teda v dálšom bez újmy na všeobecnosti móžeme
vždy předpokládat’, že h (К) n L Ф 0.

Dokážeme teraz prvé pomocné tvrdenie:
Ak К n L má aspoň dva prvky, tak existuje kruh K' taký, že
KnL — K'nLah (К') nlmá aspoň dva prvky.

Podlá vyššie uvedeného móžeme předpokládat’, že h (K) n
n L Ф 0. Nech A e h (K) n L, tj. A je bod množiny L
ležiaci na hranici kruhu K.

Ak bod X patří do kruhu К, X Ф A, tak označíme Sx
priesečník osi súmernosti úsečky AX s priamkou AS. Lahko
vidieť, že bod Sy leží na úsečke AS. Nech Xo e К o L,
Xo Ф- A je taký, že pre každé X e К n L, X Ф A platí
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|S*0S| ^ \SXS\. Existencia takého bodu Ar0 vyplývá z toho,
že množina К n L — {A} je konečná a neprázdná (lebo
К n L má aspoň dva body). Nech S' = Sx0 a r' — \Sx A\.
Ukážeme, že K' = (S', r') má požadovanú vlastnost’.

Zrejme К' с К a teda K' n L ^ К n L. Ak X e К n L,
tak buď X = A alebo X Ф A. Zrejme A e K'. Ak X Ф A,
tak |SXoAT| ^ |Ax(i5'x| + |5xA'|. Ale \XSx\= a|č>x0>SxH-
+ |£д:Л| = r'. Teda X E K'. Zrejme AyoATo| = r a teda Xo
leží na hranici kruhu K'.

Dokážeme druhé pomocné tvrdenie:
Ak A e h (К) n L, tak existuje kruh K' taký, že K' n L =
= К r L {A}.

Nech d je najmenšie z čísiel |XS|, kde X e L — K. Potom
d > r. Na priamke AS zvolíme bod S' taký, aby platilo |Л5[ <

d + r
< \AS'\ < ——

X e L n К (ak také X neexistuje, tak stačí položit’ r'
Ukážeme, že K' — (S'\ r') je hladaný kruh.

. Nech r' je najváčšie z čísiel |AiS'i, X Ф A,

r)•

Ak X e LnK, X ф A, tak \S'X\ < \SX\ + |55'| ^
[č>'/4[. Z toho vyplývá, že j5'/í| > r,< |5Л| + \SS'\

a teda A nepatří do K’.
r í -

+ \S'S\ < |S'zí| f |S'S\ ф d. Z definície čísla d vyplývá,
že X e K. Ukázali sme, že L n K' c= Lr\K — {A}.

Naopak, nech X e L n К, X Ф A. Potom podlá definície
čísla r' je \XS'\ ф r a teda X e L n K'.

Tým je druhé pomocné tvrdenie dokázané.
Dokážeme teraz, že kruh Ко je hladaný kruh. Budeme

dokazovat’ sporom. Předpokládáme, že kruh Ко obsahuje

Nech X e LnK'. Potom \XS\ ф |АА'| + \S'S>
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aspoň po dva body dvoch farieb, napr. aspoň dva body prvej
farby a aspoň dva body druhej farby. Podra prvého pomocného
tvrdenia možeme předpokládat’, že na hranici h (Ко) ležia
aspoň dva body množiny L. Označíme ich A, B. Buď sú
obidva tretej farby, alebo aspoň jeden z nich, povedzme A,
je jednej z prvých dvoch farieb. V obidvoch prípadoch exis-
tuje vln Ко bod X Ф A, ktorý je rovnakej farby ako bod A.
Podlá druhého pomocného tvrdenia existuje kruh К taký, že
Kn L A}. Kruh К obsahuje body všetkých
troch farieb, a to je spor s vlastnostem ii) kruhu Ко.

K0nL i

Poznámka. Úlohu možno riešiť aj mnohými inými postup-
mi. Například vhodnou kruhovou inverziou možno úlohu
previesť na Madame polroviny g, ktorá obsahuje po jednom
bode dvoch farieb a aspoň jeden bod tretej farby. Nájsť takú
polrovinu o je jednoduchšie.

A - I - 4

Pre každé kladné reálne čísla x\, ..., xn, уъ ■ • Уп platí

4rí11
N(13) > —

— n

ХкУк 2 (** + УкУk = 1
k - 1

Dokážte. Kedy platí rovnost’?

Riešenie. Nerovnost’ (13) je ekvivalentná s nerovnosťou

1
(х/с Ф Ук)2 . ^ —— > 4n2.

ХкУк
(14)

кk = 1
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Zrejme platí

П Пn n

v Ук2 — 2 У xkyk.
k = i

0 ^ 2 (** — Ук)2
k - 1

Z Xk2 +
k = 1

Z,
k = 1

Teda

JíПП

2 (x* + ук)2 = 2 X&2 + 2 Ук2 +
л - 1k = 1* = 1

пп

г 2 2 >42
k = 1 * = 1

п

Rovnost’ platí vtedy a len vtedy, ak 2 (x* — Ук)2 = 0, tj. ak
к - 1

** =Ук pre k = 1, 2,
Z uvedenej nerovnosti dostáváme

П П П П

11

22 I
k = i

2(x* f Ук)2 ■
—- > 4 .

ХкУк
ХкУк ■

ХкУк
к = 1 к = 1к = 1

(15)

Podlá nerovnosti (6) z úlohy A - P - 3 platí

П П

1

2 2(16) > n2.ХкУк ■

ХкУк
к = 1 к = 1

Odťial pomocou (15) už vyplývá nerovnost’(14), a teda aj (13).
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Rovnost’ v nerovnosti (13) nastáva právě vtedy, keď platí
rovnosť v nerovnosti (15) a (16), a to je jedine v případe xi =
= yi= • • • = xn= уn.

A - I -5

Na škole pracuje 64 žiakov v piatich záujmových krúžkoch.
Každý krúžok má aspoň 19 členov. Žiaden žiak nepracuje
vo viac ako troch krúžkoch, ale každé tri krúžky majú aspoň
jedného spoločného člena. Dokážte, že existujú dva krúžky,
ktoré majú spoločných aspoň páť členov.

Riešenie. Označíme K\, ..., /С5 množiny členov prvého
až piateho krúžku. Podlá zadania úlohy žiadne štyri z mno-
žín /Ci, ..., /С5 nemajú spoločný prvok.
Označíme (i,j, l — 1, 2, ..., 5):

ki = \Ki\, kij = \Ki n KjI, kiji = Kj n Kj n Кi\.

Podlá zovšeobecnenia (12) úlohy A - P - 4 platí

5

ž kj + 2 kiji.
i <j < 1

2 ki64 = |/Ci и ... и K5\
i < ii = 1

Zo zadania úlohy vyplývá, že кщ > 1, ki > 19.

Teda

5

2 ř,>5.19 = 95,
i = 1
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jhn g
i < j < i

. i = 10.

Teda

5

2 ki! = 2 k, + 2 km - 64 > 95 4- 10 - 64 = 41.
i <j i = 1 i < i < l

Keby bolo každé kц menšie ako 5, tak

^><g.4=
* < j

10.4 - 40.

To však nie je, teda existujú také dva indexy i, j, že кц > 5.
To ale znamená, že krúžky K{, Kj majú aspoň páť spoločných
členov.

A - I -6

Riešte sústavu rovnic s neznámými xi, ..., xn (c, d sú
reálne čísla):

—2xi
Xi — 2X2

4- *2 = C,

-f- Хз — c,

(17)
Xn — 2 2xn _ i “j- Xn c,

Xfi — i — 2xn + d = c.
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Riešenie. Zo zadania úlohy vyplývá, že n > 2. Označíme
xre + i = d. Ak sčítáme prvých / rovnic sústavy (17), tak dosta-
neme rovnice

— Xi — Xi -f X2 = c,
— Xi — X2 + X3 = 2c,

(18)
— Xi — Xl + Xl + 1 = Ic,

— Xl — Xn + xn + 1 = nc.

Spočítáním prvých k rovnic (18) dostaneme pre k = 1, 2, ...

...3n:

1
(19) (^ + 1) *i + xjc +1 — 2 k (k -{- V) c.

Pre k = n oddal vyplývá

d 1
Xl = , T — T nc.n + 1 2

Pomocou (19) dostaneme

k k1 1
-k(k — l)c+ —— d — - nc = - k (k — 1 — n) c +
А П | 1 A A

Xk =

k
+ _Ll^n + 1

pre £ 1,2, ., n.
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Skúškou 1’ahko zistíme, že čísla

k1
Xk=-k(k n) C -f —d, k = 1, 2, ..., n

n | i
- 1

sú riešenia sústavy rovnic (17).

SOUTĚŽNÍ ÚLOHY II. KOLA

A - II - 1

Určete všechny w-tice reálných čísel *i, X2, ..., xn, která
vyhovují rovnicím

a:i2 — 3*1 -f 4 = *2

*22 — 3*2 + 4 = *3

(20)
X2n - 1 — 3xn _ 1 + 4 = xn

Xn2 — 3xn + 4 = *1.

Riešenie. Eahko vidieť, že w-tica 2, 2, ..., 2 je riešením
sústavy (20). Ukážeme, že je to jediné riešenie tejto sústavy.

Nech у = *2 — 3* -j 4. Z jednoduchej identity

у — x = x2 — 4* -j- 4 = (* — 2)2

vyplývá, že pre x Ф 2 platí у > *.
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Nech xiy x2, ..., xn je riešenie sústavy (20). Ak niektoré
Xi je rovné 2, potom z z-tej rovnice sústavy (20) vyplývá, že
Xi + i = 2, a z posledněj rovnice vyplývá xi = 2. Podlá prvej
rovnice je potom aj x2 — 2 atď. Úhrnom: ak niektoré Xi — 2,
tak xi — x2 — ... — xn =2.

Předpokládá jme teraz, že xi Ф 2. Potom aj X2 ф 2, ..

... xn Ф 2. Podlá vyššie uvedeného však platí
• )

X] < X2,

X2 < X3,

Xn — 1 ^ x1lj

Xn < Xi,

čo je spor.
Teda я-tica 2, 2, ..., 2 je jediné riešenie sústavy (20).

Iné riešenie. Sústavu (20) upravíme na ekvivalentnú
sústavu

xi2 — 4xi -f 4 = X2 — x\

X22 — 4X2 + 4 = X3 я:2

(20')
xn -i2 — 4x„ _ i + 4 = xn — xn - i

xn2 — 4xn + 4 = Xi — xn.

Ak spočítáme tieto rovnice, po jednoduchéj úpravě dostaneme

(xi - 2)2 + (x2 - 2)2 + ... + (xn - 2)2 = 0.

Riešením tejto rovnice je jediná и-tica čísiel 2, 2, ..., 2.
Skúškou zistíme, že táto w-tica je aj riešením sústavy (20).
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A - II - 2

Najděte všechny konvexní čtyřúhelníky, pro které je součet
délek dvou stran roven 6, součet délek zbývajících dvou stran
je 8 a obsah je 12.

Riešenie. Musíme uvažovat’ dve možnosti:

a) súčet dížiek dvoch prilahlých stran je rovný 6;
b) súčet dížiek dvoch protiřahlých stran je rovný 6.

Uvažujme případ a). Použijeme vzorec (Г) z úlohy A - P - 1.
Bez újmy na všeobecnosti móžeme předpokládat’, že

a 4- b = 6,
c -f d = 8.

Potom podlá vzorca (Г) platí

1
122 = — (—a + b + 8) (a — b + 8) (6 — c -f- ď)16

a + у
d) — abcd cos2 —-— ,(6 + c

a teda

1
(82 — (a — b)‘2) (62 — (c — d)2) — abcd cos2 —.16 2

Číslo na právej straně tejto rovnosti je vždy menšie alebo
rovné číslu

122 =

1 1
. 82.62 = . 82.62 = 22.62 = 122.

4216
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Teda musí platit’ rovnost’, a tá zrejme nastáva jedine v případe

a +y
a — b — 0, c — d — 0 a cos —-— = 0.

Z toho vyplývá, že a ~ b = 3, c — d — 4 a a -f у = тг.
Tento štvoruholník (deltoid) je riešením úlohy.

V případe b) dostaneme podobnou úpravou (teraz a -f c = 6,
6 + d = 8):

1
— (82 — (a — c)2) (62 — (b — d)2) — afcí/ cos2 —,16 2

122 =

a teda a = c — 3, 6 = ú = 4 а а+у=тг. Tento stvoř-
uholník (obdížnik) je tiež riešením úlohy.

Úhrnom, riešením úlohy sú dva konvexně štvoruholníky:
deltoid o stranách 3,4 a obdížnik o stranách 3,4.

A - II - 3a

Trojúhelník o stranách a, b, c má obsah P a trojúhelník
o stranách и, v, w má obsah Q. Dokažte, že pak platí

а2 (—M2 -j- a2 + zv2) -p b2 (u2 — v2 + w2) +
4- с2 (m2 -f- ^2 — w2) > 16 PQ.

(21)

Pro které trojúhelníky platí rovnost?

Riešenie. Označíme у uhol v prvom trojúhelníku ležiaci
proti straně c a <p bude uhol v druhom trojuholníku proti
straně w. Potom platí
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1
P = — ab sin y,

1
Q = — uv sin cp.

Podlá kosinusové) vety platí

c2 = a2 + b2 — 2ab cos y,
u2 -f v2 — w2 = 2uv cos (p.

Pomocou týchto štyroch identit nerovnost’ (21) přepíšeme na

ekvivalentný tvar

á2 (2v2 — 2uv cos (p) -f b2 (2u2 — 2uv cos (p) +
-f (a2 + b2 — 2ab cos y) 2uv cos (p > 4abuv sin у sin op.

Úpravou dostaneme nerovnost’

2 (a2v2 + b2u2) — Aabuv (cos у cos q + sin у sin rp) > 0.

Použitím vzorca pre kosinus rozdielu a jednoduchou úpravou
získáme nerovnost’

(22) (av — bu)2 -j- 2abuv (1 cos (y — (p)) > 0,

ktorá je ekvivalentná s nerovnosťou (21).
Pretože cos (y — q>) ^ 1, tak nerovnost’ (22) vždy platí.

Tým sme dokázali nerovnost’ (21).
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V nerovnosti (22) platí rovnost’ vtedy a len vtedy, keď
obidva sčítance sú rovné nule, tj.

av = bu

a

COS (y —(f) = 1.

и : v, tj. v případe, keďTo nastáva v případe у — cp a a : b
trojuholníky sú podobné a a, b, c a u, v, w sú odpovedajúce
si strany.

A - II - 3b

Nech k, m, n sú prirodzené čísla. Potom číslo

lm + 2Ш -f ... + (nk — \)m + [nk)m

je dělitelné číslom nk ~ l. Dokážte.

Riešenie. Označíme

\)m + (nk)m.Lk = Vn + 2m + ... + (nk

Matematickou indukciou dokážeme, že pre každé k je číslo Lk
dělitelné číslom nk ~1.

Pretože n1 ~ 1 = n° = 1, tak pre k = 1 tvrdenie zrejme
platí.

Předpokládáme, že Lk je dělitelné číslom nk ~1. Upravíme
výraz pre Lk + i takto:
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\m _|_ 2» + . . . + (и*)™ +
+ (nk + l)m + •... + (Пк + nk)m +
L/c + i

(23) +

+ ((n - 1) я* + l)m + • • • + ((я 1) -f

Podlá binomické) vety platí

(ni
(jnk + i)m = im + im - 1 .

Označíme

(:)■+... +í°. jm(nk)m~1Ai}=im~lJ

Teda

(jnk + i) ím + Aij.nk.m

Súčet v (j + l)-om riadku výrazu (23) potom bude

(jnk + \)m + ... -f (jnk + nk)m
+ nk (Ajj + ... + Ank.)

lm + ■ ■ • + (nk)m +
Lk + nk. Bj,

kde

Bj — A\j ... -j- Ankj.

Úhrnom z (23) dostaneme

L/c + i — Lk + (Lk nkBi) -j- ... -|-
"f (Lk + nkBn _ i)
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a teda

(24) Lk +1 — tiLk + nk (Вi -(- ... + Bn _ i).

Lahko vidieť, že Bi, B2, ..., Bn _ 1 sú prirodzené čísla. Podl’a
indukčného předpokladu, číslo L* je dělitelné číslom nk ~ l.
Z vyjadrenia (24) vyplývá, že číslo Lk ^ 1 je dělitelné číslom nk.

SOUTĚŽNÍ ÚLOHY III. KOLA

A - III - 1

Dokažte, že pro každé celé nezáporné číslo k je součin
(k + 1) (k 2) ... (k -f- 1980) dělitelný číslem 1980197.

Riešenie. Rozložíme číslo 1980 na súčin mocnin prvo-
čísiel:

22.32.5.11.1980

Stačí ukázat’, že súčin

Sk = (k + 1) \k + 2) ... (k + 1980)

je dělitelný číslami 22-197, 32’197, 5197 a ll197.
Lahko vidieť, že Sk je dělitelný číslom 2"° (lebo každé

druhé číslo je párne), a teda aj číslom 22’197. Podobné Sk je
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1980 : 3
= 3660, a teda aj číslom 32-197. Keďže 5.197<dělitelné 3

< 1980, každé piate číslo je dělitelné číslom 5, tak Sk je
dělitelné číslom 5197.

Z čísiel k + 1, k + 2, ..k + 1980 je právě 1980 : 11 =
= 180 dělitelné číslom 11. Niektoré však móžu byť dělitelné
aj číslom ll2. Keďže 16.II2 = 1936 < 1980, tak aspoň 16
z týchto čísiel je dělitelné číslom ll2. Ale aj ll3 = 1331 je
menšie ako 1980. Teda aspoň jedno z čísiel k + 1, ..., k (
4 1980 je dělitelné treťou mocninou čísla 11. Z uvedeného
vyplývá, že Sk je dělitelné číslom

Ц180 + 16 + 1 — Ц197

To sme chceli dokázat’.

A - III -2

Najděte velikosti stran rovnoramenného lichoběžníku, který
má nejdelší stranu 13 cm, obvod 28 cm a obsah 27 cm2. Existuje
takový lichoběžník, předepíšeme-li obsah 27,001 cm2?

L

X
I/

13

Obr. 36
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Riešenie. Zo zadania úlohy jednoducho vyplývá, že naj-
dlhšou stranou musí byť váčšia základňa.

Označíme dížku ramena л; a dížku kratšej základné y. Zo
zadania úlohy potom vyplývájú rovnice (pozři obr. 36):

2x + y + 13 = 28
(25)

13 • .v | mX2 27.
2

Z prvej rovnice vyjádříme j>:

у = 15 — 2x

a dosadíme do druhej rovnice. Po úpravě dostaneme

(14 - x).l;/2x - 1 = 27,

a teda

(14 — я:)2 (2.x(26) 1) = 272.

Keďže у je kratšia základňa, tak у íSJ 13, a teda x 1. Z prvej
rovnice (25) vyplývá, že 2x < 15. Úhrnom

15
(27) 1 x <

2 '

Potřebujeme nájsť všetky riešenia rovnice (26) vyhovujúce
podmienke (27).
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Podia nerovnosti medzi aritmetickým a geometrickým
priemerom kladných čísiel

(« -f v +u.v.w ^

máme (podlá (27) čísla 14 — x, 2x — 1 sú kladné):

x + 14 — л; -f 2x — l^3(141)^(14 - x)2 (2x 3

(28) = 93 = 272.

Rovnost’ nastáva jedine v případe 14 —- x = 2x — 1, tj. pre
x — 5. Teda jediné riešenie rovnice (26) je x = 5.

Z uvedeného vyplývá, že existuje jediný lichoběžník vyho-
vujúci podmienkám úlohy a to je lichoběžník o stranách
13, 5, 5, 5.

Z nerovnosti (28) vyplývá, že obsah lichoběžníka s naj-
dlhšou stranou 13 a obvodom 28 je menší alebo rovný 27.
Teda neexistuje lichoběžník s uvedenými vlastnosťami a ob-
sahom 27,001.

Poznámka. Rovnicu (26) možno riešiť aj tak, že pomocou
diferenciálneho počtu vyšetříme priebeh funkciejy =( 14 — x)2 .

• (2x — 1) a zistíme, že v intervale <1, 15/2) má jediné maxi-
mum v bode x = 5.

A- N1-3

Množina M vznikla z roviny vyjmutím tří bodů A, В, C,
které jsou vrcholy trojúhelníka. Jaký je nejmenší počet kon-
vexních množin, jejichž sjednocením je M ?
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^ с

Obr. 37

Riešenie. Ukážeme, že najmenší počet konvexných mno-

žín, ktorých zjednotenie je množina M, je tri. К tomu je
potřebné dokázat’ dve tvrdenia: i) množina M sa dá vyjadriť
ako zjednotenie troch konvexných množin a ii) množina M
sa nedá vyjadriť ako zjednotenie dvoch konvexných množin.

Dokážeme najprv tvrdenie i), a to tak, že zostrojíme tri
konvexně množiny K, L, N také, že M^KuLuN.

Nech К je množina všetkých bodov, ktoré ležia vnútri
uhla ABC alebo vnútri úsečiek AB, BC (pozři obr. 37). Nech
L je množina všetkých bodov, ktoré ležia mimo polroviny
ABC alebo na polpriamke opačnej к polpriamke AB (okrem
bodu A). Podobné nech N je množina všetkých bodov, ktoré
ležia mimo polroviny BCA alebo na polpriamke opačnej
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к polpriamke СВ (okrem bodu C). Lahko vidieť, že К, L, N
sú konvexně množiny a že ich zjednotenie je množina M„

Dokážeme teraz tvrdenie ii) sporom. Predpokladajme, že
množina M sa dá vyjádřit’ ako zjednotenie dvoch konvexných
množin P, Q. Na priamke AB zvolíme tri rózne body U,
V, W také, že bod A leží vnútri úsečky UV a bod В leží vnútri
úsečky VW (pozři obr. 38). Body U, V, W patria do množiny

M a teda aj do zjednotenia P и Q. Potom niektorá z mno-
žín P, Q musí obsahovat’ dva z týchto troch bodov. Nech je
to množina P. Móžu nastat’ tri případy: a) U, V e P, b)č/,
W e Рас) V, W e P. Keďže množina P je konvexná, tak
v případe a) a b) máme A e P a v případe c) máme Be P.
To je však spor s tým, že А, В ф M.

А - III-4

Nech ai < й2 < ... < an sú reálne čísla, /(*) = 2 \x —
i - i

— сц I, n párne. Nájdite minimum tejto funkcie.
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Riešenie. Pre n — 2 fahko zistíme priebeh funkcie / a zostro-
jíme jej graf (pozři obr. 39):

a1 a2

Obr. 39

f(x) = ai + a2 — 2x
f(x) = a2 — ai

/(x) = 2x — (CL\ + CL2) pre X > <22.

pre x < ai

pre ai ^ x ^ <22,

Ak x < ai, tak <21 + a2 — 2x > a\ + &г — 2ai = a2 — a\.

Podobné ak x > a2, tak 2x — (ai - - a2) > 2a> — {сц + <22) =
= a2 — ai. Z toho vyplývá, že funkcia / nadobúda svojho
minima a2 — ai v každom bode intervalu <ai, ai).

Ak n je 1’ubovol’né párne prirodzené číslo, n — 2k, tak
hodnotu funkcie / v bode x vieme vyjadriť ako súčet hodnot k
funkcií:

/(*) = (I* — «il + I* ви|) + (I* -

. . . (jx — <2&| + \x
«2I + |x — an _ 1!) +...

-

+ ll)-
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Každá z funkcií \x — <ц\ + |x — an + i _ *| nadobúda svoje
minimum an + i - i — Щ na intervale (a*, an + i - *>. Pre
tieto intervaly platí

Ol, a„ - i> 3 <a2, a„- 2> 2 ... 3 (ak, ak + i>.

Teda funkcia / nadobúda svoje minimum na najmenšom
z týchto intervalov (ak, ak +1) a hodnota tohoto minima je
číslo

k

2 (ak + i
i = 1

<h).

A - III -5

Riešte v obore celých čísiel sústavu nerovnic

3x2 + 2yz 5^ 1 + jy2
3y2 + 2,гх ^ 1 + z2
3z2 + 2xy 5^ 1 + x2.

(29)

Riešenie. Ak spočítáme všetky tri nerovnice, po jedno-
duchej úpravě dostaneme nerovnicu

(30) x2 + y2 -f z2 -f (x + у + z)2 ^ 3.

Každé riešenie sústavy nerovnic (29) je aj riešením nerovnice
(30). Ak x, y, z je celočíselné riešenie nerovnice (30), tak
nutné I*] ^ 1, |jyj 1, tj. x, y, z1, 1*1 -1, 0, 1. Ak
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1*1 = 1, tak podia prvej nerovnice (29) je 2у z ^ 1 — 3 4-
1. Tedajya: = — 1. Potom však |j;| —

= |я| = 1 a z druhej a tretej nerovnice (29) podobným
spósobom dostaneme xz — — 1 a xy — — 1. To však nie je
možné, lebo potom by bolo

x2y2z2 — xy.xz.yz = (—l)3 = — 1.

Teda x — 0. Podobné sa zistí, že musí byť у — z = 0. Skúš-
kou lahko overíme, že 0, 0, 0 je jediným celočíselným rieše-
ním sústavy nerovnic (29).

+ y* S -2 + 1 =

A - ill -6

Nech M je množina piatich bodov v priestore, z ktorých
žiadne štyri neležia v rovině. Nech je ďalej R množina sied-
mich rovin s vlastnosťami:

a) Každá rovina z množiny R obsahuje aspoň jeden bod
množiny M.

b) Žiadny z bodov množiny M neleží v piatich rovinách
množiny R.

Dokážte, že existujú také dva rožne body P, Q, P e M,
<2 e M, že priamka PQ nie je priesečnicou žiadnych dvoch
rovin z množiny R.

Riešenie. Nech M = {A\, ..., A5}. Nech R* je množina
tých rovin z množiny R, ktoré obsahujú bod Ai, i = 1, 2,..., 5.
Nech R*y je množina tých rovin z množiny R, ktoré obsahujú
body Ai, Aj. Teda Ry = Ry- n Rj. Podobné označíme Ry* =
= Ri n R, n R^t, Rнм = Ri n R; n Rfc n R/, i, j, k, 1 =
= 1,2, •.., 5, 1 ^ y, k, /, j k, /, k l.
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Keďže žiadne štyri body množiny M neležia v jednej rovině,
tak Rij/ci = 0 pre i < j < k < l. Podlá podmienky b) máme

4 pre i — 1, 2, ..., 5.
Číslo 3 |Ry*| udává počet rovin, ktoré obsahujú právě

i <j < k
tri body množiny M. Keďže každý bod leží najviac v štyroch
rovinách množiny R, tak máme

R<

3. V |Ryjfc|^4.5.
i < j < k

Teda

Z |Ry*l ^ 6.
i <j < k

5

Podlá podmienky a) je 2 [Rť 1= R|.
i = 1

Podía principu inklúzie a exklúzie (úloha A - P - 4) máme

5

Z Ry! + Z !Ry*l-7= Z IRil
i = i i < i i < j < k

Z tejto rovnosti vyplývá

5

z |Ry| = Z 'Rí\ + Z Rm\ - 7 < 5.4 + 6 - 7 = 19.
* < i i = 1 i <j < k

Kedže (’) = 10, tak sčítancov na lávej straně je 10 a aspoň

jeden musí byť menší ako 2. Teda existuje dvojica i <j taká,
že |Ry| < 1. Body A), Aj ležia teda najviac v jednej rovině
z množiny R, t.j. priamka AiAj nie je priesečníkom dvoch
rovin z množiny R.
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