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2. československé střetnutí

ŽILINA, 2.-5. JUNA 1996
Po minuloročnej premiére v Jevíčku v Českej republike sa v tomto ročníku
MO konala medzištátna súťaž medzi družstvami mladých matematikov
po prvýkrát na Slovensku. Celé stretnutie prebiehalo v priestoroch SOU
chemického v Žiline. Organizáciu zabezpečoval doc. RNDr. Vojtech Bá-
lint, CSc., z VŠDS v Žiline.

Úlohou tejto súťaže nie je len porovnanie sil zúčastněných družstiev,
připadne příprava na MMO, jej cielbm, je najma spoznanie sa najlep-
ších riešitelov olympiád z dvoch tradíciami spriaznených krajin. Nakolko
medzi súťažiacimi nie je žiadna jazyková bariéra, celá organizácia po-
dujatia je oproti iným medzinárodným súťažiam značné zjednodušená.
Preto nie je potřebné prekladať zadania či riešenia do iných jazykov.
Po rozdělení bývalého spoločného státu Čechov a Slovákov sa mnoho kon-
taktov přerušilo. Može nás tešiť, že matematickú olympiádu tento vývoj
nepostihol a okrem společných úloh a spolupráce pri zabezpečovaní MO
pretrvávajú kontakty nielen medzi vedeniami olympiád (predovšetkým
Úlohová komisia MO), ale aj medzi riešitelmi.

SúčetMěno Ročník, škola bodyPor.

4 G Zborovská, Praha
4 G V. Okružná, Žilina
3 G Trebišov
3 GJH, Bratislava
4 GMK, Bílovec
4 G Zborovská, Praha
4 G Zlín
4 G Stropkov
4 G Komárno maď.
4 G tř. Kpt. Jaroše, Brno
3 G Hellichova, Praha
2 G V. Okružná, Žilina

Michal Beneš
Ivan Cimrák
Miroslav Dudík
Vladimír Marko
David Opěla
Tomáš Bárta
Daniel Král’

Eugen Kováč
Tamás Varga
Robert Špalek
Jan Spěvák
Viera Růžičková

747777
747777
747777
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747737
757717
747727
676717
707717
427026
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Opravovanie riešení vždy zabezpečuje domáca strana a na koordi-
nácii hodnotenia sa podiefajú vedúci jednotlivých družstiev. Tento rok
nimi boli doc. RNDr. Vojtech Bálint, CSc., a Richard Kollár zo Sloven-
ska a doc. RNDr. Jaromír Šimša, CSc., z Ceskej republiky. Potešujúcou
skutočnosťou móže byť, že Úlohová komisia MO sa venuje aj tejto súťaži,
a tak boli všetky předložené úlohy povodně. Boli to najma úlohy, ktorých
náročnost’, alebo tematické zameranie překračuje možnosti kategorie A.

, Zoznam súťažiacich aj s výsledkami súťaže je v tabulke. Rovnako ako
v minulom ročníku lepšie obstál tím Ceskej republiky. Budúci ročník
súťaže sa uskutoční v Ceskej republike.

Texty soutěžních úloh1.Nechť Z* označuje množinu všech celých čísel různých od nuly. Do-
kažte, že celé číslo p > 3 je prvočíslo, právě když pro každou dvojici čísel
a, b € Z* právě jedno z čísel

, / p — 1
Ni = a + b — 6ab -\ —

6
N2 = a + b + 6ab + —

6

(J. Šimša)leží v množině Z*.2.Na neprázdné množině M je dána operace *, která každé uspořádané
dvojici prvků (a, b) € M x M přiřadí nějaký prvek c € M, který označu-
jeme c = a* b. Uvažujme operace * s vlastností, že vztahy

(a*b) *b = a a* (a* b) — ba

platí pro libovolné prvky a, b € M.
a) Dokažte, že každá takováto operace je komutativní, tj. pro všechna

a, b G M platí rovnost a * b = b * a.

b) Na kterých konečných množinách M takováto operace existuje?
(J. Šimša, T. Werner)3.Pravidelný čtyřboký jehlan má délku hrany podstavy 2a a délku boční

hrany ay/l7. Uvnitř jehlanu je zvolen bod M. Uvažujme pět jehlanů
podobných danému, které mají hlavní vrchol v bodě M a jejichž podstavy
leží v rovinách stěn daného jehlanu. Dokažte, že součet povrchů těchto
jehlanů je větší nebo rovný jedné pětině povrchu daného jehlanu. Kde je

(P. Leischner)potřeba zvolit bod M, aby nastala rovnost?

135



4.Nechť Z označuje množinu všech celých čísel. Rozhodněte, zda existuje
funkce /: Z -> Z taková, že pro každé к = 0,1,2,..., 1 996 a pro každé
m G Z má rovnice f(x) + к ■ x = m aspoň jedno řešení x v oboru celých
čísel. (J. Šimša)
5. Na přímce jsou dány dvě množiny intervalů A a B. Množina A obsahuje
2m — 1 intervalů, kde m G N, přičemž žádné dva intervaly z A nejsou
disjunktní, nemají společný jen krajní bod, a každý interval z A obsahuje
aspoň dva disjunktní intervaly z B. Dokažte, že v В lze najít interval,
který patří aspoň m intervalům z A.
6. Uvnitř stran АС a BC trojúhelníku ABC jsou po řadě zvoleny body E
a D. Označme F průsečík přímek AD a BE. Dokažte, že podíl obsahů
trojúhelníků ABC a ABF splňuje vztah

(P. Hliněný)

\AC | \BC\
\AE\ \BD\ ■

Sabc
Sabf

(P. Leischner)

Řešení úloh

1. Keď je výraz N\ nulový, dostaneme zo zadania rovnost’ p =
= (6a — l)(6fe — 1). Podobné, ak je nulový výraz A^2, dostaneme rovnost’
p = -(6a + 1)(66 + 1).

Najprv dokážeme prvú časť ekvivalencie. Nech je p > 3 prvočíslo.
Rozlišíme dva případy p = 1 (mod 6) ap = —1 (mod 6) (iný případ
zrejme nemože nastat’). V prvom z nich zrejme N2 ^ Z*. Predpokladajme,
že pre niektorú dvojicu a, b G Z* platí aj N1 <£ Z*, čiže N\ = 0. To je
však zrejme možné, len ak je jedno z čísel |6a — 1| alebo \6b — 1| rovné 1
(inak by p nebolo prvočíslom). Preto by muselo byť jedno z čísel a, b
rovné nule, čo však nie je možné. Obdobné dostaneme spor aj v případe
p = — 1 (mod 6).

Teraz predpokladajme, že p > 3 nie je prvočíslo. Okrem prípadov
p = ±1 (mod 6) nemóžeme dostat’ ani N\, ani N2 celé. Potom však májů
všetky delitele čísla p tvar 6k ± 1. Číslo p má teda aspoň jeden z možných
rozkladov:

p = (6c + l)(6ď- 1),p = (6c + l)(6d +1), p = (6c — l)(6d — 1)

kde c a d sú prirodzené čísla. V prvom případe N2 nie je celé a pre
a = —c a b = —d dostáváme Nx = 0,.v druhom případe opat’ iV2 nie je
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celé a Ni = O pre а — c a b = d. Napokon v treťom případe Ni nie je
celé a pre a = c a b = —d dostáváme N2 = 0.

^ V každom případe sme našli dvojicu čísel a, b € Z*, pre ktorú nie je
žiadne z čísel N1, N2 z množiny Z*.

2. a) Podlá prvej identity v zadaní platí [a* (a*b)] *(a*b) = a. Výraz
v hranatej zátvorke je ale podlá druhej identity v zadaní rovný prvku 6,
čiže platí b * (a * b) = a, a teda b * a = b * [b * (a * b)]. Pretože posledný
výraz je podlá druhej identity v zadaní rovný a * b, platí b * a = a * b
a dókaz komutativity je hotový.

b) Prvky lubovofnej n-prvkovej množiny označíme číslami 1, 2,... ,n
a definujeme a*b = c, právě keď n \ (a + b + c). Táto definícia je korektná
(t.j. pre každú dvojicu (a, b) existuje právě jeden taký prvok c) a má
okamžitý dósledok: ak platí a * b = c, potom c*b = aa,a*c = b.
Preto operácia * s požadovanou vlastnósťou existuje na každej konečnej
množině.

3. Všimnime si, že obsah podstavy aj bočnej steny daného ihlana je
rovnaký Si = 4a2. Spojnice bodu M s vrcholmi ihlana rozdelia ihlan na

štyri štvorsteny a jeden štvorboký ihlan. Všetky tieto telesá majú spo-

ločný vrchol M. Súčet ich objemov je objem daného ihlana. Ak označíme
ví (i = 1,..., 5) výšky týchto telies z bodu M, potom

5
1 1

-SiY^yi = 3S1V,
j=i

5

z čoho vyplývá, že vi = v, kde v je výška daného ihlana. Teraz si uve-
í=i

domme, že tieto výšky sú zároveň aj výškami piatich ihlanov podobných
danému zo zadania. Je teda

5

V- v_i
2-^t v
i— 1 i—1

pričom S je povrch daného ihlana, S; sú povrchy piatich vzniknutých
ihlanov a k{ sú ich koeficienty podobnosti s daným ihlanom. Z toho dálej

5

vyplývá, že Yh — vS, čo po umocnění dává
i~ 1

5

s = £si+ Y,
i=1
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Ak dálej použijeme AG-nerovnosť, čiže 2у/SiSj 5Í Si + Sj, dostaneme
5 55

S^’E,Si+4'£iSi = 5'ElSi.
i— 1 i=l

5 1
Teda Si ^ -5. Rovnost’ nastáva, len keď sú všetky ihlany zhodné.

i— 1 ^
Potom je však M stredom gule vpísanej danému ihlanu.

4. Dokážeme, že hládaná funkcia existuje. Po krátkej úvahe možno
nahliadnuť, že stačí nájsť jednoznačné (injektívne) priradenie (k,m) x
a potom definovat’ f(x) = m — kx. Zrejme potom už bude funkcia / spínat’
zadané podmienky.

Položme d = 1 996+1 = 1 997. Podlá vety o delení celých čísel možno
každé číslo x G Z zapísať jediným spósobom v tvare x = md + k, kde
m € Z a kE {0,1,..., d — 1}. Na základe tohoto vyjadrenia (s pevným
d) položme f(x) = m — kx, t.j. f(md+k) = m — k(md+k). Potom každá
rovnica f(x) + kx = m má riešenie (nie nutné jediné) x = md + k.

5. Označme intervaly v množině А ako о:г- = (аг-,Ьг), i = 1,2,..
2m — 1; indexy móžeme zrejme volit’ tak, aby platilo

°1 = a2 = ■ ■ ■ = Й2ш-1-

Nech dálej Ък, к G {m,m + l,...,2m — 1}, je najmenšie z čísel b
bm+1, ..., b-2m-i - Podlá zadania obsahuje interval ak € A dva disjunktně
intervaly z množiny В. Označme ich /3i = (ci,di) a fa = (02,^2). Bez
ujmy na všeobecnosti móžeme předpokládat’, že

ak й ci < di < c2 < d2 ^ bk.

Teraz rozlíšime následujúce případy:
1) di й b{ pre všetky i = 1,2,..., m. Potom ale z (1) aj (3\ C pre

každé i = 1,2,... ,m, a teda (3\ má požadovanú vlastnost’.
2) d\ > bs pre nějaké s G {1,2,... ,m). Vdáka (2) aj C2 > bs. Preto-

že podlá zadania majú každé dva intervaly z A spoločný bod, platí
zároveň bs ^ a; pre všetky i, a teda C2 > a; pre všetky i. Napokon
z definície bk je bk ^ bi pre г G {m, m + 1,..., 2m — 1}. Celkom teda
platí аг- < C2 < d2 ^ bk ^ bi, pre každé г G {m,m + 1,... ,2m — 1},
čiže (32 C «i pre všetky i G {m,m + 1,..., 2m — 1}. Interval /32 má
potom požadovanú vlastnost’.
Tým je dokaž ukončený.

* )

(1)

m}

(2)
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6. Veďme bodom F rovnoběžky so stranami trojuholníka ABC a ich
priesečníky s týmito stranami označme К, L, M, N, O, P (obr. 35).

C

Nj

M,E

D
L

P K\ ВA

Obr. 35 J

Ak ďalej označíme ve, vp vzdialenosti bodov C, F od priamky AB,
potom

\BC\Sabc
_ Vc_

SaBF Vp
(3)IFK\-

Keď teraz použijeme podobnost’ trojuholníkov FLM, PKF a rovnofah-
lost’ úsečiek PM a AC so stredom v В (bod F sa v tejto rovnolahlosti
zobrazí na bod E), dostaneme (rovnolahlosť zachovává poměry dížok
úsečiek)

\LM\
_ \FM\ _ \EC\ _ \AC\

\FK\ ~ \FP\ ~ \AE\ “ \AE\ (4)- 1.

Ďalej platí obdobné

\MC\
_ \FN\ _ \DC| __ \BC\

\FK\ ~ \FK\ ~ \BD\ ~ \BD\ (5)

a podlá (3)
SABC

_ \BC\ _ \BL\ + \LM\ + \MC\
Sabf \FK\

Do poslednej rovnosti dosadíme \BL\ = \FK\ a dížky \LM\, \CM\ vy-
jadrené zo (4) a (5). Tak dostaneme zadaný vztah.

I FK\
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