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Kategorie P

Texty tloh

P-1-1
Cajovnik

Pan Nyi byl dvornim péstitelem ¢aje cisare Tiang-tonga. Byl to péstitel
skute¢né vyhlaseny a jeho cajové listky putovaly nejen do blizkych salka
cisafe Tianga, ale i do dalekych zemi za oceanem. Tajemstvi Nyiho skvé-
lého Caje spocivalo predevsim v peclivosti, s jakou se o své Cajové kere
staral. Nyi byl tak peclivy, Ze si o kazdém svém kefi vedl zdznamy. Psal si
dokonce i to, kolik vétvicek vychazi z kterého mista kefe. Po smrti pana
Nyiho byly zédznamy rozkradeny a jeho nastupce pan Myi tak mél préci
o mnoho téz§i. Rozhodl se proto, ze zdznamy ziska zpét. Problémem ale
je, ze mnoho ruznych podvodnik mu nabizi zdznamy falesné. Ty nastésti
vétsinou obsahuji nesmyslné pocty vétveni, a tak se daji snadno odhalit.
Pana Myiho neustalé ovérovani pravosti zdznamt uz unavuje, a proto
vas pozadal, abyste mu napsali program, ktery mu s ovéfovanim pomi-
ze.

V&s program dostane na vstupu pocet vyznamnych mist N na tdaj-
ném &ajovniku. Vyznamnym mistem na ¢ajovniku je bud misto, kde se
cajovnik vétvi, nebo misto, kde konc¢i néjakd vétev cajovniku. Protoze
zadné dvé vétve Cajovniku nemohou sristat, nemohou vznikat ,cykly*
z vétvi. Déle je na vstupu programu zadano N kladnych celych cisel
c1,C2,...,CN, kde ¢; urCuje pocet Casti kmene, které vychazeji z i-tého
vyznamného mista. Na vystup program vypiSe zpravu, zda mize existo-
vat ¢ajovnik, ktery bude mit takovéto pocéty vétveni.

Formadt vstupu: Vstupni textovy soubor caj.in obsahuje dva radky.
Na prvnim fddku je uvedeno jediné celé éislo N, 1 £ N < 1000. Druhy
fadek obsahuje celd &isla ¢, co,...,cy oddélend mezerami, 1 < ¢; <
<SN-1

Formadt vystupu: Vystupni textovy soubor caj.out obsahuje jediny
fadek tvofeny bud slovem EXISTUJE, nebo slovem NEEXISTUJE.
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Priklad 1 (obr.):

caj.in caj.out
14 EXISTUJE
14311311314111

Priklad 2:
caj.in caj.out
6 NEEXISTUJE
333111
P-1-2
Knihovna

Knihovnice Mila potfebuje objednat dalsi skfin s polickami do své
knihovny; bohuzel vS§ak sama neumi spocitat jeji optimalni rozméry. Mila
by rada do nové skiiné umistila N knih. Kazd4 kniha ma pfifazen jed-
noznacny Ciselny kéd a tyto kddy urcuji poradi knih ve skfini. Kniha
s mensSim kédem se ma nachédzet na stejné nebo vySe umisténé policce
nez kniha s vétSim kédem; na kazdé poli¢ce maji byt knihy s mensimi
kédy umistény vlevo od knih s vét§imi kédy. Vstupem vaseho programu
bude posloupnost N &isel v;, 1 £ i £ N, kde v; je vyska i-té knihy (uspo-
fadano podle rostoucich kédir). Pro zjednoduSeni mizete pfedpokladat,
7e vSechny knihy maji stejnou tloustku 1cm. V4§ program by mél ze
zadanych tdaji spocitat nasledujici:

> Sifku skiiné — oznaéme ji s.

> Pocet policek ve skiini — oznac¢me ho p.

> Vysku w; i-té policky pro kazdé 1 <1 < p.

> Rozmisténi knih do skfiné se spoditanymi parametry, které respektuje

pozadavky na poradi knih zminéné v zadani tohoto pfikladu.

v

Navic si knihovnice Mila pfeje, aby skfifi byla co nejuzsi a pfitom aby
se vesla do mistnosti vysoké 250 cm. Rozmisténi knih, které vas program
nalezne, musi tedy jesté spliiovat nasledujici podminky:

> Vyska libovolné z knih umisténych do i-té policky je nejvyse w;.
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> Soucet tlousték knih umisténych do jedné policky je nejvyse scm,
tj. tato policka obsahuje nejvyse s knih.
> Vyska skfing, kterd je rovna i w;+ (p+1)-1cm (pfedpokladédme, ze
sitka desek oddélujicich poliék;f ve skfini je 1cm), nesmi pfesdhnout
vysku mistnosti 250 cm.
> s je nejmensi moZné.
Priklad: Pfedpokladejme, Ze Mila chce do skfiné umistit celkem
11 knih, jejichz vysky jsou v pofadi podle jejich kddu nésledujici: 40 cm,
10cm, 40 cm, 25cm, 40 cm, 25 cm, 50cm, 40 cm, 40cm, 25cm a 40 cm.
Jedno z optimélnich feSeni by mohlo vypadat nasledovné: Skiini bude
mit §itku pro 3 knihy a celkem 4 poli¢ky s nasledujicimi vyskami: 40 cm,
40 cm, 50 cm a 40 cm. Vyska skfiné je v tomto pfipadé 175 cm. Nalezeni
jednoho konkrétniho mozného umisténi knih do skfiné je snadné.

P-1-3
Transformace

Jedna z metod zpracovani textu pouziva nasledujici transformaéni algo-
ritmus:

Na vstupu méjme n-znakovy fetézec C' = cjca...cn, jehoz vSechny
znaky jsou navzéjem rizné. Retézec C' = Ck+4+1Ck+2 - - - CnC1 - - . Ck, NAZY-
vame Fetézcem C zrotovanym o k (tedy napf. eldat je Fetézec datel
zrotovany o 3). Vezméme si zadany fetézec C a napiSme si pod sebe C,
C zrotovany o 1, ..., C zrotovany o n — 1. Tim jsme ziskali tabulku
n Fetézcl. Ty setfidime v b&Zném lexikografickém potadi (tzn. podle abe-
cedy). Z vysledné tabulky si vybereme posledni sloupec S; déle si také
zapamatujeme Cislo fadku 7, na némz se po setfidéni nachazi nas ptivodni
fetézec. Dvojice (S,7) je vysledek transformace zadaného vstupu. Jak-
koli magicky to vypada, tyto dva tidaje staci k rekonstrukci pivodniho
Tetézce.

Priklad: Na vstupu mame slovo datel. Transformace probiha takto:

datel ateld
ateld datel =*
telda — eldat
eldat ldate
ldate telda

Vysledkem tedy je slovo dltea a informace, Ze ptivodné zadané slovo je
na druhém fadku setfidéné tabulky.
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SoutéZni tuloha. Program dostane na vstupu fetézec S délky n
(1 £ n £ 100), jehoz vechny znaky jsou navzdjem rizné (tj. je-li
S = 5182...5n, pak s; # s; pro kazda i, j, ¢ # j), a ¢islo ¥ (1 £ 7 < n).
Ukolem je najit fetézec C takovy, ze dvojice (S,#) je vysledkem aplikace
vySe popsané transformace na fetézec C' (méate zaruceno, ze takovy exis-
tuje).

Uvédomte si, ze pii pouziti v praxi se délky zpracovavanych vstupt
pohybuji radové ve stovkach kilobyti; je tedy nevhodné, aby vas program
mél kvadratické ¢asové nebo pamétové naroky.

Format vstupu: Na prvnim radku vstupniho souboru bw. in se nachazi
fetézec S (fetézec neobsahuje mezery). Na druhém radku je jedno celé
¢islo 7.

Format vystupu: Vystupni soubor bw.out je tvoren jednim radkem
obsahujicim Fetézec C' (jehoz transformaci je dvojice (S, 7)).

Pfiklad: bw.in bw.out
dltea datel
2
P-1-4

Reverzibilni vypoéty: Policko pole

Pfi hledani novych, tspornéjsich polovodi¢ovych technologii se zjistilo,
Ze nejvice energie se spotfebovavad pifi mazani informaci, tudiz Ze opti-
malni jsou ty vypocCty, pii nichz se zadné informace neztraceji. Takovym
vypocétim se Tikd reverzibilni, protoze diky této vlastnosti mohou pro-
bihat obéma sméry — dokazi nejen spoditat ze vstupu vystup, ale také
z vystupu jednozna¢né urcit vstup. Vydejme se proto i my do tohoto
zvlastniho symetrického svéta a prozkoumejme, jak se programuje ,eko-
logicky*“.

Zacnéme tim nejjednodussim, co se v klasickych programovacich jazy-
cich vyskytuje, a to je prifazovaci piikaz. Nic takového si bohuzel dovolit
nemuzeme, ztratili bychom totiz ptivodni obsah proménné, do niz se pfi-
fazuje. Misto toho zavedeme nékolik prikazi modifikujicich proménnou
vratné:

> proménnd += hodnota — pri¢te hodnotu k proménné.

> promeénnd -= hodnota — odecte hodnotu od proménné.

> proménnd ~= hodnota — pfixoruje hodnotu k proménné. (zor je bi-
tova operace, kterd mé pro jednobitova Cisla vysledek 1 pravé tehdy,
kdyz jsou oba vstupy razné: Oxor0 = 1xorl = 0, 0xorl = 1xor0 = 1.
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Vicebitovéa ¢isla se xoruji po bitech — i-ty bit prvniho ¢isla s i-tym
bitem druhého daji i-ty bit vysledku: 5xor15 = (0101)sxor (1111)s =
= (1010)2 = 10. Obecné pro libovolna ¢isla z a y plati zxory = yxorz,
zxorz =0, zxor0 = z a (z xory)xor z = zxor (y xor z). Podobné lze
zavést operace and a or: 0and0) =0and1 =1and0 =0, land1 =1,
Oor0=0,00orl=10r0=1orl =1, ale ty nejsou reverzibilni, takze
pro nas nebudou tak dulezité.)
> proménnd =:= proménnd — prohodi obsah dvou proménnych.

Abychom se vyhnuli problémiim s prete¢enim (co by pak byla inverzni
operace?), dohodnéme se, Ze budeme pocitat pouze s nezapornymi celymi
&sly v rozsahu 0. .. mazword (takovym ¢islim budeme fikat prirozend)
a v3echny operace budou vydéavat vysledky modulo mazword + 1, tedy
opét prirozené Cislo. Piikaz += provedeny pozpatku je pak totéz, co -=
a opalné; piikazy ~= a =:= jsou inverzni samy k sobé.

Co v8echno ale muze byt hodnota? Jisté libovolnd konstanta nebo
proménnd (ovSem rizné od té, do které pfifazujeme, jinak bychom mohli
napsat tfeba a -= a, coz urcité reverzibilni neni). Také bychom méli po-
volit néjaké dalsi aritmetické operace — ty samy nemusi byt reverzibilni,

vvvvv

vyraz pak uz muzeme prepsat na vyrazy s jedinou operaci, napriklad

x “= (axb)+(c*d) rozepiSeme takto:
tl += axb;
t2 += cxd;
X "= tl+t2;
t2 -= cx*d;
tl -= axb;

Zde t1 a t2 jsou pomocné proménné, které jsou na pocatku vypoctu
nulové a po dopo¢itani vyrazu se opét k nulovym hodnotam vrati, takze
je miZeme pouzivat pro vSechny vyrazy v celém programu. Podobné se
vyporaddame s kazdym vyrazem — nejdrive si spocitdme vSechny mezi-
vysledky do pomocnych proménnych, pak hlavni vysledek pouzijeme, na-
Cez mezivysledky opét ,odpocitame“. Takze muzeme pouzivat i slozité
vyrazy a spolehnout se na prekladac, Ze je sdm rozepise.

Trik s odpocitavanim mezivysledkt a spousténim ¢asti programu po-
zadu je, zd4 se, velice Sikovny, tak si rovnou nadefinujeme, Ze undo prikaz
znamend spustit prikaz pozpatku a wrap prikaz; on pfikaz provede nej-
dfive pfikaz , pak pFikaze a nakonec undo prikaz; pro odpocCitani mezi-
vysledki. Nas priklad s vyrazem pak snadno zapiSeme takto:
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wrap begin

t1l += axb;
t2 += c*d
end

on x "= tl+t2

Podminéné prikazy if-then—else muZeme pouzivat bez obav, po-
kud zarucime, ze po provedeni podminéného ptikazu dopadne podminka
uplné stejné jako predtim (t¥eba proto, Ze zadnd z proménnych, které
v ni vystupuji, neni v podminéné ¢asti programu ménéna). Pak totiz
i pfi provadéni vypocétu pozpatku rozpozname, kterou z vétvi se vypocet
ma vydat.

S cykly je situace svizelnéjsi, protoze tam si s neménicimi se pod-
minkami nevystac¢ime (to by kazdy cyklus budto neprobéhl nikdy, nebo
by se opakoval do nekone¢na). Dalo by se to, pravda, zachranit tim, Ze
by kazdy cyklus mél jednu podminku, ktera by fungovala soucasné jako
vstupni i vystupni — sami si rozmyslete, jak by takové cykly vypadaly.
My si ale pro nase tcely vystacime s cykly for, ty urcité reverzibilni jsou,
pokud fidici proménnou cyklu ani jeji meze zadny piikaz uvnitt cyklu
nemodifikuje, a to se koneckonct nesmi ani v mnoha jinych programo-
vacich jazycich. Navic abychom nemuseli fesit, co se v fidici proménné
musi vyskytovat pred zac¢atkem cyklu a co po jeho konci, domluvime se,
ze prikaz for si tuto proménnou sam vytvori a na konci ji zase zrusi.

Prikaz goto pro jistotu zakadZeme Gplné.

Procedury mohou také fungovat reverzibilné, ale musime se vyhnout
kopirovani parametrt a vysledkd, budeme proto vSe vzdy predavat od-
kazem (pascalské var). Lokalni proménné budou pfi spusténi procedury
vzdy nulové a procedura sama je musi, nez skon¢i, opét do tohoto stavu
vratit. Rekurze je bez problémi.

Nyni jiz mame vSe potiebné, abychom si vybudovali reverzibilni pro-
gramovaci jazyk. Ten nas$ bude vzdalenym ptibuznym Pascalu. Vypada
takto:

Datové typy: K dispozici mame typy word (celd ¢isla bez znaménka),
bit (jednobitové ¢éislo, tedy 0 nebo 1; pouZiva se rovnéz pro pravdivostni
hodnoty) a pole array [z..y] of typ (z a y udavaji meze indext a jsou
to budto ¢isla, nebo vyrazy, jejichz hodnota se po dobu existence pole
nezméni — to si proti Pascalu dovolime navic). Prvky poli mohou byt
také pole, ¢imz ziskdme pole vicerozmérna. Sviij vlastni typ si muzete
zavést deklaraci type identifikdtor = typ;

Identifikatory slouzi k pojmenovavani typl, proménnych a procedur
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a jsou to libovolné fetézce pismen, Cislic a znaka ‘_’, které nezacinaji
Cislici a které se neshoduji s nékterym z klicovych slov jazyka (zde sdzena
courierem). Mald a velkd pismena se nerozliduji.

Procedury se deklaruji konstrukci

procedure identifikator ( parametry ) ;

deklarace lokélnich typd, proménnych a procedur

begin

prikazy oddélené stredniky

end;
Zde parametry maji syntaxi var jmeno:typ, kde jméno je identifika-
tor, jimz se lze na predany parametr uvniti procedury odkazovat. Pokud
méa procedura parametra vice, oddéluji se stfedniky, jsou-li stejného ty-
pu, lze zkracovat, napr.: procedure X(var m,n:integer; var Z:array
[1..n] of bit); VSechny deklarované objekty (parametry, typy, pro-
meénné i procedury) existuji pouze b&hem volani této procedury, kazda
procedura vidi ,,své“ lokdlni proménné a navic lokdlni proménné vSech
procedur, uvnitf kterych je deklarovana (zastiovani se ¥idi stejnymi pra-
vidly jako v Pascalu nebo C).

Proménné jsou pojmenovany identifikatory, musi se vytvorit deklaraci
var identifikditor : typ;.Pfi vstupu do procedury, v niz jsou deklarovany,
maji nulovou hodnotu (v pfipadé pole ji maji vSechny jeho prvky), a nez
proménnd na konci procedury zanikne, musi byt opét nulova. Deklaraci
vice proménnych téhoz typu lze zkratit, napt. var iy, ia, ..., in : typ;.

Vyrazy mohou obsahovat:

> konstanty (pfirozend ¢isla a maxword reprezentujici maximélni do-
stupné ¢islo),

> promeéenné,

> prvky poli (pole[vyraz]),

> Ciselné operace (vstupem i vystupem jsou prirozend Cisla) +, -, *,

div (celd ¢ast podilu), mod (zbytek po déleni), and, or, xor (bitové

operace viz definice o par odstavci vySe) a not (prohozeni nulovych

a jednickovych biti), vysledky jsou automaticky modulo mazword +1,

> relacéni operace (vstupem jsou dvé &isla, vystupem bitova hodnota 1,
kdyz relace plati, 0 pokud nikoliv) <, >, = <=, >= a <>,
> zdvorky (pokud nezavorkujeme, operatory maji své obvyklé priority).

Prikazy existuji tyto:
> Blok: begin prikazy oddélené stfedniky end — zptsobi vykonéni

vSech prikazi, které obsahuje, v daném poradi.
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> Modifikacni prikazy: proménnd += vyraz — zpusobi vyhodnoceni vy-
razu a pri¢teni jeho vysledku k dané proménné (muZe to byt rovnéz
prvek pole indexovany néjakym vyrazem). Proménné, kterou piikaz
modifikuje, (resp. prvek pole) se jiz nesmi nikde jinde v témZe piikazu
vyskytnout. Analogicky pfikazy -= a ~=.

> Prohazovaci prikaz: proménnd =:= proménnd — prohodi obsah dvou
proménnych stejného typu. Pokud se jednd o prvky poli, nesmi se
ve vyrazech urcujicich indexy pouzivat zadné z téchto poli.

> Podminény prikaz: if podminka then prikaz; else prikaz, — vyhod-
noti se podminka, coz je vyraz s bitovym vysledkem, a pokud je roven
jedné, vykona se prvni z prikazi, jinak druhy. Platnost podminky musi
ziistat po vykonani piikazu nezménéna. Cést else je mozno vypustit,
v pripadech typu if x then if y then a else b se pak else vztahuje
vzdy k nejblizsimu predchozimu jesté neukoncéenému prikazu if.

> Prikaz cyklu: for var identifikitor = d to h do prikaz — zalozi no-
vou proménnou daného jména a dany piikaz vykonava pro tuto pro-
ménnou nabyvajici postupné hodnot d,d+1, ..., h, nacez proménnou
opét zrusi. Meze d a h jsou celoCiselné vyrazy, pokud d > h, piikaz
se neprovede ani jednou. Prikaz musi zachovavat hodnotu ridici pro-
meénné, jakoz i mezi cyklu (to znamend, Ze je mtze modifikovat, ale
na konci jednoho prichodu cyklem musi mit oboji opét ptivodni hod-
notu). Téz je mozno pouzit h downto d, tehdy cyklus bézi pozpatku,
tj. h,h—1,...,d.

> Volani procedury: procedura(parametry, ..., parametr,) — zavola
proceduru se zadanymi parametry, coz mohou byt budto proménné,
nebo indexované pole (vyrazy v indexech ovSem museji mit po né-
vratu z procedury stejnou hodnotu jako pred jejim zavoldnim) a jejich
pocet i typy museji odpovidat deklaraci procedury.

> Pfikaz obrdceni vypoctu: undo pfikaz — provede dany prikaz po-
zpatku podle nésledujicich pravidel:
undo begin p; ; ... ; pn end — begin undo p, ; ... ; undo p; end
undo T +=y T -=y
undo x -= y T =y
undo x "=y T "=y
undo x =:=y T ==y

undo if = then y else 2
undo for z =d to hdop
undo P(zy,...,Zn)

undo undo p

if x then undo y else undo z
for x = h downto d do undo p
undo téla procedury (begin ... end)

P
Konstrukce begin p ; undo p end tedy nevykond nic, a¢ mize pocitat
pomérné dlouho.

LELELLLY
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> Prikaz lokdlniho vypoctu: wrap prikaz on prikaz je zkratkou za kon-
strukci begin prikaz ; prikaz ; undo prikaz; end.

Hlavni program nebudeme zavadét. Abychom se vyhnuli problémtim
se vstupy a vystupy, budeme vSe vzdy programovat jako procedury. Ty
jako své parametry dostanou jak proménné, které obsahuji vstupni da-
ta, tak proménné, které maji byt predepsanym zpusobem zmodifikovany
podle vysledku.

Casovd a prostorovd sloZitost se definuje podobné jako v klasickém
programovéani: ¢asovou sloZitosti vypocétu je pocet vykonanych prikazi
modifikujicich proménné, at jiz prob&hly kterymkoliv smérem. MnoZstvi
paméti vyuzité programem v néjakém okamziku vypoctu spocitame jako
soucet velikosti vSech lokélnich proménnych (typy bit a word maji jed-
notkovou velikost, pole mé velikost rovnou sou¢tu velikosti svych prvki)
a parametri (ty se vSechny pocitaji jako jednotka, at uz jsou kterého-
koliv typu, protoZe jsou piedaviany odkazem) vSech pravé zavolanych
procedur + jednotka navic za kazdou takovou proceduru. Prostorovou
slozitosti programu nazveme pak maximum z vyuzitého mnozstvi paméti
pres celou dobu b&hu programu. (Pozor, jelikoZ program je Pro nas vzdy
procedurou, jeho vstupy a vystupy se do prostorové slozitosti zapocitavaji
pouze jednotkové, i kdyZ to mohou byt velka pole.)

Zbyva malickost: cokoliv uzavieného do slozenych zavorek { a } je
komentarem, ktery je pocitacem zcela ignorovan, jako kdyby na jeho
misté byla mezera. Komentar nesmi uvniti obsahovat slozené zavorky.

Priklad 1: Procedura pro prohozeni obsahu dvou proménnych (ktera
ukazuje, ze =:= se d4 snadno odvodit pomoci ostatnich operaci). Casova
i prostorova slozitost jsou konstantni, tedy O(1).

procedure Prohod(var x,y:word);

begin {x=X%X,y=Y (X,Y jsou piiv. hodnoty) }

x"=y; {x=XzxorY,y=Y}

y "= x; {x=XzxorY, y=Yxor (X xor Y) =X}

x "=y {x=XzxorY) xor X=Y, y=X1}
end;

Priklad 2: Procedura pro vypocet maxima ze zadanych n Cisel. Je
déno pole X celych ¢isel a proménna maz, k nizZ mame spoctené maxi-
mum pficist. To dokadZeme takto: Nejprve si pfedpoéitdme do M[i] ma-
ximum z &isel X[1],..., X[i], pak pfi¢teme M[n] k maz a nakonec M [i]
opét vyprazdnime, coZ snadno zapiSeme pomoci piikazu wrap. Casova
i prostorova slozitost jsou O(n) ¢ili linearni.
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procedure Maximum(var n:word; var X:array [1..n] of word;
var max:word) ;
var M:array [0..n] of word;
begin
wrap
for var i=1 to n do
if X[i]>M[i-1] then
M[i] += X[il]
else
M[i] += M[i-1]
on max += M[n];
end;

SoutéZni uloha. Napiste reverzibilni proceduru Najdi(var n:word;
var X:array [1..n] of word; var co, kde:word). Tato procedura ma
za tkol v n-prvkovém poli X hledat hodnotu co, a pokud se tam tato
hodnota vyskytuje, ptic¢ist k proménné kde pozici jejiho vyskytu, tedy ¢
takové, ze X; = co. Navic je znadmo, ze pole X je usporadano vzestupné,
tedy Ze pro kazdé i < j plati X; < Xj; proto také muze byt vyskyt
nejvyse jeden. Ve svém feSeni se snazte dosdhnout co nejmensi ¢asové
i prostorové slozitosti.

P-lI-1
Tajemny obraz

V Chile objevili archeologové tajemny obraz z predkolumbovské doby.
Obraz vypada jako nékolik bodid rozmisténych na pomyslné kruznici, pfi-
¢emz kazdé dva body jsou spojeny rovnou ¢arou. Kazda z ¢ar je bud Zluta
nebo Cervend. Archeologové dlouho hledali smysl této malby, ale Zadny
nemohli nalézt. Az amatérsky archeolog a dobrodruh Erik von Kitzinken
po dlouhém patrani vyslovil hypotézu, Ze obrazec je poselstvim davnych
Inkt. Pocet jednobarevnych trojuhelniki s vrcholy na pomyslné kruznici
pry udava pocet dni od namalovani obrazce, po nichZ maji na Zemi opét
pristat mimozemstané. ProtoZe obrazec je pomérné velky, rozhodl se Erik
uréit pocet téchto jednobarevnych trojihelniki pomoci pocitace.

Va$im tkolem je napsat program, ktery dostane na vstupu pocet bodu
nakreslenych na obrazci N, 3 < N, a déle seznam dvojic ¢isel bodd (body
si o¢islujeme od jedné do N), které jsou propojeny ervenou ¢arou (zbylé
dvojice bodl jsou tedy propojeny Zlutou). Na vystup program vypise
pocet jednobarevnych trojihelnikdi v zadaném obrazci (tzn. takovych
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trojahelniki, jejichZ v8echny tfi vrcholy lezi v bodech vyznafenych na
kruZnici a jsou spojeny ¢arami téZe barvy).

Priklad. V obrazci s péti body a Cervenymi ¢arami mezi body (1,2),
(2,3), (3,4) a (2,4) jsou tfi jednobarevné trojuhelniky (jeden Cerveny
a dva zluté). Cerveny trojthelnik mé& vrcholy v bodech 2,3,4 a Zluté
trojuhelniky v bodech 1,3,5 a 1,4, 5.

P-11-2
Knihovna

Knihovnice Mila opét potfebuje objednat dalsi skifin do své knihovny.
Bohuzel vSak zase sama neumi spocitat, jak by tato skifih méla byt Siroka,
a tak vas znovu poprosila o pomoc. Mila by rdda do nové skiiné umistila
celkem N knih, ale na rozdil od dlohy P-I-2 z prvniho kola je ji jedno,
v jakém poradi knihy do skfiné umisti. Vstupem vaseho programu bude
posloupnost N ¢&isel v;, 1 £ i £ N, kde v; je vyska i-té knihy. Pro
zjednoduseni predpokladejme, Ze vSechny knihy maji stejnou tloustku —
1lcm.
V48 program by mél ze zadanych tdaji spocitat nasledujici:
> Sitku skiiné — oznacme ji s.
> Pocet poli¢ek ve skiini — ozna¢me ho p.
> Vysku w; i-té policky pro kazdé 1 £ i < p.
> Rozmisténi knih do skifiné se spocitanymi parametry.
Rozmisténi knih, které va$ program nalezne, musi z pochopitelnych di-
vodu spliiovat nasledujici:
> Vyska libovolné z knih umisténych do i-té poli¢ky je nejvyse w;.
> Soucet tlousték knih umisténych do jedné policky je nejvySe scm,
tj. tato poli¢ka obsahuje nejvyse s knih.
> Vyska skfinég, kterd je rovna Zp: w;+ (p+1)-1cm (pfedpokladiame, Ze
i=1
gitka desek oddélujicich policky ve skiini je 1cm), nesmi pfesdhnout
vysku mistnosti 250 cm.
> s je nejmensi mozné.
Priklad. Predpokladejme, ze Mila chce do skfiné umistit celkem
14 knih, z nichz devét ma vysku 50cm a pét ma vysku 40cm. Jedno
z optimélnich feSeni by mohlo vypadat nasledovné: Skiinn bude mit $ifku
pro 3 knihy a celkem 5 poli¢ek — tfi z nich budou mit vy$ku 50 cm a dvé
poli¢ky vysku 40 cm. Nalézt jedno konkrétni mozné rozmisténi knih do
skiiné je snadné.
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P-11-3
Transformace

Jedna z metod zpracovani textu pouZziva nésledujici transformacni al-
goritmus: Na vstupu méjme n-znakovy fetézec C = cjcy ... cn. Retézec
C' = Ck+1Ck+2 - - - CnC1 - - . Ck, Nazyvame Fetézcem C zrotovanym o k (tedy
napf. akaabr je fetézec abraka zrotovany o 3). Vezméme si zadany fe-
tézec C' a napiSme si pod sebe C, C zrotovany o 1, ..., C' zrotovany
o n — 1. Tim jsme ziskali tabulku n fetézcti. Ty setfidime v béZném
lexikografickém poradi (tzn. podle abecedy). Z vysledné tabulky si vy-
bereme posledni sloupec S; dale si také zapamatujeme cislo rfadku 7,
na némz se po setfidéni nachazi nas ptvodni fetézec (je-li téchto radku
vice, libovolny z nich). Dvojice (S,7) je vysledek transformace zadaného
vstupu. Jakkoli magicky to vypada, tyto dva tdaje sta¢i k rekonstrukci
pavodniho retézce.

Priklad. Na vstupu mame slovo abraka. Transformace probiha takto:

abraka aabrak
brakaa abraka *
rakaab — akaabr
akaabr brakaa
kaabra kaabra
aabrak rakaab

Vysledkem tedy je slovo karaab a informace, ze ptivodné zadané slovo je
na druhém fadku setfidéné tabulky.

Souté&Zni tloha. Program dostane na vstupu fetézec S délky n (1 £
<n £10000) a &slo # (1 £ # < n). Ukolem je najit fetézec C takovy, ze
dvojice (S, ) je vysledkem aplikace vySe popsané transformace na retézec
C (méate zaruleno, ze takovy existuje).

Pozndamka. Budete-li psat program v Pascalu, mizete predpokladat,
ze do stringu se retézec této délky vejde.

Uvédomte si, Ze pfi pouziti v praxi se délky zpracovavanych vstupu
pohybuji fadové ve stovkach kilobyti; je tedy nevhodné, aby vas program
mél kvadratické ¢asové nebo pamétové naroky.

Format vstupu: Na prvnim fadku vstupniho souboru bw. in se nachazi
fetézec S (Fetézec neobsahuje mezery). Na druhém fadku je jedno celé
¢islo 7.

Formadt vystupu: Vystupni soubor bw.out je tvoren jednim radkem,
obsahujicim fetézec C (jehoZ transformaci je dvojice (S, 7)).
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Priklad: Vstupni soubor bw.in: Vystupni soubor bw.out:
karaab abraka
2

P-1l-4
Reverzibilni vypocty: Ouiad

(Definice reverzibilnich vypoctt je obsaZzena v textu tlohy P-I-4.)

Oblastni Oufad sidli v mésté M v n budovach. Aby si oufednici sidlici
na ruznych mistech mohli rychle posilat vSechny ty dopisy, pfipisy, zapisy,
dobropisy, vrubopisy, tiskopisy a viibec vselijaké spisy s podpisy, vybudo-
vali si potrubni postu — systém rour spojujicich nékteré dvojice budov.
Témito rourami se pomoci stlateného vzduchu posilaji zésilky. Aby ne-
dochézelo ke kolizim, je kazda roura vyuzivdna jenom jednim smérem.
Nejsou si ale jisti, jestli jiz postavili vSechna potfebna potrubi, a tak je
zajima, jak zjistit, zda mezi néjakymi dvéma zadanymi misty je moZné
dopravit zasilku, a to budto pfimo, nebo s preloZenim zasilky v néjaké
mezistanici, pfipadné mezistanicich.

NapisSte reverzibilni proceduru Zkoumej(var n:word; var A:array
[1..n] of array [1..n] of bit; var x,y,d:word), kterd dostane
jako vstup poéet budov n, matici A popisujici v prvku A[i][j], zda vede
(1) ¢ nevede (0) roura z i-té do j-té budovy, a &isla budov z a y. Poté
do proménné d pricte, s jakym nejmensim poctem pielozeni je mozno
prepravit zasilku z budovy z do budovy y, pfipadné pficte ¢islo vétsi
nez n, pokud to mozné neni. Snazte se dosdhnout co nejmensi prostorové
sloZitosti vypoctu pri zachovani polynomiélni ¢asové slozitosti.

P-1l1-1
Hrackarstvi

V hrackarstvi Prcek a otec probéhla velkd soutéZz ,,O nejhezéi hracku®.

wevs

Déti mély za tkol nakreslit obrazek své nejoblibenéjsi hracky. Po ukon-
Ceni soutéze byla uspofddéana vystavka a déti, které nakreslily nejp&kné&;jsi
obréazky, dostaly od hrackafstvi néjakou hracku. Jak ale asi vite, ne kaZ-
dému ditéti se libi kazda hracka, a tak uz pfed vyhlaSenim soutéZe mél
kazdy maly vytvarnik vyhlédnutou tu odménu, kterou chtél za sviij ob-
rézek dostat. Tu a zaddnou jinou. Svij nazor pak déti po vyhlaSeni davaly
dost hlasité najevo. Maminky jeéicich potomk se tedy rozhodly, ze déti

si hracky mezi sebou povymeénuji tak, aby pokud mozno co nejvice déti
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bylo se svou vyhrou spokojeno. Situaci jesté navic komplikuje skuteénost,
ze k vymeéné jsou ochotné pouze ty déti, které nakonec dostanou hracku,
po niz touzi. S tak naroénym tkolem si maminky nevédély rady, a tak
poprosily vas, abyste napsali program, ktery problém vyfesi.

‘Vas program dostane na vstupu zadidn pocet N odménénych déti
a dale pro kazdé dité ¢islo hracky, kterou dostalo, a ¢islo hracky, kterou
by chtélo dostat (protoze hracek je stejné jako déti, o¢islujeme si je pro
jednoduchost od jedné do N). Na vystup program vypisSe nejvétsi skupinu
déti takovou, ze kdyz si déti ve skupiné mezi sebou vhodnym zptisobem
vyméni hracky, budou vSechny spokojené.

P—-1l-2

Knihovna

Mrv

Knihovnice Mila opét potfebuje objednat dalsi skiin do své knihovny,
a protoze se ji vaSe pomoc osvédc¢ila, opét se na vas obratila, abyste
ji pomohli spocitat optimalni rozméry nové skiiné. Nova skiii ma mit
P policek a Mila by do ni rdda umistila celkem N knih. Kazda kniha
ma pfifazen jednoznacny ciselny kéd a tyto kddy urcuji poradi knih ve
skfini. Kniha s mensim kédem se mé nachéazet na stejné nebo vyse umis-
téné policce nez kniha s vétsim kddem; na kazdé poli¢ce maji byt knihy
s mensimi kédy umistény vlevo od knih s vét$imi kédy. Vstupem vaseho
programu bude celé ¢&islo P a posloupnost N éisel t;, 1 £ i £ N, kde t;
je tloustka i-té knihy. MuZete predpokladat, Ze tloustka ¢; i-té knihy je
celé ¢islo z rozmezi od 1 do 50. Vyska kazdé knihy je takova, Ze ji lze bez
problémt umistit do libovolné z planovanych P policek. VA4S program by
mél ze zadanych udaji spocitat nasledujici:

> Sitku skiiné — oznaéme ji s.

> Rozmisténi knih do skfiné se spocitanymi parametry.
Rozmisténi knih, které vas program nalezne, musi z pochopitelnych di-
vodu splhovat nésledujici:

> Soucet tlousték knih umisténych do jedné policky je nejvyse s.

> Siika skifné s je nejmensi mozn4.

Priklad. Ptedpokladejme, ze nova skiin ma mit 3 policky a mé byt do
ni umisténo celkem 6 knih s nésledujicimi tloustkami (sefazeny vzestupné
podle svych kédid): 15, 20, 7, 6, 2 a 4. Minimalni moZzné $itka skiiné
v tomto pfipadé je 20 — na prvni policku se d& pouze prvni kniha,
na druhou pouze druhd kniha a zbylé knihy se umisti na posledni treti
policku.
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P-1IlI1-3
Reverzibilni vypocty: S¢itani

(Definice reverzibilnich vypocti je obsazena v textu tGlohy P-1-4.)

NapiSte reverzibilni proceduru Add(var n:word; var A,B:array
[0..n-1] of bit) slouZici ke s¢itdni dvou n-bitovych ¢isel zapsanych
ve dvojkové soustavé (bit ¢islo 0 odpovida Fadu jednotek). Tato pro-
cedura, pricte ¢islo ulozené v poli B k ¢islu uloZzenému v poli A. Vstup
dostane vzdy takovy, aby nedoslo k preteceni, tedy soucet bude vzdy
také n-bitovy. Snazte se dosdhnout co nejmensi prostoroveé slozitosti své
procedury.

P—1ll-4
Poklad kapitana Flinta

Program:  poklad.pas / poklad.c / poklad.cpp
Vstup: poklad.in
Vystup: poklad.out

Kapitan Flint si pfi svych piratskych vypravach prisel k docela pékné
hromédce zlataka. Piratské vypravy jsou vSak dosti nejisté a Stésténa
vrtkava, a proto kapitdn zakopal Cast svého jméni na pustém ostrové
a cestu k pokladu zakreslil na ov¢i kizi ve tvaru konvexniho N-thelniku.
Celou mapu pak roziezal na mnoho ¢asti, pricemz kazdy rez vedl primo
mezi dvéma vrcholy mnohothelniku a zadné dva fezy se neprotinaly. Aby
si pojistil vérnost posadky svého Skuneru, rozhodl se Flint nékteré ¢asti
darovat nejzdatnéjsim pirdtim. Protoze by se ale ndmotnici mohli snadno
dohodnout, mapu sestavit a poklad vykopat, chce mezi né kapitan roz-
delit ¢asti mapy tak, aby zadni dva ndmotnici neméli sousedni dily (tedy
takové, které maji spole¢nou hranu). Pfitom chce mezi ndmoiniky rozdé-
lit co nejvice ¢asti mapy. Dokazali byste napsat program, ktery pomize
kapitanovi vyresit jeho problém?

Vstup: Na prvnim fadku vstupniho souboru poklad.in dostane pro-
gram dvé cela Cisla N a M oddélend mezerou, 3 < N < 30000,
0 £ M £ 30000 — pocet vrcholti mapy a polet fezli. Nasleduje M
radkd popisyjicich jednotlivé rezy. Kazdy z téchto radka obsahuje dvé
Cisla A a B oddélend mezerou — ¢isla vrcholli, mezi kterymi vede fez
(vrcholy ¢islujeme od jedné do N).
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Vystup: Vystupni textovy soubor poklad.out bude obsahovat jediné
¢islo udavajici maximalni polet ¢asti mapy, které lze mezi ndmorniky
rozdélit tak, aby Zadni dva ndmotnici neméli sousedni dily mapy.

Priklad: Vstupni soubor Vystupni soubor
poklad.in: poklad.out:
5 2 2
13
35
P-1ll1-5
Vazeni

Program:  vahy.pas / vahy.c / vahy.cpp
Vstup: vahy.in
Viystup: vahy.out

Mudrc Tluchuba se prihlasil do konkurzu na kralovského radce v jed-
nom nejmenovaném krélovstvi. Vzapéti vSak byl zaskoten podminkami
tohoto konkurzu: Jako test svych schopnosti obdrzi N minci, z nichz
nékteré maji riznou a nékteré stejnou hmotnost. Jeho tkolem bude tyto
mince rozdélit do skupin tvofenych mincemi stejné hmotnosti a tyto
skupiny pak seradit vzestupné podle hmotnosti minci tak, aby v prvni
skupiné byly nejleh¢i mince a v posledni skupiné byly nejtéZsi mince.
Bude mit k dispozici dvouramenné vahy, na jejichz misky smi v jednom
okamziku polozit po jedné minci.

Mudrc Tluchuba véas pozadal o pomoc pri plnéni tohoto kolu. Chtél
by, abyste vytvorili program, jenZ mu pomuze pii rozhodovani, které
mince zvazit, jak mince rozdélit do skupin a jak vytvorené skupiny uspo-
radat. Pro Gcely programu si mince ocislujeme od 1 do V. Samotné vaZzeni
bude ve vaSem programu zastoupeno funkci porovnej.

Mudrc Tlu¢huba musi kol splnit v ¢asovém limitu, ktery mu byl
stanoven (tedy v ném musi kol splnit i v48 program). Kromé toho musi
provést vSechna nezbytnd vazeni, tj. nesmi existovat dvé ¢i vice moznych
feSeni konzistentnich s odpovédmi funkce porovnej, jinak by byl mudre
upélen jako ¢arodéjnik (jak jinak by mohl védét, které uspofadani je
spravné?). Na druhou stranu nesmi byt provedeno zZadné zbyteéné vazent,
tj. takové, jehoz vysledek by jiz (pfimo ¢ nepfimo) vyplyval z pfedchozich
odpovédi funkce porovnej.
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Popis funkce porovnej: Funkce porovnej je definovana v knihovné
vahy_1lib. Va$ program musi obsahovat nasledujici fadek, aby mohl po-
uzivat funkci porovnej:

Pascal: uses vahy_lib;

C/C++: #include "vahy_lib.h"

Funkce porovnej je deklarovana takto:

Pascal: function porovnej(a,b: longint): integer;

C/C++: int porovnej(int, int);

Tato funkce ocekava jako vstupni parametry ¢isla dvou minci. Vrati hod-
notu —1, pokud mince odpovidajici prvnimu parametru je leh¢i nez mince
odpovidajici druhému parametru, +1, pokud je tomu naopak, a 0, pokud
obé mince maji stejnou hmotnost.

Nezapomenite, Ze vas program nesmi funkci porovnej volat zbyteéné,
tj. vysledek zadného volani funkce porovnej nesmi vyplyvat (tedy byt
jednoznalné urcen) z piedchozich volani této funkce. Napt. pokud jsme
voladnim funkce porovnej zjistili, Ze mince s ¢islem 1 je leh¢i nez mince
s Cislem 2 a ze mince s Cislem 2 je leh¢i nez mince s Cislem 3, nelze jiz
funkci porovnej zavolat s parametry 1 a 3. Kromé toho va$ program
muze funkci porovnej zavolat nejvyse 250 000krat.

Vstup: Vstupni soubor vahy.in obsahuje jediny fadek s jedinym ¢is-
lem N, 1 < N £10000, které udava pocet minci.

Vystup: Vystupni soubor vahy.out musi obsahovat K radki, kde
K je pocet riznych hmotnosti minci. Na kazdém fadku budou uvedena
¢isla minci téZze hmotnosti v rostoucim poradi. Hmotnosti minci jednotli-
vych radki tvori rovnéz rostouci posloupnost, tzn. prvni fadek obsahuje

vy,

vSechny nejlehéi mince a posledni fadek vSechny nejtézsi mince.

Priklad: Vstupni soubor
vahy.in:
4
Pribéh komunikace:
volani porovnej(2,4) vraci -1
volani porovnej(1,2) vraci 1
volani porovnej(3,4) vraci -1
volani porovnej(1,3) vraci 0
Vystupni soubor vahy.out:
2
13
4
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Reseni tiloh

P-1-1

Pro feSeni tlohy si vypuj¢ime terminologii z teorie grafi. Vyznamnd
mista na ¢ajovniku budeme nazyvat vrcholy, ¢asti kmene ¢ajovniku mezi
dvéma vyznamnymi misty pak hrany. Vrcholy spolu s hranami si pojme-
nujeme strom (pokud bychom chtéli byt opravdu piesni, méli bychom jej
nazvat grafem. My ale vime, Ze na$ ¢ajovnik neméd zadny cyklus a graf
s touto vlastnosti se nazyva strom). Pocet hran, které vedou z né&jakého
vrcholu v (tedy vlastnd pocet ¢asti kmene, které vedou z vyznamného
mista v), nazveme stupném vrcholu v.

Nejdrive si v8imneme, Ze kazdy strom s alespoii dvéma vrcholy ma
alespoii jeden vrchol stupné jedna (takovyto vrchol se nazyva list). Tento
vrchol mizeme snadno nalézt nasledovné. Za¢neme strom prohledavat
v libovolném vrcholu. Pokud jesté nejsme v listu, pfejdeme do libovol-
ného sousedniho (tzn. pfipojeného hranou) vrcholu, ve kterém jsme dosud
nebyli. JelikoZ ve stromu nejsou cykly, musi takovyto vrchol vzdy exis-
tovat. Protoze vrcholu je koneény pocet, musime jednou skonéit — a to
muzeme pouze v listu.

Nyni ukaZzeme, Ze soucet stupnu vSech vrchold v libovolném stromu
je 2N —2 (kde N je pocet vrcholil). Naopak plati, Ze mame-li NV kladnych
celych Cisel se sou¢tem 2N — 2, pak existuje strom s N vrcholy majicimi
tyto stupné. Z toho uz je jasné, ze staci zjistit, zda je soucet Cisel na
vstupu roven 2N — 2, a podle vysledku vypsat patficnou zpravu.

Prvni tvrzeni dokdzeme indukci podle poétu vrchold. Strom o dvou
vrcholech obsahuje jedinou hranu. Soucet stupni vrcholi je tedy 1+1 = 2
a naSe tvrzeni plati. Pokud mé strom vice vrcholl, vime z piedcho-
ziho pozorovéni, Ze mé list. KdyZz tento list odebereme (tedy zrusime
vrchol a hranu, kterd ho pfipojuje ke zbytku stromu), ziskdme zfejmé
opét strom. Pro néj z indukéniho predpokladu plati, Ze soucet stupnu je
2-(N —=1)—2=2N — 4. Protoze v pivodnim stromu mél jeden vrchol
stupeii o jedna vy$si (ten, ke kterému byl pfipojen list) a byl v ném navic
list, je soulet stupitt v puvodnim stromu 2N —4 + 2 = 2N — 2. Tim je
prvni tvrzeni dokazano.

Druhé tvrzeni dokdzeme indukci dle poctu ¢lenti posloupnosti: Necht
mame posloupnost dvou kladnych celych ¢isel, jejichz soucet je 2-2—2 = 2.
Tato ¢isla tedy mohou byt pouze dvé jednicky. Pro né jsou zfejmé odpo-
vidajicim stromem dva vrcholy spojené hranou. Pokud mé posloupnost
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vice nez dvé Cisla, musi ziejmé obsahovat alespon jednu jedni¢ku (jinak
by soulet N &isel byl alespoii 2V a ne 2N —2). Analogicky musi také obsa-
hovat alespon jedno ¢islo vétsi nez jedna. Kdyz z posloupnosti vypustime
jednu jednicku a jedno z ¢isel vétSich nez jedna snizime o jedna, ziskdme
posloupnost ¢isel o jedna kratsi se souétem 2N —2—-2=2-(N —-1) — 2.
Dle indukéniho predpokladu tedy existuje strom na N — 1 vrcholech
s pfisludnymi stupni vrcholt. Kdyz do stromu pfidame jeden list a pfi-
pojime ho hranou k vrcholu, ktery odpovida ¢islu, jez jsme zmenSovali
o jednicku, ziskdme presné strom pro nasi pivodni posloupnost. Tim je
dokézéano i druhé tvrzeni.
Casova slozitost algoritmu je O(N), pamé&tova O(1).

program Caj;
var
N, i, Suma, Casti : Integer;
vstup, vystup : Text;
begin
Assign(vstup, ’caj.in’);
Assign(vystup, ’caj.out’);
Reset (vstup) ;
Rewrite(vystup);
Suma := 0;
ReadLn(vstup, N);
for i := 1 to N do begin
Read(vstup, Casti);
Suma := Suma + Casti;
end;
if Suma = 2*(N-1) then
WriteLn(vystup, ’EXISTUJE’)
else
WriteLn(vystup, ’NEEXISTUJE’);
Close(vstup);
Close(vystup);
end.

P—1-2

Predvedeme si dvé mozna FeSeni této tlohy. Obé jsou zaloZena na me-
tod& zvané dynamické programovéani: Uloha se nejprve vyfesi pro pod-
ulohu velikosti 1. Tohoto feSeni se pouzije pro nalezeni feSeni podilohy
velikosti 2. Takto nalezenych feSeni se pouZzije pro vyfeSeni podilohy
velikosti 3 atd. V naSem pripadé bude velikost podilohy uréend poétem
knih, které chceme do skifiné umistit.

Prvni feSeni je zaloZeno na vytvoreni dvojrozmérného pole A o rozmé-
rech N x V, kde N je celkovy pocet knih, které mame do skiiné umistit,
a V je maximalni vySka skfiné; V' je v nasem pfipadé rovno 250 podle
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zadani tlohy. Hodnota A[i,j],0 £ ¢ < N,1 £ j £V, uddvd minimalni
moznou Sifku skfiné vysky 7, do které lze umistit prvnich ¢ knih. Pokud
do skfiné vysky j prvnich 7 knih nelze umistit, tj. nékteré z téchto knih je
vySsi nez j — 2 cm, pak je hodnota A[i, j] rovna néjaké specidlni hodnoté,
napf. —1. PopiSeme si, jak lze v Case O(N) spocitat hodnotu Alig, jo],
mame-li jiz spocitany hodnoty A[i, j] pro ¢ < ig. Pokud je ig = 0, pak
zfejmé Alio, jo] = 0 cm. Pokud existuje ¢, 1 £ i < g, takové, ze vyska v;
i-té knihy je vétsi nez jo — 2cm, pak prvnich ¢ knih nelze do skfiné
vysky jo umistit a A[ig, jo] bude rovno —1. Ve zbylych ptipadech urc¢ime
hodnotu Alig, jo] nasledovné: Pro 0 £ i < ip zkusime umistit na po-
sledni poli¢ku skfiné (i + 1)-ni aZ ip-tou knihu a prvnich ¢ knih ddme na
predchézejici policky; vyska posledni policky by tedy musela byt alespon
v = max;y<j<;, Uk a mizeme predpokladat, Ze je pravé v. Sifka této po-
licky musi byt alespoii ig — i. Pokud A[i, jo —v — 1] je rovno —1, pak nelze
vytvorit skiih vysky jo, kterd by obsahovala prvnich iy knih a na posledni
poli¢ce by z nich méla poslednich ig —i. V opacném pripadé je nejmensi
sirka skiiné vysky jo, kterd obsahuje prvnich ¢y knih a na posledni poli¢ce
ma z nich umisténo poslednich ig — 7, rovna max{A[i, jo — v — 1], 40 — i}.
Nejmensi z téchto vyrazt pro 0 £ i < ip bude roven hledané hodnoté
Alio, jo]. VySe popsany vypocet lze provést v ¢ase O(N), budeme-li po-
stupovat od ¢ = ig—1 k i = 0; v takovém ptipadé Ize v = max, 1 <p<;, Uk
spocditat z v pro hodnotu 7 o 1 vétsi v konstantnim ¢ase. Hodnota pole
A[N,250] je hledanou minimalni moznou Sifkou skfiné. Pokud chceme
zaroven nalézt i rozmisténi knih do skiiné a vysky jednotlivych policek,
zavedeme si je§té pomocné pole B[i,j],0<i < N, 1< j £V, do jehoz
polozky Blio, jo] si pfi vypoctu hodnoty A[io, jo] uloZime to %, pro které
je 8ifka skfiné miniméalni pfi vysce jo. Z hodnoty B[N, 250] uréime pocet
knih, které jsou v optimalnim reSeni na posledni poli¢ce; tato hodnota
nam umozni spocitat vysku skiiné bez posledni policky a pocet knih
v téchto polickach. Z prislusné hodnoty v poli B urc¢ime pocet knih na
predposledni poliéce a takto postupujme, dokud nedoséhneme prvni po-
licky. Vzhledem k velikosti pole A jsme si pravé popsali algoritmus, jehoz
¢asova slozitost je O(V N?) a pamétova slozitost O(V N).

Nyni si popiSeme druhé mozné reSeni. Nejprve si ukazeme, jak lze
v ¢ase O(N?) rozhodnout, zda lze knihy umistit do skiiné iiky s
a vysky V. K tomu si vytvorime pomocné pole Afi], 0 < i £ N,
které udava minimdalni vysku skfiné S$itky s, do které lze umistit prv-
nich ¢ knih. Pokud A[N] > V, pak knihy nelze umistit do skiiné sitky s
a vySky V; v opa¢ném pripadé je lze do skfiné s témito rozméry umis-
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tit. K uréeni hodnot v poli A opét pouzijeme dynamické programo-
vani. Hodnota A[0] je 1cm, coz je specidlni piipad obecného vztahu
soucet vysek poli¢ek + (pocet policek + 1) x 1cm“ pro vysku skiiné.
PopiSeme, jak lze ur¢it hodnotu A[io], pokud zndme hodnoty A[i] pro
0 £1 < ip. Zvolme ig — s £ i < ip; na posledni poli¢ku chceme umistit
v takovémto piipadé poslednich ig — i knih (proto podminka ig — s < 7).
Vyska skiiné je pak rovna A[i] + 1 + max;_j<; vx; nejmensi z téchto
vyrazi pro i, io — s < i < io, je hledana hodnota A[io]. Hodnotu Alio] lze
spocditat v ¢ase O(IN), pokud budeme postupovat od i = ig—1ki =1ip—s
(potom lze Max; <, Uk spocCitat z hodnoty pro ¢« + 1 v konstantnim
¢ase). Popsana procedura v ¢ase O(N?) s paméti O(N) rozhodne, zda
lze zadanych N knih umistit do skiiné Sitky s a vysky V. Zbyva popsat,
jak lze tuto proceduru pouZit pro vyieSeni puvodni tlohy. Nejprve zkon-
trolujeme, Ze vyska vSech knih je nejvySe V — 2cm = 248cm, a tedy Ze
knihy lze vibec umistit do néjaké skiiné vysky V. K urceni minimalni
sitky so skfiné pouzijeme metodu zvanou pileni intervalu. Budeme si
udrzovat dvé proménné s; < so, které ndm budou ohranicovat mozny in-
terval, ve kterém je hledana $itka sg, tj. s1 < so £ s2. Nejprve polozime
s1 =1 a sy = N.V kazdém kroku zvolime s = |1(s1 + s2)| a pomoci
vySe popsané procedury zkontrolujeme, zda lze naSich N knih umistit
do sk¥iné vysky V a &ifky s. Pokud knihy lze do takové skiiné umistit,
polozime sy = s; v opacném pripadé polozime s; = s + 1. Cely postup
opakujeme, dokud se hodnoty s; a ss 1isi, tj. dokud nenalezneme hledanou
hodnotu sg. V8imnéte si, ze v kazdém kroku se rozdil s, — s; zmensi ales-
pon 0 1 (kdybychom pfi volbé s pouzili horni celou ¢ast misto dolni celé
¢asti, nebylo by toto tvrzeni pravdivé) a tento rozdil se zmensi zhruba
na polovinu. Tedy po O(log N) krocich nalezneme hledanou optimdlni
sitku skiiné sg. Vysky polic¢ek a rozmisténi knih 1ze nalézt podobné jako
v predchazejicim algoritmu zavedenim pomocného pole B, do kterého
si budeme ukladat pocet knih na posledni poli¢ce v optimalnim reSeni.
Celkové ¢asova slozitost pravé popsaného algoritmu je tedy O(N? log N)
a pamétova sloZitost je O(N).

Zbyvéa vyresit otazku, ktery ze dvou popsanych algoritmi je lepsi.
Odpovéd je, Ze ani jeden neni lepsi. Vzhledem k zadani Glohy, kde V' je
omezeno, je ¢asové slozitost prvniho algoritmu sice O(N?) a pamétova
pouze O(N), ale multiplikativni konstanta skrytd ve ,velkém O“ je li-
nearni s V; na druhou stranu pamétova slozitost druhého algoritmu je
pouze O(N), kde multiplikativni konstanta je nezavisla na vysce. Dle vyse
popsaného postupu dokonce druhy algoritmus pracuje s poli, kterd jsou
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250krat mensi. Stejné v Casové slozitosti ¢len log N bude mensi nez ¢len V
vyskytujici se v ¢asové slozitosti prvniho algoritmu. Prvni algoritmus je
tedy pro omezenou vysku V asymptoticky lepsi, ale ve skutecnosti bude
lepsi nez druhy popsany algoritmus az pro velmi velké hodnoty N. Lze
tedy Fici, Ze druhy algoritmus je pouzitelné&jsi.
program p_1_2;
{ ReSeni dlohy P-I-2 verze 1 }
const MAXN=100;
VYSKA_MISTNOSTI=250;
var vyska: array[1..MAXN] of word; { vy3ky knih }
n: word; { polet knih }
A: array[0..MAXN,1..VYSKA_MISTNOSTI] of integer;
{ pole minimalnich 3ifek skf¥in& }
B: array[0..MAXN,1..VYSKA_MISTNOSTI] of word;
{ potty knih na posledni polifce v optimadlnim FeSeni }
function max(a,b:longint):longint;
begin
if a<b then max:=b else max:=a
end;
procedure vypis(n: word; v: word);
var i,k:word;
begin
if n=0 then
begin
writeln(’Vyska skfin&: ’,VYSKA_MISTNOSTI-v+1,’ cm’);
exit;
end;
k:=0;
for i:=n-B[n,v]+1 to n do k:=max(k,vyskal[i]);
vypis(n-B[n,v],v-k-1);
writeln;
writeln(’Vyska poliZky: ’,k,’ cm’);
write(’Knihy na polilce:’);
for i:=n-B[n,v]+1 to n do write(’ ’,i,’(’,vyskalil,’ cm)’);
writeln;
end;
var i,j,k: word;
maxvyska: word;
begin
readln(n);
for i:=1 to n do read(vyskal[il);
for i:=1 to n do
if vyska[i]>VYSKA_MISTNOSTI-2 then
begin
writeln(’Pro zadané rozm&ry knih neexistuje knihovna!’);
halt;
end;
for j:=1 to VYSKA_MISTNOSTI do A[O0,j]:=0;
for i:=1 to n do
for j:=1 to VYSKA_MISTNOSTI do
begin
maxvyska:=vyskal[i];
Ali,jl:=-1;
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for k:=1 to i do
begin
maxvyska:=max (maxvyska,vyska[i-k+1]);
if maxvyska+2>j then break;
if A[i-k,j-maxvyska-1]=-1 then continue;
if (A[i,jl=-1) or (A[i,jl>max(A[i-k,j-maxvyska-1],k)) then

begin
Ali,j]:=max(A[i-k, j-maxvyska-1],k);
B[i,j]:=k;
end;
end;
end;
if A[n,VYSKA_MISTNOSTI]=-1 then
begin
writeln(’Pro zadané knihy nelze knihovnu navrhnout.’);
halt;
end;

writeln(’Optimalni 3ifka sk¥iné& je ’,A[n,VYSKA_MISTNOSTI],’ cm.’);
vypis(n,VYSKA_MISTNOSTI) ;
end.

program p_1_2;
{ Re3eni tlohy P-I-2 verze 2 }
const MAXN=1000;
VYSKA_MISTNOSTI=250;
var vyska: array[1..MAXN] of word; { vy3ky knih }
n: word; { poZet knih }
function lze_skrin(s: word; v: word; vypisovat: boolean):boolean;
var A: array[0..MAXN] of word; { pole s minimadlnimi vyskami knihoven }
B: array[1..MAXN] of word; { pole s po&ty knih na polikach }
maxvyska: word;
i, j: word;
begin
A[0]:=1;
for i:=1 to n do
begin
maxvyska:=vyskal[il;
A[i]:=A[i-1]+maxvyska+1;
B[i]:=1;
ji=i-1;
while (j>0) and (i-j<s) do
begin
if maxvyska<vyska[j] then maxvyska:=vyskal[j];
if A[i]>A[j-1]+maxvyska+l then

begin
A[i]:=A[j-1]+maxvyska+1;
B[i]:=i-j+1;
end;
dec(j);
end
end;

1ze_skrin:= A[n] <= v;

if not(vypisovat) then exit;

i:=n;

writeln(’Vy3ka skfiné: ’,A[n],’ cm.’);
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writeln(’Vy3ky polifek ve skfini a jejich napln&ni knihami °’,
’od spodu knihovny:’);
while i>0 do
begin
writeln;
writeln(’Vyska poliZky: ’,A[i]-A[i-B[i]]-1,’ cm’);
write(’Knihy v poli&ce:’);
for j:=i-B[i]+1 to i do
write(’ ?,j,”(’,vyskal[jl,’ cm)?);
writeln;
i:=i-B[i];
end
end;
var i:word;
sl,s2:word;
begin
readln(n);
for i:=1 to n do read(vyskal[il);
for i:=1 to n do
if vyska[i]>VYSKA_MISTNOSTI-2 then
begin
writeln(’Pro zadané rozméry knih neexistuje knihovna!’);
halt;
end;
sl:=1; s2:=n;
while s1<s2 do
if 1ze_skrin((s1+s2) div 2, VYSKA_MISTNOSTI, false) then
s2:=(s1+s2) div 2
else
sl:=(s1+s2) div 2+1;
writeln(’Optimalni $ifka sk¥in& je ’,sl,’ cm.’);
lze_skrin(s1,VYSKA_MISTNOSTI,true);
end.

P-1-3

Mame zadéan posledni sloupec setfidéné tabulky. Zakladni myslenka ce-
lého reSeni spocivd v tom, Ze timto je dan i prvni sloupec — staéi se-
tFidit pismena posledniho sloupce podle abecedy. Nyni vyuZijeme toho,
ze jednotlivé radky tabulky vznikly rotaci néjakého retézce; tedy je-li
na nékterém radku v prvnim sloupci pismeno z a v poslednim sloupci
pismeno y, znamena to, Ze v puvodnim Fetézci bylo pismeno z za pisme-
nem y (brano cyklicky — tedy za poslednim pismenem nésleduje prvni).
Vzhledem k tomu, Ze kazdé pismeno se v fetézci vyskytuje nejvyse jed-
nou, n fadku tabulky ndm jiz urcuje poradi pismen v puvodnim fetézci
az na rotaci. Navic mame zadino, na kterém radku se vyskytuje nami

hledané slovo; tim mame uréeno jeho prvni pismeno.
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Sestrojit na zakladé této myslenky algoritmus je jiz jednoduché. Pis-
mena zadaného Fetézce si setfidime podle abecedy (vzhledem k tomu, Ze
hodnoty jsou z omezeného rozsahu, nabizi se pfihradkové tfidéni) a vy-
robime si tabulku, v niz bude kazdému pismenu pfifazeno jemu odpovi-
dajici nasledujici pismeno. Pak za¢neme od pismene, o némz vime, Ze je
prvni, a postupujeme od néj po naslednicich, pfiéemz rovnou vypisujeme
vysledek, dokud se k tomuto pismeni nevratime.

Casova i pamétova slozitost algoritmu jsou zjevné linearni v délce
zadaného Tetézce.

program bw;

const MAX = 100;

type slovo = array[1..MAX] of char;

var prvni_sloupec, posledni_sloupec : slovo;
radek : integer;
delka : integer;
buckets : array[char] of boolean;
naslednik : array[char] of char;
s : string;
i, 1 : integer;

ch : char;
begin
readln (s); { na&teni zadani }

delka := length (s);

for i := 1 to delka do
posledni_sloupec[i] := s[il];

readln (radek);

for ch := #0 to #255 do { bucket sort }
buckets[ch] :=false;
for i := 1 to delka do
buckets[posledni_sloupec[i]]:=true;
1 :=0;
for ch := #0 to #255 do
if buckets[ch] then
begin
inc (1);
prvni_sloupec[l] := ch;
end;

for i:=1 to delka do { urZeni naslednikd }
naslednik[posledni_sloupec[i]] := prvni_sloupec[i];

ch := prvni_sloupec[radek]; { vypis }
for i := 1 to delka do
begin
write (ch);
ch := naslednik[ch];
end;
writeln;
end.
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P-1-4

Poli¢it na pozici prislusného prvku prohledavanim pole policko po policku
prinese pozadovanou proceduru, piesto ponékud pomalou. Pokracujme
proto, pratelé, v premysleni:

Sestrojime reverzibilni verzi binarniho vyhledavani, misto tradi¢niho
zéapisu pomoci cyklu while ovSem pouzijeme rekurzi. Zavedeme si pod-
proceduru Hledej(var 1,p:word), kterd bude vyhleddvat hodnotu co
v useku X, Xi41,...,X, a vysledek pricte k proménné kde. Zaridi to
tak, Ze si nejdfive spocte pozici prostfedniho prvku X,, zadaného tseku
(pokud mé tsek sudou délku, zaokrouhlime libovolnym smérem) a po-
dle jeho hodnoty zjisti, ve které poloviné iseku ma hledani pokracovat:
pokud X,, < co, pak od m + 1 do r, je-li X,,, > co, tak od [ do m — 1.
Na tento Usek pak zavolame tutéZ proceduru rekurzivné, ale nesmime
zapomenout, az se vrati, m jesté odpocitat. Nastane-li kdykoliv pii po-
rovnavani rovnost, pravé jsme hodnotu co nasli a po zvySeni kde o m se
z procedury vracime. Dospéjeme-li v rekurzi k tiseku nulové délky (r < 1),
vracime se s prazdnou, tedy aniz bychom kde jakkoliv ménili.

Podle tohoto algoritmu jiz snadno vytvofime program, pro odpocita-
vani v ném pouzijeme prikaz wrap:
procedure Najdi(var n:word; var X:array [1..n] of word; var co,kde:word);

var one:word;

procedure Hledej(var 1,r:word);

var m:word;
begin

if 1<=r then { tsek neni prazdny }
wrap m += (1l+r) div 2 { spotteme stfed }
on
if X[m]=co then { na3li jsme }
kde += m

else if X[m]<co then begin { postoupime do pravého tuseku }
wrap m += 1
on Hledej(m,r)

end
else begin . { do levého }
wrap m -= 1
on Hledej(1l,m)
end
end;
begin

wrap one += 1
on Hledej(one,n)
end;

Postoupime-li v rekurzi o troven hloubé&ji, zmensi se prohledavany
isek minimalné o polovinu, takZze po nejvyse [log, n] rekurzivnich vo-
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lanich budto hledanou hodnotu odhalime, nebo dosp&jeme k tiseku nu-
lové délky, kde rekurze rovnéz konéi. Casova slozitost tedy &ini O(logn)
a pamé&tova taktéz (pro kazdou aroven rekurze spotfebujeme konstantni
mnozstvi paméti).

P-1l-1

Resgeni tlohy ndm velmi usnadni nésledujici trik. Nebudeme urcovat po-
éet jednobarevnych trojihelniki, ale pocet dvoubarevnych trojihelniki.
Pozadovany vysledek pak snadno ziskame tak, Ze od poctu vSech troj-
thelniki s vrcholy v bodech obrazce (téch je N (N —1)(N —2)) odeéteme
pocet dvoubarevnych.

Pocet dvoubarevnych trojihelniki uréime nasledovné: UvaZujme né-
jaky bod v, z néhoz vede k, Cervenych hran a N — 1 — k,, hran Zlutych.
Celkem je tento bod souéasti (N — 1)(N — 2) trojuhelnikd (pocet zpt-
sobi, jak zvolit zbylé dva vrcholy trojthelniku) a z nich je k, (N —1—k,)
zaruCené dvoubarevnych — to jsou ty, u nichz jsme zvolili jeden vr-
chol pfipojeny éervenou a druhy zlutou ¢arou. Kdyz sefteme tyto poéty
zaru¢ené dvoubarevnych trojahelnikd pies vSechny vrcholy, dostaneme
dvojnasobek poétu dvoubarevnych trojihelnikt (kazdy z dvoubarevnych
trojthelnikd jsme totiz zapocitali pravé u dvou bodi).

Z vys$e uvedeného rozboru je algoritmus jiz zfejmy. Nejdiive si u kaz-
dého bodu spoditame Cervené ¢ary. Potom podle uvedeného postupu ur-
¢ime pocet vSech dvoubarevnych trojihelniki a nasledné jiz snadno do-
poditdme i pocet jednobarevnych trojihelnik. Algoritmus mé ¢asovou
slozitost O(M + N), kde M je pocet Cervenych ¢ar, a pamétovou slozitost
O(N).
program obraz;
const

MAXN = 100;
var

Cervene : Array[1..MAXN] of Integer; {Pofet Eervenyjch Zar z bodfi}
N : Integer; {Poket bodt}

{NaZteni vstupu do pole}
procedure Nacti;
var

i : Integer;

A, B : Integer; {Konce naZitané spojnice}
begin

Write(’Pocet bodu: ’);

ReadLn(N);

for i := 1 to N do

Cervene[i] := 0;
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while true do begin
Write(’Pocatek cervene cary: ’);
ReadLn(A);
if A = 0 then {Konec?}

break;

Write(’Konec cervene cary: ’);
ReadLn(B) ;
Inc(Cervene[A]);
Inc(Cervene([B]);

end;

end;

{Spotte jednobarevné trojihelniky}
function Spocti : Integer;
var
i : Integer;
Dvoj : Integer; {PoZet dvoubarevnjch trojihelnika}

begin
Dvoj := 0;
for i := 1 to N do
Dvoj := Dvoj + Cervene[i]*(N-1-Cervenel[i]);

Dvoj := Dvoj div 2;
Spocti := N*(N-1)*(N-2) div 6 - Dvoj;
end;

begin

Nacti;

WriteLn(’Pocet jednobarevnych trojuhelniku: ’, Spocti);
end.

P-1l-2

Nejprve u¢inme nasledujici pozorovani: Necht sq je Sifka optimélni skfiné
a necht m4 tato skiii p poli¢ek. Potom existuji vysky wi 2 ... 2 w, poli-
ek a rozmisténi knih do skiiné se $itkou so a polickami vysky wy, ..., w,
takové, Ze vysky knih v této skfini v poradi seshora dolt a v kazdé poli¢ce
zleva doprava tvori nerostouci posloupnost (prvni policka je ta nejvyse
umisténa).

Prvni ¢ast pozorovani, o existenci vySek w; 2 ... 2 wp, je jedno-
duchd — pokud vysky policek ve skiini seshora dol netvoii nerostouci
posloupnost, staéi politky (i s jejich obsahem) ve skiini preusporddat.
Nyni dokazeme, Ze existuje rozmisténi knih ve skfini takové, ze vysky
knih tvori nerostouci posloupnost. Bez Gjmy na obecnosti miZeme pied-
pokladat, ze v; 2 ... 2 vy. UvazZme rozmisténi knih do skiiné takové, ze
prvni policka obsahuje so nejvyssich knih, druhd sg nejvyssich knih mezi
zbylymi knihami atd. a v kazdé z poli¢ek vysky knih tvori nerostouci po-

vy s

sloupnost. Tvrdime, Ze vySka nejvyssi knihy v i-té policce je nejvyse w;,
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tj. V(i—1)so+1 < w;i. Pokud tomu tak neni, pak ((i—1)so+1)-t4 kniha musi
byt v optiméalnim feSeni na jedné z prvnich ¢ — 1 policek, ale pak néktera
z (i — 1)so nejvyssich knih (Feknéme ta s vyskou v, 1 £ k < (i — 1)so)
neni v optimalnim feSeni na jedné z prvnich ¢ — 1 policek — je tedy na
j-té poliCce, j 2 i. Potom ale w; < vk, a tedy w; < v(;_1)sy41, COZ je
pozadovana nerovnost.

Vsimnéme si, Ze jsme v predchozim odstavci vlastné dokazali, ze ve
vySe popsaném optimalnim feseni jsou vSechny policky aZ na tu posledni
plné, tj. obsahuji presné so knih. Zakladem naseho programu bude funkce
existuje(s:integer), kterd pro danou Sifku s rozhodne, zda existuje
knihovna maximalni vysky 250 cm a 8ifky s, do které lze umistit v8echny
knihy. Optimalni hodnotu sy nalezneme pak metodou puleni intervalu,
kterou lze nalézt v popisu feSeni tlohy P-I-2 doméciho kola. Samotné
funkce zvoli za vysku i-té policky vysku v(;_1)s,41, c0Z je vySka nejvyssi
knihy, kterou uloZime do i-té policky v feSeni popsaném v minulém od-
stavci. NaSe funkce z vySek jednotlivych policek snadno spocte vysku celé
knihovny a ovéri, zda je nejvyse 250 cm.

Nyni odhadnéme ¢asové a pamétové naroky vyse popsaného progra-
mu. Nejprve potiebujeme setfidit NV ¢isel, coz lze uéinit uzitim nékterého
ze standardnich algoritm@ v ¢ase O(N log N). Casova slozitost funkce
existuje je O(N/s), nebot je v ni potieba selist [N/s] &isel. Odtud jiz
plyne, Ze ¢asové naroky celého naSeho algoritmu jsou majorizovany funkeci
O(N log N). Pokud si uvédomime, ze s = N/2 pfi prvnim volani funkce
existuje, s = N/4 pfi druhém, atd., pak lze ¢asové naroky algoritmu
bez Gvodniho setfidéni vysek knih dokonce odhadnout funkci O(N). Pa-
métové naroky algoritmu lze odhadnout funkci O(N), nebot pot¥ebujeme
pole velikosti N na uloZeni vysek jednotlivych knih.
program knihovna;
const MAXN=100;

VYSKA_MISTNOSTI=250;
var vyska: array[1..MAXN] of word; { vysky knih }
n: word; { potet knih }

procedure utrid_vysky(il,i2:word); { quicksort }
var pivot: word;

w: word;
j1, j2: word;
begin

if i1>=i2 then exit;
pivot:=vyska[(i1+i2) div 2];
jl:=i1; j2:=i2;
while (j1<j2) do
begin
while (vyskal[j1]>pivot) do inc(j1);
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while (vyska[j2]<pivot) do dec(j2);
w:=vyska[j1]; vyska[j1]:=vyska[j2]; vyska[j2]:=w;
inc(j1); dec(j2);
end;
utrid_vysky(il,j2);
utrid_vysky(j1,i2);
end;
function existuje(s:word):boolean;
var v:word;
i:word;
begin
vi=1; i:=1;
repeat
vi=vi+vyska[il+1;
i:=i+s;
until i>n;
existuje:=v<=VYSKA_MISTNOSTI
end;
var i:word;
sl,s2:word;
v:word;
begin
readln(n);
for i:=1 to n do read(vyskal[il);
utrid_vysky(1,n);
if vyska[1]>VYSKA_MISTNOSTI-2 then
begin
writeln(’Pro zadané rozm&ry knih neexistuje knihovna!’);
halt;
end;
sl:=1; s2:=n;
while s1<s2 do
if existuje((si1+s2) div 2) then
s2:=(s1+s2) div 2
else
s1:=(s1+s2) div 2+1;
writeln(’Optimalni 3ifka sk¥in& je ’,s1,’ cm.’);
writeln(’Polet poliek ve sk¥ini: ’,(n+si-1) div s1);
i:=1; v:=1;
while (i<=n) do
begin
vi=v+vyskal[i]+1;
writeln(’Vyska poliZky: ’,vyska[i],’ cm’);
write(’Vy3ky knih na poli&ce:’);
repeat
if (id>n) then break;
write(’ ’,vyska[il,’ cm’);
inc(i);
until (i mod si1)=1;
writeln;
end;
writeln(’Vyska skfin&: ’,v,’ cm’);
end.
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P-11-3

Pouzijeme myslenku podobnou té z feSeni ulohy P-I-3 domaciho kola;
problém ovSem je, Ze kdyZ se ndm nyni mohou pismena opakovat, na-
slednici nemusi byt jednozna¢né urceni. Provedeme nésledujici ivahu:
Maéame dén posledni sloupec, jeho setfidénim dostaneme prvni sloupec.
Déale mame dénu pozici slova, které bylo zakédovéano, v setfidéné tabulce,
tedy zndme jeho prvni pismeno; necht je to . Toto pismeno se ndm muze
v prvnim sloupci vyskytovat vicekrat, na pozicich odpovidajicich slovim
V1, TV, ..., TV, kde zv; £ zvs £ ... £ zvg. Z toho oviem plyne
také viz < vor £ ... £ vz, a tedy je-li zv; zakdédované slovo, wz
j-té (v abecednim pofadi) slovo konéici na z, musi platit w = v;. Nyni
miizeme cely postup opakovat (pozice, na niZ je prvni pismeno zbytku
zakddovaného slova, je ta, na niz je v poslednim sloupci j-té pismeno z).
Algoritmus je jiz pouze piimocarym prepisem této myslenky. Imple-
mentace tohoto algoritmu je pomérné jednoduchd; misto komplikované
prace s dvojicemi (pismeno, pozice) je vyhodnéjsi si pismena v posled-
nim sloupci o&islovat (pismenu pfifadime jeho index v poslednim sloupci)
a po setiidéni (pfihrddkovym t¥idénim, abychom doséhli linedrni Casové
sloZitosti) pracovat pouze s témito indexy.
Casova i pamétova slozitost algoritmu jsou opét line4rni.
program transformace;
const MAX = 10000;
var prvni_sloupec : array[1i .. MAX] of integer;
posledni_sloupec : string;
radek, delka, i, 1 : integer;
buckets: array[char] of integer;
ch : char;
begin
{nacteni a ocislovani}
readln (posledni_sloupec);
readln (radek);
delka := length (posledni_sloupec);
for ch := #0 to #255 do buckets[ch] := 0;

for i := 1 to delka do
inc (buckets[posledni_sloupec[il]);

{setrideni}
1 :=1;
for ch := #0 to #255 do
begin
i=1;
inc (1, buckets([ch]);
buckets[ch] := i;
end;
for i := 1 to delka do
begin
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ch := posledni_sloupec[i];

1 := buckets[ch];

inc (buckets[ch]);

prvni_sloupec[1l] := i;
end;

{vypis}
for i:=1 to delka do
begin
write (posledni_sloupec[prvni_sloupec[radek]]);
radek := prvni_sloupec[radek];
end;
writeln;
end.

P-1l-4

Podobnost tlohy s poéitinim vzdélenosti vrcholt (tj. délky nejkratsi
cesty mezi nimi) v orientovaném grafu jisté neni ndhodnd, drzme se proto
i my grafové analogie: Jednotlivé budovy Oufadu jsou pro nés vrcholy,
potrubi mezi nimi orientovanymi hranami grafu a A neni ni¢im jinym nez
matici sousednosti grafu. Nabizi se pouzit prohledavani grafu do Sitky,
ovSem musime je nalezité upravit, aby bylo reverzibilni.

Vrcholy grafu si rozdélime do vrstev: i-t4 vrstva W; bude obsahovat
pravé ty vrcholy, jejichz vzdalenost od vrcholu z je rovna i. Vrstev je
proto nejvyse n a mizeme je snadno zkonstruovat indukei: do Wy padne
vrchol z a zadny dalsi; kdyZ méame sestrojeny vrstvy Wy az W;_q, tak
do W; patii pravé ty vrcholy w, do kterych vede hrana z néjakého vrcholu
v € W;_1 (tedy existuje cesta délky i z z do w) a w ¢ W pro j < ¢
(neexistuje zaddna kratsi cesta).

To je bezpochyby reverzibilni postup — pfi konstrukei vrstvy nijak
neménime vrstvy uz spocitané; nakonec najdeme ¢islo vrstvy, do které
padl vrchol y, to vydame jako vysledek a vSechny informace o vrstvach
opét odpo¢itdme. Tak dostaneme feSeni s Gasovou sloZitosti O(n?) a pro-
storovou slozitosti O(n?). Viimnéme si jesté dvou drobnosti:

1. Ackoliv vrstev muze byt az n a v kazdé z nich az n — 1 vrchold, lze
je ulozit efektivnéji, protoze ve vSech vrstvach dohromady je nejvyse

n vrcholu. Stadi je vSechny naskladat za sebe do jednoho pole (Fikejme

mu tfeba V') anechat druhé pole S ukazovat, kde v poli V' ktera vrstva

zatind. Vrcholy ve vrstvé W; tedy budou uloZeny v prvcich Vs, az

VSi+1—1'

2. Reverzibilita programu neni prili§ naklonéna znackovani vrchold.

Kdyz si totiz budeme v néjakém poli pro kazdy vrchol pamatovat,
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zda jsme v ném jiz byli, a pfipadné jej pak oznackujeme, feknéme
takto:

if UzJsemTamByl[i]=0 then begin
{ objevil jsem novy vrchol a n&kam si ho zapi3u }
UzJsemTamByl[i] += 1;
end;

dostaneme se do sporu s reverzibilitou podminek: po ukonceni pri-
kazu if nepozname, zda byla podminka splnéna ¢ nikoliv, protoze
UzJsemTamByl[i] bude vzdycky jednicka. To presné nas jazyk zaka-
zuje. Nastésti nas zachrani jednoduchy trik: pokud dokazeme zajistit,
abychom v rdmci jedné vrstvy na kazdy vrchol narazili nejvyse jed-
nou, sta¢i si u kazdého vrcholu zapamatovat (k tomu budeme pouzivat
pole L), ve které vrstvé byl objeven, a pokud dosud objeven nebyl,
tak né&jaké dostatetné velké ¢islo inf. Test se zmeéni na

if L[i] >= TatoVrstva then begin
{ objevil jsem novy vrchol a n&kam si ho zapisu }
L[i] -= inf - TatoVrstva;
end;

a to uz je korektni: platnost podminky v této vrstvé se totiz prena-
stavenim L[i] nezmeéni, ale v dalSich vrstvach jiz spravné pozname,
ze vrchol byl zpracovan.

Zde je program vyuzivajici oba popsané triky:

procedure Zkoumej(var n:word; var A:array [1..n] of array [1..n] of bit;
var x,y,d:word);

var inf,cnt:word;

var L,V,S:array [0..n] of word;

begin
wrap begin

inf += n+1; { "nekone&na vzdalenost" }
for var i = 1 to n do { L[i] = inf }

L[i] += inf;
V[0] += x; { nulta vrstva: vrchol x... }
L[x] -= inf; { ...ve vzdalenosti 0... }
S[1] += 1; { ...a zadny dalsi }
for var i = 1 to n-1 do begin { hledéme dal3i vrstvy }

S[i+1] += S[il; { zatim prazdna }

for var w = 1 to n do

if L[w] >= i then { nezafazeny vrchol }
wrap

for var j = S[i-1] to S[i]-1 do
{ vede do né&j hrana z vrstvy i-17 }
if A[V[jl][w]l=1 then
cnt += 1
on if cnt>0 then begin { ano => pfidat do i-té vrstvy }
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VIS[i+1]] += w;

S[i+1] += 1;
L[w] -= inf-i { L[w] >= i stale plati }
end
end
end
on d += L[y] { vratime vjsledek }

end;

Zbyva jesté dodat, Ze prostorova slozitost procedury je linearni a ¢a-
sova kvadratickéd (inicializace je linedrni, v§e mimo cyklu ¥izeného pro-
ménnou j kvadratické a vnitiek zbylého cyklu se provede pro kazdy vr-
chol j pravé n-krat, takze je dohromady také kvadraticky).

Pozndmka. Pokud bychom se vzdali polynomiélni ¢asové sloZitosti,
existovala by prostorové jesté efektivnéjsi feseni. Jedno z nich je zaloZeno
na nasledujici avaze: hledam-li cestu délky [ z = do y, pak je budto
l < 2 (tehdy je tloha trividlni), nebo cesta musi mit n&jaky stiedni
vrchol ve vzdalenosti |$1]. Vyzkousim proto postupné viechny vrcholy
a pro kazdy z nich si rekurzivnim zavoldnim téZe funkce pro obé poloviny
cesty a polovi¢ni ! ovéfim, zda existuje pfislusna polovina cesty. Hloubka
rekurze je maximalné [log,!] = O(logn), dosdhneme tedy prostorové
slozitosti O(logn) za cenu drastického zpomaleni na n®U°g™)

P-1ll-1

Pri reSeni Glohy si nejdfive uvédomime, Ze ze zadanych ¢isel hra¢ek mi-
zeme snadno odvodit, které dité chce hracku po kterém ditéti. Situaci si
predstavime jako orientovany graf, kde vrcholy odpovidaji détem a od
vrcholu ¢ vede hrana k vrcholu j, pokud dité ¢ chce hracku po ditéti j.
Protoze dité je ochotno vyménit hracku pouze tehdy, kdyz dostane tu
svou vytouzenou, mohou si déti vyménovat hracky pouze po cyklech —
aby se dité i; vzdalo své hracky, musi dostat hracku od is, to od i3 a tak
déle, az néjaké dité dostane hracku od i;. Chceme tedy nalézt v grafu
mnoZinu disjunktnich kruZnic (pro snaz$i vyjadfovani budeme nadale
povaZovat za kruZznici i vrchol se smyckou), které dohromady obsahuji co
nejvice vrchold. Hledani téchto kruznic je usnadnéno tim, Ze kazdé dvé
kruZnice v naSem grafu jsou disjunktni — kdyby né&jaké dv& kruznice mély
spole¢ny vrchol, musely by se v néjakém misté také od sebe oddé&lovat.
Z ptislusného vrcholu by tedy musely vést dvé hrany, coz ovSem v nasem
grafu neni mozné.

A nyni jak budeme kruznice hledat: Za¢neme v libovolném vrcholu
(t¥eba prvnim) a pujdeme po hranich (z kazdého vrcholu vede pravé
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jedna hrana, takze postup je jednoznacény), dokud se nevratime do né&ja-
kého vrcholu, ve kterém jsme uZ byli (to pozndme snadno, kdyZ si budeme
oznacovat navstivené vrcholy). Tim jsme v grafu nalezli néjakou kruznici,
tu miZeme vypsat a jeji vrcholy oznacit za vyfeSené. Vrcholy, které jsme
prosli predtim, nez jsme se dostali na kruznici, pro zménu zarucené na
Zadné kruznici nelezi (jinak by z néjakého vrcholu musely vést alespon dvé
hrany). Proto se témito vrcholy uz nikdy nemusime zabyvat a mtzZeme
je rovnéz oznacit jako vyreSené. Nyni vezmeme dalsi dosud nevyfeSeny
vrchol a opét se z néj vydame hledat kruznici. Pokud narazime na néjaky
jiz vyteSeny vrchol, hledani ukon¢ime a proslé vrcholy oznac¢ime jako vy-
feSené — nemohou totiz ziejmé leZet na zadné kruznici. Kdyz uz nezbude
zéddny nevyfeSeny vrchol, mame nalezeny vSechny kruZnice a vypocet
ukonéime. Jedinym nedofeSenym problémem zustava, jak rychle hledat
dosud nevyfteSené vrcholy. To mizeme snadno délat tak, Ze pfi hled4ni
dalsiho nevyreSeného vrcholu za¢neme hledat od naposledy nalezeného
vrcholu (pfed nim jisté Zddné nevyreSené jiz nejsou). Diky tomu s hled4-
nim vrcholt stravime dohromady ¢as O(N), a protoZe na nalezeni kruznic
potiebujeme dohromady téz O(N) (kazdou hranou projdeme nejvyse jed-
nou), je celkova Casova slozitost O(IN). Pamétova sloZitost je také O(N).
/* HraZkarstvi */

#include <stdio.h>

#define MAXD 100 /* Maximdlni polet d&ti */

int N; /* Polet d&ti */

int Ma[MAXD]; /* Cislo hra&ky, kterou pfislu3né dit& ma */
int Vlastni[MAXD]; /% Dité&, které vlastni pfislu3nou hratku */
int Chce[MAXD]; /* Dité&, jehoZ hrafku prislu3né dité& chce */

int Hotovo[MAXD]; /* UZ jsme dit& Fe3ili? */

/* Na&te vstup */
void nacti(void)
{

int i;

scanf ("%d", &N);
for (i = 0; i < N; i++) {
printf("Dite %d: ", i+1);
scanf ("%d %d", &Ma[i], &Chcel[il);
Ma[i]--; Chce[i]--;
Vlastni[Ma[i]] = i;
}
/* Pfevedeme odkazy na hratky na odkazy na d&ti */
for (i = 0; i < N; i++)
Chce[i] = Vlastni[Chce[i]];
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/* Projde dé&ti a zjisti nejv&t3i spokojenou skupinu */
void res(int act)
{

int start = act;

/* Projde d&ti a najde cyklus */

while ('Hotovol[act]) {
Hotovo[act] = 1;
act = Chcel[act];

}

/* VypiZe cyklus */

while (Hotovo[act] !'= 2) {
Hotovo[act] = 2;
printf (" %d", act+1);
act = Chcelact];

}

/* Je3t& oznafime zbylé pro3lé vrcholy */

act = start;

while (Hotovo[act] != 2) {
Hotovo[act] = 2;
act = Chcelact];

}

}

int main(void)
{
int i;
nacti();

printf ("Spokojene deti:");
for (i = 0; i < N; i++)

if ('Hotovo[i]) /* Zatim jsme dit& nefedili? */
res(i);
printf("\n");
return O;
}
P-1l-2

Zakladem naSeho FeSeni bude funkce existuje(s:integer), kterd pro
zadanou Sifku s rozhodne, zda existuje knihovna s P poli¢kami, do
které lze umistit v8ech N knih. Oznafme T soulet tlousték knih,
tj. T =t1 + ...+ tny. Potom minimdlni Sitka knihovny s P poli¢kami pro
dané knihy je alesponr T'/P. Na druhou stranu, uréité existuje knihovna
§itky T/P + tmax, kde tmax je maximdalni tloustka knihy: Knihy rozmis-
time na policky tak, ze kazdych prvnich k policek obsahuje nejmensi
mozny pocet knih takovy, aby soucet tlousték knih na téchto polickach
byl alespon kT'/ P. Snadno nahlédneme, ze §itka kazdé policky je nejvyse

A Y%

T/ P+ tmax, a tedy existuje knihovna takové §itky. Optimalni §itku sk¥iné
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pak nalezneme vyzkouSenim vSech hodnot mezi T/P a T/P + tmax jako
mozné §itky skiiné. Takovych hodnot je ale konstantné mnoho kvili ome-
zeni na tloustku knihy ze zadani alohy.

Samotnd funkce existuje bude fungovat néasledovné: Pro zadané s

i1
nalezne nejvétsi i; takové, ze > t; < s; je jasné, Ze i; je maximélni
=1
mozny pocet knih, které lze umistit do prvni policky. Poté nalezneme
2
nejvétsi ip takové, ze > t; < s, tedy nejvétdi mozny poclet knih iy,
i=i14+1
které lze umistit do prvnich dvou policek, atd. Pokud se ndm podafri
umistit vSechny knihy, tj. ip = N, pak existuje knihovna Sitky s, do
které lze v8echny knihy ulozit; v opa¢ném piipadé takova knihovna zjevné
neexistuje.

Zbyvéa domyslet, jak rychle hledat ¢&isla i, 1 £ k < P, ve funkci
existuje. Za timto Gcelem si nejprve vytvorime pomocné pole, ve kte-
rém budou uloZeny soucty tlousték prvnich j knih pro 1 £ j £ N. Pii
poéitani hodnoty i metodou ptleni intervalu vyhleddme v tomto po-

i’ ik—1

mocném poli nejvétsi &islo i’ takové, ze Y t; — > t; < s; ziejmé i’ je
hledan hodnota ix. I

Nyni odhadnéme ¢asovou a pamétovou sloZitost naseho algoritmu.
Funkce existuje provede P vyhleddvani v poli velikosti IV, tj. doba
jejiho b&hu je majorizovéna funkei O(P log N). Celkova doba béhu naseho
programu je tedy O(N + Plog N); ¢as O(N) spotfebujeme kromé naéteni
dat také na vytvoreni pomocného pole popsaného v minulém odstavci.
Pokud by platilo, ze Plog N > N, lze vyse popsanou funkci existuje
nahradit jednodus$i funkeci pracujici v ¢ase O(N), kterd misto P bindrnich
vyhledavéni projde pole sekvenéné. Casova slozitost naseho programu je
tedy majorizovdna funkci O(N). Pamétova slozitost je O(N) — pole
velikosti N je potfeba na ulozeni tlousték jednotlivych knih a stejna je
i velikost pomocného pole.
program knihovna;

const MAXN=1000;
var tloustka: array[1..MAXN] of word; { tloustky knih }

soucet: array[0..MAXN] of word; { sou&ty tlouZt&k knih }
n: word; { potet knih }
p: word; { potet polikek }

function vyhledej(s: word): word;
var i1,i2: word;
begin
i1:=0; i2:=n;
while i1<i2 do
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if soucet[(i1+i2+1) div 2]>s then
i2:=(i1+i2+1) div 2-1
else
i1:=(i1+i2+1) div 2;
vyhledej:=i1l
end;
function existuje(sirka: word):boolean;
var i,j: word;
begin
i:=0;
for j:=1 to p do i:=vyhledej(soucet[i]+sirka);
existuje:=i=n;
end;
var i: word;
sl, s2: word;
tmax: word;
begin
readln(n,p);
tmax:=0;
for i:=1 to n do
begin
read(tloustkali]);
if tmax<tloustka[i] then tmax:=tloustkal[i]
end;
soucet [0]:=0;
for i:=1 to n do soucet[i]:=soucet[i-1]+tloustkal[i];
sl:=soucet[n] div p;
s2:=soucet[n] div p+tmax;
while si1<s2 do
if existuje((s1+s2) div 2) then
s2:=(s1+s2) div 2
else
sl:=(s1+s2) div 2+1;
writeln(’Optimalni ¥ifka sk¥in&: ’,sl,’ mm’);
i:=1;
while i<=n do
begin
write(’Knihy na poli&ce:’);
s2:=0;
while (i<=n) and (s2+tloustkal[i]<=s1) do
begin
write(’ ’,i,’(’,tloustkali],’ mm)’);
s2:=s2+tloustkali];
inc(i);
end;
writeln;
end
end.

P-1l1-3

Prvni FeSeni. Inspirujeme se tradi¢nim algoritmem pro séitani ¢isel ,pod
sebou a uvédomime si, Ze neni zavisly na pouZité éiselné soustavé (zvéda-

134



véjsi povahy obé&tuji 5 minut na dikaz indukei). Pokud bychom uméli spo-
Citat prenosy mezi fady, je samotné seCteni trividlni: A} = A;xor B;xor P;,
kde P; je prenos z (i — 1)-niho do i-tého fadu (zor funguje Gplné stejné
jako s¢itani dvou bitt modulo 2). Pokud jsme ochotni obétovat pamét
na vSechna P;, muzeme je spocCitat postupné: Py = 0; proi > 0 je P; = 1,
kdyz budto A;_; a B;_; jsou soutasné jednicky, nebo kdyz alespon jedno
z nich je jednicka a P;_; je jednicka. Z toho okamzité dostavame program
s linedrni Casovou i prostorovou slozitosti:
procedure Add(var n:word; var A,B:array [0..n-1] of bit);
var P:array [0..n] of bit;
begin
wrap
for var i = 0 to n-1 do
P[i+1] "= (A[i] and B[i]) or ((A[i] or B[i]) and P[il)
on
for var i = 0 to n-1 do

A[i] ~= B[i] xor P[il

end;

My se ovSem s linedrnim mnozstvim paméti nespokojime a zkusime
byt pfi vypoctu prenost Setrnéjsi. Cely problém je v tom, Ze na spocteni
P; pottebujeme P;_;, a to musi byt dostupné i v okamziku, kdy budeme
P; odpotitavat (pokusy o odpotitadvani P; pomoci P;y; selhdvaji na tom,
ze kdyZ uz jsme si jednoho ze s¢itanct prepsali vysledkem, nelze urcit, zda
jednicka z vysledku vznikla z jedni¢ky v pfepsaném séitanci nebo z nuly
a prenosu z niz§iho faddu). TakZe si musime P;_; celou dobu pamatovat
a prostorova slozitost prosté musi byt vzdy alespon linedrni a naSe prvni
feSeni je optimélni... a nebo preci jen ne? Neslo by na P;_; zapome-
nout, a az budeme chtit P; odpocitat, tak si P;_; spoéitat znovu? To by
fungovalo, ale musime to provést Sikovné, abychom rekurzivnim voldnim
vypoctd predchozich P; nespotfebovali vice paméti, nez jsme uSetfili.
Tak ziskdme

Druhé feSeni. Sestrojime si proceduru Prenos(i,l,in,out), kterd
pro né&jaky usek &isel A a B (konkrétné od i-tého faddu do (i + [ — 1)-niho)
za predpokladu, Ze prenos do naseho tseku z nizsich fada P; = in, spo-
Cita prenos P;4; do vyssich radia a prixoruje jej k proménné out. Pokud
je tsek jednoprvkovy, udéla to jiz dobfe zndmym zptisobem z naSeho
prvniho FeSeni (v konstantni paméti). Vétsi tsek si rozdéli na poloviny,
rekurzivné si spocita prenos mid z nizsi poloviny do vyssi, pak rekurzivné
spolitd prenos z vyssi poloviny ,ven“ a nakonec mid t¥etim rekurzivnim
zavolanim odpocité. To se dé jako obvykle snadno zapsat pomoci piikazu
wrap:
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procedure Prenos(var i,l:word; var in,out:bit);
var 11,12, j:word;
var mid:bit;
begin
if 1=1 then { jednobitovy pfenos }
out "= (A[i] and B[i]) or ((A[i] or B[i]) and in)
else wrap begin

11 += 1 div 2; { 11=délka dolni poloviny }
12 += 1-11; { 12=délka horni poloviny }
j += i+11; { j=zatatek horni poloviny }
Prenos(i,11,in,mid) { ptenos pfes dolni polovinu }
end

on Prenos(j,12,mid,out) { pfenos pfes horni polovinu }

end;

Jelikoz pri kazdém rekurzivnim volani klesne ! miniméalné na polo-
vinu, je hloubka rekurze nejvyse [log,!], takze procedura Prenos do-
sahuje prostorové slozitosti O(logl). Se slozitosti ¢asovou je to trochu
obtizné&jsi: Oznacime-li ¢as straveny touto procedurou 7'(l), bude pla-
tit T'(1) = 1 + 37'(1/2): procedura vykona né&jakou konstantni praci (je-
likoZz nés slozitost zajima jen asymptoticky, miZeme piedpokladat, ze
jednotkovou), nacez trikrat zavold sama sebe na vstup polovi¢ni délky.
Dosadime-li tento vztah do sebe sama, dostaneme T'(l) = 1 + 3(1 +
+ 3T(1/4)) = 1+ 3+ 9T(l/4) a kdyz budeme dosazovat dél, po k
krocich dojdeme k T'(I) = 1+ 3 + ... 4+ 3*¥~1 4+ 3¥T(1/2%). My ale vi-
me, ze T(1) = 1, takze pro k = log,! (naSe hloubka rekurze) vyjde
T() =143+ ...+ 3le2l=1 4 3log2! Tp je oviem geometricka fada se
soutem (3k+! —1) = O(3%) = O(3'°821), coz miizeme jedté zjednodusit:
3log2l — (210g2 3)10g2l — 210g2310g2l — (210g2l)10g23 — llog23 é l1,59. 7 toho
plyne, Ze &asova slozitost celé procedury je T'(I) = O(I*5%).

Ted bychom mohli rekurzivni vypocet prenosi zapojit do nasi pu-
vodni séitaci procedury (musime ovSem séitat pozadu, abychom si ne-
piepsali hodnoty, ze kterych budeme pienosy jesté potfebovat) a ziskat
tak s¢iténi s logaritmickou prostorovou slozitosti v &ase O(n - n!®%) =
= 0(n?%?), ale neud&lame to, protoZe si viimneme, ze kazdy z blokovych
prenost bychom zbyte¢né pocitali mnohokrat.

Misto toho zkonstruujeme podobnou rekurzivni proceduru, kterad
bude provadét soucasné scitani a pocitani prenosu. Nazveme ji Secti
a bude mit Gplné stejné parametry jako procedura Prenos. Nejdrive si
zavold proceduru Prenos pro vypocet prenosu z dolni poloviny bloku
(ten opét prixoruje k proménné mid), pak rekurzivnim zavolanim sebe
samé secte horni polovinu ¢isla a nakonec rekurzivné zavola sebe samu

136



pro dolni polovinu ¢isla, ¢imz ji jednak seCte a jednak odpocita prenos
mid. Trividlni pfipad s¢itani jednobitovych ¢isel opét vyresime klasicky.
procedure Secti(var i,l:word; var in,out:bit);
var 11,12, j:word;
var mid:bit;
begin
if 1=1 then begin { jednobitové sZitani }
out "= (A[i] and B[i]) or ((A[i] or B[i]) and in);
A[i] ~= B[i] xor in
end
else wrap begin
11 += 1 div 2; { op&t poZitéame, kde jsou poloviny }
12 += 1-11;
j += i+l1
end
on begin
Prenos(i,1l1,in,mid); { pfenos pfes dolni polovinu }
Secti(j,12,mid,out); { setteme horni polovinu }
Secti(i,1l1,in,mid) { setteme dolni a odpo&teme pfenos }
end
end;

Casova i prostorova slozitost nasi s¢itaci procedury bude stejna jako
u procedury Prenos, protoze az na oSetfovani trividlnich pripadi, které je
konstantni, vypadaji obé procedury tiplné stejné. Scitame tedy v prostoru
O(logn) a &ase O(n'®°). Program vypad4 takto:

procedure Add(var n:word; var A,B:array [0..n-1] of bit);
{ Zde jsou vloZeny procedury Prenos a Secti }
var zero:word;
var in,out:bit;
begin

Secti(zero,n,in,out); { vime, Ze out vyjde nulovy }
end;

Yy s

Treti FeSeni. A neslo by to jesté 1épe? Zkusme vytFesit jednodussi pro-
blém: jak k danému ¢islu pficist jednicku, tedy nalézt maximéalni souvisly
tsek jednicek na nejnizsich fadech, tyto jedni¢ky zménit na nuly a bez-
prostfedné predchézejici nulu zménit na jedni¢ku. Jinak fefeno zménit
ty Cislice, za kterymi jiz nenésleduje zadna nula. To se ovSem da snadno
zafidit nasledujicim trikem: Nejdfive postupujeme od nejnizsiho fadu
k nejvyssimu a za kazdou nulu si do pocitadla pfi¢teme jednicku, a pak
projdeme pole jesté jednou v opa¢ném sméru, pocitadlo za kazdou nulu
o jednic¢ku snizujeme, a jakmile dospéje do nuly, zacneme vSechny bity,
pres které prejdeme, negovat:

procedure AddOne(var n:word; var A:array [0..n-1] of bit);
var i,c:word;
begin
for var i=0 to n-1 do
if A[i]=0 then c += 1;
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for var i=n-1 downto O do begin
if A[i]=0 then c -= 1;
if ¢=0 then A[i] "= 1;
end;

end;

Dokazeme to tedy v linearnim case a konstantnim prostoru. Jenze
kdyz umime pfi¢ist jednicku, dokazeme pricist i libovolnou mocninu
dvojky — staci zacit u jiného nez nejnizsiho fadu, a tim padem také libo-
volné jiné ¢islo, protoze ho mizZeme rozlozit na mocniny dvojky a kazdou
pricist zvl4st:

procedure Add(var n:word; var A,B:array [0..n-1] of bit);

var i,j,c:word;

begin

for var i=0 to n-1 do
if B[i]=1 then begin
for var j=i to n-1 do
if A[j]=0 then c += 1;
for var j=n-1 downto i do begin
if A[j]=0 then c¢ -= 1;
if ¢=0 then A[j] "= 1;
end;
end;
end;
Tak dosdhneme ¢asové slozitosti O(N?) pti prostorové slozitosti O(1).

v

Pozndmka na zdvér. ReSeni v konstantnim prostoru t&Zi z toho, ze
jsme v naSem vypocletnim modelu nadefinovali prostorovou sloZitost po-
nékud nedbale a nemérime ji v bitech, nybrz ve wordech. Kdybychom
pocitali opravdu precizné, nebyla by prostorova sloZitost tfetiho reseni
konstantni, nybrz logaritmicka, zatimco druhé feSeni by se dalo snadno
upravit tak, aby mélo stéle logaritmickou slozitost (sta¢i si uvédomit, ze
je lze naprogramovat nerekurzivné, ¢im? se zbavime zavislosti prostoru
na lokélni proménné). Ov8em ¢asové slozitosti zlistanou zachovény, takze
druhé feSeni bude pracovat v témze prostoru rychleji.

P-1lIl-4

Uloha, pfevedena do podoby v matematice b&zné&jsi, zni: Je dan konvexni
N-thelnik a M jeho neprotinajicich se tétiv délicich N-thelnik na dily.
Naleznéte maximéalni pocet dili, z nichz Zadné dva nemaji spole¢nou
stranu.

Uvazujme nésledujici graf G. Vrcholy grafu budou odpovidat jednot-
livym dilim N-thelniku, pficemz dva vrcholy budou spojeny hranou,
pokud jim odpovidajici dily maji spole¢nou stranu. Graf G zfejmé bude
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souvisly a navic nebude obsahovat zadny cyklus. Uvnitf cyklu by totiz
lezela alespon jedna sténa grafu G. Té musi odpovidat néjaky priseéik
v nakresleném N-thelniku. Tento prisecik vSak rozhodné nemiZe lezet
na okraji N-thelniku, a mame tak spor s tim, ze zZadné dvé tétivy se
neprotinaji.

Souvisly graf bez cykli je strom a naSe uloha se tim zjednodusuje
na nalezeni maximéalni nezavislé mnoziny vrcholt (tj. takové mnoZiny
vrchold, ze zadné dva vrcholy z této mnoziny nejsou spojeny hranou) ve
stromu. Maximalni nezavislou mnozinu mizeme uréit prohledavanim do
hloubky. Na pocatku si oznacime vSechny vrcholy jako prijatelné do ne-
zavislé mnoziny. Za¢neme v libovolném vrcholu prohledavat strom. Kdyz
se vracime z néjakého vrcholu, ktery je oznacen jako pfijatelny, pfidime
ho do nezavislé mnoziny a jeho otce odznacime. Kdyz takto projdeme
cely graf, mdme vybranou maximalni nezavislou mnozinu. Nezavislost
vybrané mnoziny je zfejméa. Pro¢ ale bude vybrana mnozina maximalni?
Oznacdme si vybranou nezavislou mnozinu A a déle si vezméme maximalni
nezévislou mnozinu B, ktera se od nasi vybrané mnoziny li§i v nejméné
vrcholech. Nyni se podivejme na takovy vrchol v, ve kterém se A a B lisi
a ktery je nejvzdélenéjsi od vrcholu, ve kterém zacalo prohledavani do
hloubky. Pfipad, kdy v je v B a ne v A, nastat nemuze, protoze kdyz jsme
néjaky vrchol v nevzali do A, tak pouze proto, ze byl sousedem néjakého
vrcholu v pod nim zarazeného do A. Protoze v je nejvzdalenéjsi vrchol,
ve kterém se A a B 1isi, musi byt u obsazen i v B, a tedy B také nemiize
obsahovat v. Muze tedy nastat pouze situace, Ze v je obsaZen v A a neni
obsazen v B. Pokud ale v priddme do B a z B vytradime otce v (pokud
v ni byl), bude B stle maximalni nezavisla mnozina a pfitom se bude lisit
v méné vrcholech, coz je spor s vybérem B. Vybrana nezavisla mnozina A
musi byt proto skute¢né maximalni.

Zkonstruovat vyse popsany graf a na ném pak provést prohledani do
hloubky je zbytecné pracné. My budeme graf prohleddvat bez jeho ex-
plicitni konstrukce. Nejdfive si tétivy zorientujeme tak, aby kazda tétiva
zacinala ve vrcholu s nizsim ¢islem a pfiddme pomocnou tétivu zaéinajici
v prvnim a konéici v poslednim vrcholu. Tétivy si pomoci pfihrddkového
tFidéni setfidime vzestupné podle jejich pocatku, tétivy zacéinajici ve stej-
ném vrcholu pak sestupné podle jejich konce. Nyni postupné prochazime
vrcholy N-thelniku v poradi od vrcholu s ¢éislem jedna po vrchol s &s-
lem N. Pri prochazeni si udrzujeme zasobnik s tétivami, od nichZ jsme
vidéli zacatek, ale ne konec. U kazdé tétivy na zdsobniku si navic pama-
tujeme, zda je prijatelnd. Vzdy, kdyz zacneme zpracovavat novy vrchol,
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nejdrive ze zasobniku odebereme tétivy, které v tomto vrcholu kondi. Po-
kud je odebirana tétiva oznacena jako pfijatelnd, zvétsime velikost neza-
vislé mnoziny a odznacime tétivu pod ni v zasobniku. Po odebrani vSech
koncicich tétiv pfiddme na zasobnik vSechny tétivy zacinajici v daném
vrcholu a oznacime je jako prijatelné. Pak pokracujeme do dalsiho vrcholu
N-thelniku. Vypocet skonc¢ime po prichodu vSemi vrcholy N-thelniku.

Uvedeny algoritmus piesné odpovida dfive popsanému prohleddvani
do hloubky. Kazda tétiva totiz jednozna¢né koresponduje s hranou v gra-
fu, ktera spojuje vrcholy odpovidajici dilim oddélenym tétivou. Ulozeni
pomocné tétivy (1, N) na zadsobnik odpovida vstupu do vrcholu, ze kte-
rého zacindme prohledavani. Ulozeni dalsi tétivy na zésobnik odpovida
pfechodu po odpovidajici hrané doli (smérem od vrcholu, ve kterém
zalalo prohledavéni), vybrani tétivy ze zasobniku, pak névratu zpét po
hrané. Pfi prohledavéani do hloubky jsme si oznacovali vrcholy, které 1ze
pfidat do nezavislé mnoziny. V upraveném algoritmu misto vrcholu zna-
¢ime tu hranu, po které jsme do vrcholu poprvé vstoupili. Algoritmus
mé ¢asovou i pamétovou slozitost O(N) (tétiv nikdy nemiZze byt vice
nez N — 3).

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#define MAXV 30000 /*
#define MAXR 30000 /x*

/* Struktura pro jeden
struct rez {
int a, b;

};

int rezu, vrcholu; /%
struct rez r[MAXR]; /*
int vpoc[MAXV]; /*

/* Natte vstup */
void nacti(void)
{
int pom, i;
FILE *vstup;

if (!(vstup = fopen("
exit(1);

fscanf (vstup,

for (i 0; i < rezu;

Maximdlni po&et vrchold
Maximalni polet Fezfl */

fez */

PoZet Fezfl a vrchold */
Jednotlivé fezy */
Polty Fezfl zafinajicich

poklad.in", "r")))

"%d %d", &vrcholu, &rezu);

i++) {

fscanf (vstup, "%d %d", &r[i].a, &r[i].b);

r(i].a--; r[i].b--;

if (rfil.a > r[il.b) {

pom = r[i].a;
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}

r[i].a = r[i].b;
r[i].b = pom;
}
}
fclose(vstup);

/* Pridame jest& fiktivni fez mezi prvnim a poslednim vrcholem */
r[rezu].a = 0;

r[rezu] .b = vrcholu-1;

rezut+;

/* Setf¥idi fezy podle potatku a konce */
void setrid(void)

{

}

struct rez ri[MAXR]; /* Jednotlivé preskladané fezy */

int vrchind [MAXV]; /* Index, kde zafinaji fezy z/do daného vrcholu */
int vrchpoc [MAXV]; /* Potty fezl@ z/do daného vrcholu */
int i;

/* Prvni prfichod t¥idéni */
for (i = 0; i < vrcholu; i++)
vrchpoc[i] = 0;
/* Spolteme polty fezfi do jednotlivych vrchold */
for (i = 0; i < rezu; i++)
vrchpoc[r[i].b]++;
vrchind[0] = 0;
for (i = 1; i < vrcholu; i++)
vrchind[i] = vrchind[i-1] + vrchpoc[i-1];
/* Pferovname fezy podle cilového vrcholu */
for (i = 0; i < rezu; i++)
ri[vrchind[r[i].b]++] = r[i];

/* Druhy prfichod t¥id&ni */
for (i = 0; i < vrcholu; i++)
vrchpoc[i] = 0;
for (i = 0; i < rezu; i++)
vrchpoc[ri[i].a]++;
vrchind[0] = 0;
for (i = 1; i < vrcholu; i++)
vrchind[i] = vrchind[i-1] + vrchpoc[i-1];
/* Pferovname fezy podle zdrojového vrcholu
(bereme je sestupn& podle cilového vrcholu) */
for (i = rezu-1; i >= 0; i--)
rlvrchind[r1[i].a]++] = ri1[i];

/* Spotte, kolik Zasti mapy mfize kapit&n rozdat */
int spocti(void)

{

int casti = 0; /* Polet &asti */
int zasvrch = 0; /* Vrchol zasobniku */
int zas[MAXR]; /* Zasobnik na zpracovavané rezy */

int zasuzit[MAXR]; /* Znacka, Ze pfislu3nd &ast mapy miZe byt rozdana */
int actvrch = 0, actrez = 0; /* Aktualni vrchol a ¥ez mnohoihelniku */
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while (actvrch < vrcholu) {
while (zasvrch && r[zas([zasvrch-1]].b == actvrch) {
if (zasuzit[zasvrch-1]) {
/* Cast odd&lena timto fezem miiZe bjt pouZita? */
casti++;
if (zasvrch > 1)
zasuzit[zasvrch-2] = 0;
}
zasvrch--;
}
while (actrez < rezu && r[actrez].a == actvrch) {
zas[zasvrch] = actrez++;
zasuzit[zasvrch++] = 1;
}
actvrch++;
}
return casti;

}

int main(void)
{
FILE *vystup;

nacti();
setrid();

if (!(vystup = fopen("poklad.out", "w")))
exit(1);

fprintf (vystup, "%d\n", spocti());

fclose(vystup) ;

return O;

P-1IlIl1-5

Pouzijeme upraveny tridici algoritmus mergesort. V programu si budeme
vytvéret jednosmérné spojové seznamy, jez budou mit svym jednotlivym
prvkim pfifazeny mince. Vahy minci budou od pocatku ke konci seznamu
tvorit rostouci posloupnost. Mince stejné hmotnosti budou pfirazeny té-
muz prvku seznamu. Tento seznam budeme realizovat tak, ze kazdy jeho
prvek bude obsahovat ukazatel na nasledujici prvek seznamu a na strom,
ktery obsahuje mince (téZe hmotnosti) pfifazené tomuto prvku. Samotny
strom bude binarni strom, ve kterém mé kazdy prvek zadného nebo dva
syny. Cisla minci ve stromu budou uchovavana v jeho listech a kazdy uzel
tohoto stromu bude obsahovat ¢islo nékteré mince ze svého podstromu
(v nasi implementaci to bude nejmensi éislo mince ve stromu).
Zakladem bude rekurzivni procedura vytvor(prvni,posledni),
kterd vytvori jednosmérny spojovy seznam popsany v prvnim odstav-

142



ci. Tento seznam bude obsahovat vSechny mince s Cisly od prvni do
posledni. Pokud jsou ¢isla prvni a posledni shodnd, procedura vy-
tvori jednoprvkovy seznam. Jeho jediny prvek bude ukazovat na strom
tvofeny jednim uzlem, ktery bude obsahovat ¢islo prvni = posledni.
Pokud jsou ¢isla prvni a posledni riznd, procedura nejdiive rozdéli in-
terval tvoreny Cisly od prvni do posledni na dva intervaly polovi¢nich
délek a na kazdy z nich se rekurzivné zavold. Takto ziskdme dva linearni
spojové seznamy s vlastnostmi popsanymi v prvnim odstavci. Z nich nase
procedura vytvori jeden.

Vysledny seznam budeme vytvaret od zacatku, a to nasledujicim zpi-
sobem: Na nékterou z minci ve stromu hlavy (tj. prvniho prvku) prvniho
ze seznamu a na nékterou z minci ve stromu hlavy druhého seznamu
zavolame funkci porovnej. Pokud je mince hlavy prvniho seznamu leh¢i,
odpojime hlavu od prvniho seznamu a pripojime ji na konec vysledného
seznamu; poté pokracujeme porovnanim hlav nové vzniklé dvojice se-
znamu. Pokud je naopak mince hlavy druhého seznamu leh¢i, pfipojime
na konec vysledného seznamu hlavu druhého seznamu a pokracujeme
s druhym seznamem bez jeho pivodni hlavy. Zbyva ptripad, kdy mince
obou hlav maji stejnou hmotnost. V tomto pripadé pripojime na konec
vysledného seznamu prvek, ktery ukazuje na strom, jehoz levy podstrom
je strom hlavy prvniho seznamu a pravy podstrom je strom hlavy dru-
hého seznamu; od obou seznami nésledné odpojime jejich hlavy. Takto
pokracujeme, dokud jeden nebo oba z nasich dvou seznamt nejsou prazd-
né. Pokud je jeden z nich neprazdny, nezapomeneme ho pripojit na konec
vysledného seznamu.

Vytvorit cely program je nyni jiz snadné: Nejprve ze souboru vahy.in
nacteme pocet minci N. Poté zavolame proceduru porovnej s parametry
prvni = 1 a posledni = N. Nakonec vypiSeme ¢isla v listech stromt
(zleva doprava) ve vysledném seznamu; kazdy strom vypiSeme na samo-
statny radek souboru vahy.out, a to v poradi, v jakém stromy odpovidaji
prvkim seznamu. Cisla na kazdém fadku jsou setiidéna (z konstrukce
stromt pat¥icim prvkim seznamu) a hmotnosti minci v poradi dle fadku
jsou rostouci (dle vlastnosti vytvareného seznamu). Zbyva si rozmyslet,
Ze nas algoritmus neprovadi zbytecné volani funkce porovnej, a uréit
jeho ¢asovou slozitost.

Nejprve dokdzeme indukci dle délky intervalu uréeného parametry
pii volani procedury vytvor, Ze nas$ program neprovadi zbyte¢né volani
funkce porovnej. Procedura vytvor volé funkci porovnej pouze na dvo-
jice prvki z intervalu specifikovaného parametry procedury vytvor. Po-
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kud je tento interval jednoprvkovy, dokazované tvrzeni plati z trividlnich
divodi. V opacném piipadé se nejprve vytvori dva seznamy rekurziv-
nim voldnim procedury vytvor a ty se nasledné slouc¢i. Pti slucovani
dvou seznamu je funkce porovnej volana pouze na dvojice minci z riz-
nych seznamu (tedy vysledek takového volani neni urcen vysledky volani
funkce porovnej pfi rekurzi). Vzhledem k tomu, Ze porovnavame z kaz-
dého seznamu minci s nejmensi vahou (a mince s mensimi vahami jsme
zaradili jiz do vysledného seznamu), nemuze byt vztah hmotnosti minci
z dotazované dvojice urcen predchozimi dotazy. MizZeme tedy uzavrit, ze
zadné volani funkce porovnej neni zbytecné.

Hloubka rekurzivniho voldni procedury vytvor je O(log N) (N je
pocet minci), nebot pii kazdém volani se délka intervalu specifikovaného
parametry funkce zmensi na polovinu. Na slouéeni dvou seznamt je tieba
Cas umérny délce vysledného seznamu. Protoze na kazdé drovni volani
se libovolna mince vyskytuje pravé v jednom seznamu, je Cas straveny
algoritmem béhem procedur vytvor na jedné Grovni rekurze linearni,
tj. O(IN). Celkova ¢asova slozitost je tedy O(N log N). Libovolna mince
se vyskytuje pfi béhu programu vzdy pravé v jednom seznamu, a tedy
pamétovéa slozitost programu je O(N).

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>
#include "vahy_lib.h"

struct tuzel {
int prvek;
struct tuzel *levy, *pravy;
};
struct tseznam {
struct tuzel *strom;
struct tseznam *dalsi;
};
struct tseznam *vytvor(int prvni, int posledni) {
struct tseznam *vysledek, *seznaml, *seznam2, **ocas, *pomocna;
if (prvni==posledni) {
vysledek=malloc(sizeof (struct tseznam));
vysledek->dalsi=NULL;
vysledek->strom=malloc(sizeof (struct tuzel));
vysledek->strom->prvek=prvni;
vysledek->strom->levy=vysledek->strom->pravy=NULL;
return vysledek;
}
seznaml=vytvor (prvni, (prvni+posledni)/2);
seznam2=vytvor ((prvni+posledni)/2+1,posledni);
ocas=&vysledek;
while (seznaml&&seznam2) {
switch (porovnej(seznaml->strom->prvek,seznam2->strom->prvek)) {
case 0:

144



(*ocas)=malloc(sizeof (struct tseznam));
(*ocas)->strom=malloc(sizeof (struct tuzel));
(*ocas)->strom->prvek=seznaml->strom->prvek;
(*ocas)->strom->levy=seznaml->strom;
(*ocas)->strom->pravy=seznam2->strom;
pomocna=seznaml; seznaml=seznaml->dalsi; free(pomocna);
pomocna=seznam2; seznam2=seznam2->dalsi; free(pomocna);
break;
case 1:
*ocas=seznaml; seznaml=seznaml->dalsi;
break;
case -1:
*ocas=seznam?; seznam2=seznam2->dalsi;
break;
}
ocas=&((*ocas)->dalsi);
}
*ocas=seznaml?seznaml : (seznam2?seznam2:NULL) ;
return vysledek;

void vypis_strom(FILE *soubor, struct tuzel *uzel) {
if (uzel->levy) {
vypis_strom(soubor,uzel->levy);
vypis_strom(soubor,uzel->pravy);
}
else
fprintf (soubor,"%d ",uzel->prvek);

void vypis_seznam(FILE *soubor, struct tseznam *seznam) {
while (seznam) {
vypis_strom(soubor, seznam->strom);
fprintf (soubor,"\n");
seznam=seznam->dalsi;
}
}

int main(void) {
FILE *soubor;
int N;
struct tseznam *seznam;
soubor=fopen("vahy.in","r");
fscanf (soubor,"%d",&N);
fclose(soubor) ;
seznam=vytvor(1,N);
soubor=fopen("vahy.out","w");
vypis_seznam(soubor,seznam) ;
fclose(soubor) ;
return 0;

}
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