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Pripravna soustredéni pred 44. MMO

V pribéhu 52. ro¢niku se konalo vybérové soustfedéni pro pfipravu na
mezinarodni matematickou olympiddu bezprostfedné po skonéeném ce-
lostatnim kole kategorie A, a to od 7. do 11. dubna 2003 v Kostelci nad
Cernymi lesy nedaleko Prahy. Na soustfedéni bylo pozvano 10 nejlep-
§ich resitela III. kola kategorie A s vyjimkou téch, kteri se rozhodli dat
prednost Gc¢asti na Mezindrodni fyzikalni olympiadé. Soustfedéni bylo za-
méfeno na pripravu reprezentanti a ke koneéné nominaci Sesti¢lenného
druzstva.
Uspésnost jednotlivych studentt ukazuje nasledujici tabulka:

Jan Molacek 3/4, GJKT Hradec Kralové 7
Pavel Cizek 8/8, G Kralupy nad Vltavou 74
Vitézslav Kala 3/4, G Brno, tf. Kpt. JaroSe 70
Marek Kréal 4/4, G Brno, t¥. Kpt. Jarose 69
Pavel Kocourek 2/4, SPSST, Praha 1, Panska 66,5
Jaromir Kuben 1/4, G Brno, tf. Kpt. Jarose 65,5
Frantisek Konopecky 6/8, G Holesov 61
Martin Kéaldy 4/4, GChD, Praha 5 56
Tomas Gavenciak 3/4, GMK, Bilovec 53
Marek Pechal 5/8, G Zlin, Lesni &tvrt 53

Na zékladé uvedenych vysledkd, v nichz jsou zapocitany i vysledky
oblastniho a celostatniho kola, bylo prvnich Sest vybrano do reprezen-
ta¢niho druzstva a sedmy byl uréen jako ndhradnik. Toto druZstvo néas
reprezentovalo i na jiZ tradiénim stfetnuti s druzstvy Slovenska a Polska.

Jednotlivé seminare vedli a ulohy pfipravili:
dr. Karel Hordk (7.4.),

dr. Jaroslav Zhouf (8.4.),

dr. Martin Pandk (9.4.),

dr. Jaroslav Svréek (10.4.)

a doc. Jaromir Sim$a (11.4.).
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Ulohy zadané na piipravném soust¥edéni

1. Je dan tétivovy &tyftahelnik ABCD. Oznaéme K prisedik pfimky BC
s tenou ve vrcholu A a L prisecik piimky AD s te¢nou ve vrcholu B
ke kruznici opsané danému ¢étyfahelniku. Jestlize |AL| = |AD| a |BK| =
= |BC|, je ABCD lichobé&znik. Dokazte.

2. Necht mnohoéleny P, @, R s redlnymi koeficienty, mezi nimiz je mno-
hoclen druhého a mnohoclen tfetiho stupné, spliuji rovnost

P’ +Q* =R
DokaZte, Zze pak jeden z mnohoclent tretiho stupné méa vesmés realné
koreny.

3. V roviné je dan koneény pocet modrych a ¢ervenych pfimek, pricemz
z4dné dvé nejsou rovnobéziné a kazdym prasefikem dvou primek téze
barvy prochazi i pfimka druhé barvy. Dokazte, Ze vSechny pfimky pro-
chézeji jednim bodem.

4. Necht n 2 2 je pfirozené ¢islo a pro kladné realné &isla z1, o, ..., 2,
plati rovnost
L, o
1+x; 14z 7 14z,

Dokazte, ze
T1T2...Tp 2 (n—1)".

5. Necht v trojuhelniku ABC je V prusecik vysek a S stfed kruZznice
opsané a necht pfimky AV a AS protinaji kruZnici opsanou postupné
v bodech M a N. Ozna¢me postupné P, @ a R prisediky pfimek BC
aVN, BCaSM,VQ a SP. Dokazte, ze ASRV je rovnobé&znik.

6. Je ddna mnozina M = {1,2,3,...,2002,2003}. Dokazte, Ze existuje
14 podmnozin mnoziny M takovych, Ze pro kazdé n € M mezi nimi
existuje pravé sedm mnozin takovych, Ze n je jejich spoleénym prvkem.

7. Na kruhu je dano 4n bodu stiidavé obarvenych modfe a Cervené.
Modré body jsou libovolné rozdéleny do n part a body v kazdém péru
jsou spojeny modrou tétivou. Podobné ¢ervené body jsou libovolné roz-
déleny do n part a body v kazdém péaru jsou spojeny ervenou tétivou.
Body lezi na kruhu tak, Ze zadné tfi tétivy neprochézeji jednim bodem.
Dokazte, Ze existuje aspon n bodd, v nichz néktera modra tétiva protina
nékterou Cervenou tétivu.
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8. Dokazte, ze {nv3} > n_l'\/g pro libovolné pfirozené n. (Symbol {n}
znadi tzv. zlomkovou €ast ¢isla n.)

9. Necht n je pfirozené ¢islo a f(z) = amz™+. ..+ a1z +ag je mnohoclen
s celoCiselnymi koeficienty takovy, zZe:

(i) kazdé z &isel aq,as, ..., an je délitelné viemi prvocisly délicimi n,
(ii) a1 a n jsou nesoudélna.
Dokazte, Ze pro libovolné prirozené k existuje prirozené c tak, ze f(c) je

délitelné &islem nk.

10. Necht z;, xo, ...je nekoneéna ndhodné posloupnost nul a jednicek.
Co je pravdépodobnéjsi:

(i) posloupnost 110 se v ni vyskytne pied posloupnosti 010,

(ii) posloupnost 010 se v ni vyskytne pied posloupnosti 1107

11. Necht pro kladnd ¢isla z, y, z plati zyz(x+y+2z) = 1. Uréete nejmensi
hodnotu vyrazu V = (z + y)(y + 2).

12. Necht M je stfed strany AB daného trojuhelniku ABC. Sestrojte
rovnobézku p se stranou AB tak, aby jeji prusetiky E a F po fadé se
stranami BC' a AC tvofily vrcholy pravothlého trojahelniku EF M s pie-
ponou EF.

13. Necht T je tézisté a M libovolny bod trojihelniku ABC. Oznaéme
Ay, By, Cy priseciky pfimky MT po tadé s pfimkami BC, CA, AB.
Dokazte, Ze plati nerovnost

[MAy| - |MBy|-|MCy| £ |TA:|-|TBy|-|TCl.

14. Necht ABCD je tétivovy Ctyithelnik se stfedem S kruZnice jemu
opsané a P prusecik jeho whlopficek. Kruznice opsané trojuhelnikiim
ABP a CDP se protinaji v bodé Q (Q # P). JestliZe jsou body S, Q, P
navzajem ruzné, pak primky SQ a PQ jsou navzijem kolmé. DokaZte.

15. Uréete pocet téch Etvetic (a, b, ¢, d) pFirozenych Cisel, pro které plati
1fa<b<c<d£30 a at+d=b+c

Vysledek uvedte jednim ¢&islem zapsanym v desitkové soustavé.

16. Ozna¢me ¢(T') ten z poméri délek dvou stran daného trojthelniku T,
ktery je nejblize ¢islu 1. Urcete nejmensi kladné ¢islo C' takové, ze pro
kazdy trojahelnik T plati nerovnost |1 — ¢(T)| £ C.
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17. Vnitinim bodem daného trojihelniku ABC vedeme rovnobézky
s jeho stranami. Tyto pfimky vytnou na trojihelniku ABC tii tGsecky
téze délky. Vyjadrete ji pomoci délek a, b, ¢ stran trojiuhelniku ABC.
Vysledek zapiste ve tvaru podilu dvou mnohoclent proménnych a, b, c.

18. V roviné je dana konecnd mnozina bodd M a osm kruznic ki,
ka, ..., ks tak, ze kruznice k; prochézi pravé j body mnoziny M pro kazdé
j €{1,2,...,8}. Urdete nejmensi mozny pocet prvki (bodl) mnoziny M.

19. Necht z, y, z jsou navzajem ruzné celd ¢isla splhujici rovnici
z-y)@y—-2)z—2)=z+y+2.

Najdéte nejmensi moZznou hodnotu |z + y + z|.

20. Pro kazdé n = 4 urlete nejvétsi ¢islo C,,, pfi kterém nerovnost

a a a
= g
an, + a2 a) +as Ap—1 + a1
plati pro libovolna kladné ¢isla aq,asz, ..., an.
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