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Mezindrodni stfetnuti cesko-polsko-slovenské

ZILINA, 16.—~17. CERVNA 2003
V réamci zavére¢né pripravy pfed MMO se uskuteé¢nilo jiz tfeti mezina-
rodni stietnuti mezi tymy Ceské republiky, Polska a Slovenska. Jednotlivé
zemé reprezentovala Sestice GCastnikd, ktefi si vybojovali ve svych zemich
postup na 44. MMO v Tokiu.

Soutéz se uskutecnila v terminu 17.-18.6. 2003 ve slovenské Ziliné.
VSechna tii reprezentacni druzstva pricestovala na misto konani jiz v ne-
déli vecer 15. 6. 2003. Organizace a pribéh soutéze zistal zachovan z pie-
deslych ro¢nikit — je pfizpusoben stylu III. kola nasi MO a podminkam
na MMO. Soutézicim byly ve dvou dnech predloZeny dvé trojice soutéz-
nich tloh, pritom za kazdou z loh mohli ziskat nejvyse 7 bod, tj. celkové
(stejné jako na MMO) 42 body. Na kazdou trojici iloh méli soutéZici vy-
hrazeno 4,5 hodiny.

Poradi | Jméno Zemé| body |Soucet
1.-3. | Péter Koltai SVK | 777777 42
Marcin Pilipczuk POL (777777 42
Aleksander Zabtocki |POL (777777 42
4. Pawet Januszewski POL |727777 37
5. Jan Molacek CZE |726772 31
6.-9. | Hana Budacova SVK (771771 30
Toméas Vana SVK (770772 30
Vitézslav Kala CZE |777072 30
Pavel Kocourek CZE [770772 30
10.-11. | Michal Burger SVK |720776 | 29
Kamil Duszenko POL (727760 29
12. Marek Kréal CZE (725770 28
13. Witold Rebacz POL [770750 26
14. Jakub Zavodny SVK [721771 25
15.-16. | Jaromir Kuben CZE (727070 23
Michatl Lason POL |727070 23
17. | Pavel Cizek CZE |726070 | 22
18. Frantisek Simancik SVK (700770 21
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Ulohy pro letosni soutéZ vybrali slovensti organizatofi — vétsinou
z uloh, jez prosly spolecnou cesko-slovenskou tlohovou komisi. Jejich
koordinaci provadéla mezinarodni jury, kterou tvorili Rafal Lochowski
a Paulina Domagalska z Polska, prof. dr. Jozef Moravcik a doc. Oli-
ver Ralik ze Slovenska a dr. Karel Hordk a dr. Jaroslav Surcek za Ces-
kou republiku. Na zdarném pribéhu celé soutéze, kterd probéhla vesmeés
na ptudé Vysoké skoly dopravni v Ziling, m4 nepiehlédnutelnou zasluhu
doc. Vojtech Bdlint, vedouci prislusné katedry matematiky.

Texty soutéZnich tiloh

1. Necht n 2 2 je pfirozené ¢&islo. V oboru redlnych isel feste soustavu
rovnic

max{1l,z1} = x2,

max{2,z2} = x3,

max{n —1,z,—1} = (n — 1)z,

max{n, z,} = ne;.

2. Je dan ostrotuhly trojuhelnik ABC, v némz velikost vnitfniho thlu
pfi vrcholu B je vétsi nez 45°. Necht D, E, F jsou po fadé paty vysek
z vrcholi A, B, C anecht K je takovy bod tsecky AF', Ze plati | x DK F| =
= |xK EF|. Dokazte, Ze

a) takovy bod K vidy existuje;

b) plati rovnost |[KD|?> = |FD|* + |AF| - |BF)|.

3. Jestlize pro realnd ¢isla p, ¢, r z intervalu (%, %) plati pgr = 1, pak

existuji dva trojihelniky o stejném obsahu, z nichz jeden ma strany a,
b, ¢ a druhy ma strany pa, gb, rc. Dokazte.

4. Je dan trojuhelnik ABC a jeho vnitfni bod P, ktery lezi na téZnici
z vrcholu C. Oznacme X prusecik piimky AP s pfimkou BC a Y pruseéik
piimky BP s primkou AC. Je-li ¢tyfuhelnik ABXY tétivovy, potom je
trojuhelnik ABC rovnoramenny. Dokazte.

5. Urlete v8echna prirozend ¢isla n 2 2, pro néz jsou vSechny binomické

koeficienty
n n n
1)7\2)" 77 \n—-1

suda cisla.
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6. Urcete vSechny funkce f: R — R, které pro v8echna z,y € R spliuji
rovnici

F(Ff@) +y) =22+ f(f(v) — 2).

Reseni tloh

1. UkéZeme nejprve, ze pro kazdé i € {1,2,...,n} plati z; < 7. Dikaz
provedeme sporem. Pfedpokladdejme, ze z; > i pro né&jaké i.

Je-li z; > 1, plyne z posledni rovnice dané soustavy nerovnost
max{n,z,} = nz; > n, takie z, > n. Jestlize dale pro n&jaké i > 1
jex; > i, pakmax{i—1,z;-1} = (i—1)x; > (i—1)i > i—1. Je tedy také
z;—1 > ¢ — 1. Odtud plyne, Ze pokud nerovnost z; > i plati pro nékteré
i € {1,2,...,n}, pak plati uz pro kazdé i € {1,2,...,n}. V takovém
pripadé ma vSak dana soustava tvar

Ty =g, T2 =2x3, ..., Tpn-1 = (n—1)x,, T,=nz.

Vynasobenim téchto rovnic dostaneme z12s ...z, = n!'z125...2,, cOZ
neplati pro zadné pfirozené n 2 2. Viechna z; jsou totiz kladn4 ¢&isla. To
je spor.

Pro v8echna i € {1,2,...,n} je tudiz z; < i. Proto

1= Ina,X{’L,.’L‘,,} — ’ifl?,;_,.l, kde klademe Tnt+1 = 1.
Odtud jiz snadno ziskdme jediné redlné feSeni dané soustavy:
Ty =Ty =...=xT, =1.

2. a) Oznalme velikosti vnit¥nich Ghli daného trojihelniku ABC ob-
vyklym zptisobem a uvazujme Thaletovu kruznici sestrojenou nad pri-
mérem BC. Vzhledem k tomu, Ze trojahelnik ABC je ostrouhly, lezi
paty vySek E, F' v poloroviné BCA. Z vlastnosti tétivového ¢tyithelniku
BCEF plyne (obr.36), ze je | XAFE| = v a |XAEF| = [. Podobné
z tétivového ¢tyfthelniku AFDC plyne, Ze |xDFB| = v. Je-li K = A,
je |[xDKF|=|xDAF|=90° - B a |xKEF|=|xAEF|=p.

Jestlize se bod K bude spojité pohybovat po tsecce AF od bodu
A k bodu F, poroste velikost thlu DK F' spojité od hodnoty 90° — 3
k hodnoté v (v ostrotihlém trojahelniku je 90° — B < +) a soulasné
bude velikost thlu K EF' spojité klesat, a to od velikosti 3 > 90° —
— B k hodnoté 0°. Existuje proto na tsecce AF bod K, pro ktery plati
|xDKF|=|<KEF)|.
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Obr. 36

b) Necht D’ je obraz bodu D v osové soumérnosti podle pfimky AB.
Protoze |XAFE| = |xDFB| = v, lezi body E, F a D’ na jedné pfimce.

Piimka K D' je podle véty o tisekovém tihlu te¢nou kruznice k opsané
trojahelniku K FE, nebot |xD'KF| = |xDKF| = |<xKEF|. Pro moc-
nost bodu D’ ke kruznici k plati

|KD'|* = |D'F|-|D'E| = |D'F|(|D'F| + |FE|) =

1
=|D'F|*> + |D'F| - |FE)|. @

Nyni staéi vyuzit rovnosti |[FD| = |D'F| a |KD| = |KD'|, které plynou
ze soumérnosti bodi D a D’ podle AB, a mocnost bodu F' ke kruZnici
s prumérem AB, ktera je

|EF|-|FD'| = |AF| - |BF)|.

Dosazenim do (1) tak dostaneme |KD|? = |FD|? + |AF|-|BF)|, coz jsme
chtéli dokazat.

3. Ze zadani alohy plyne, Ze nékterd dvé z Cisel p, g, r jsou bud nejvyse
rovna 1, anebo jsou aspon 1. Mlzeme je proto oznacit tak, Ze nastane
jeden z néasledujicich dvou pripadi:

(i) pSgs1=,

(i) rs1spsq

(i) Polozme a = ¢, b = 1, ¢ = pq, potom plati pa = pg = ¢, gb = ¢ = a,
rc = pqr = 1 = b. Trojthelniky, jejichz strany maji velikosti a, b, ¢ a pa,
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pb, pc, jsou tedy shodné (pokud existuji). UkaZeme, Ze trojihelnik se
stranami délek g, 1, pq existuje. ProtoZze pg £ q £ 1, staéi ovéfit jedinou
trojahelnikovou nerovnost, a to pg + ¢ > 1. Ze vztaht

[S23 1 \V]

1
pg=- a r<-  plyne pg2
r 2

Vzhledem k tomu, Ze p < ¢, plati rovnéz

2 3
qg\/;>g, atedy pg+q>1

(ii) Polozme opé&t a = ¢, b = 1, ¢ = pq. Uk&Zeme, Ze i v tomto pripadé
existuje trojihelnik se stranami délek ¢, 1, pq. ProtoZe nyni pg 2 ¢ 2 1,
stali ovéfit nerovnost pg < ¢ + 1. Z nerovnosti p < q vyplyva /pq < g;
stac¢i proto ovérit silnéjsi nerovnost pg < \/pq + 1, tj. Ze t = /pq spliiuje
kvadratickou nerovnost t2 —t — 1 < 0, neboli ze —% < /pg < g Ze
vztahi

1
pg=- a rz2
r

5 5
pme VIS 2< 2,

o] N

a navic je \/pq 2 1. Tim je dtikaz hotov.

4. Ozname délky stran trojuhelniku ABC obvyklym zptsobem a, b, ¢
a D stred strany AB. Z mocnosti bodu C ke kruznici opsané ¢tyrtuhelniku
ABXY dostaneme |CA|-|CY| = |CB|-|CX]|, tedy a-|CX|=1b-|CY]|.
Z Cevovy véty pak vyplyva

|AD| - |BX|-|CY| _ |BX|-|CY] _
|DB[-|XC|-|[YA] ~ |XC|-|[YA]

takZe dosazenim a - |CX| =b-|CY| dostdvame déle a - |BX|=b-|AY|.
Sectenim rovnosti

a-|CX|=b-|CY| a a-|BX|=b-]AY]

dostaneme a? = b2, neboli a = b. Trojahelnik ABC je tedy rovnoramen-
ny.

Jiné Fefeni. Je-li étyfuhelnik ABXY je tétivovy, jsou trojihelniky
ABC a XYC podobné (uu), plati proto a - |CX| =b-|CY]|.
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Oznacme Sgrg obsah trojuhelniku EFG. Pro obsahy trojahelniki
ziejmeé plati

Sapc _ |AC| _ b a Sepc _ |BC| __a
Sapy  |AY] |AY| Sppx |BX| |BX|

ProtoZe bod P lezi na téznici z vrcholu C trojahelniku ABC, plati také
Sapc = Sepc, coz s obéma predeSlymi vztahy dava

b a
TAY]| Sapy = BX]| SBpx-

Z rovnosti obvodovych thld AXB a AYB a déle z rovnosti vrcholovych
Ghlt pfi vrcholu P plyne podobnost trojihelniki APY a BPX (uu).
Plati tedy Sapy : Sppx = |AY|? : |BX|?, coz ve spojeni s predchozim
vztahem dava a - |BX| = b-|AY|. Dale pokraujeme jako v piedeslém
feSeni.

5. Ukazeme, Ze podminkdm tlohy vyhovuji vSechna pfirozena ¢isla n,
kterd jsou mocninami ¢isla 2, tj. vSechna pfirozena éisla tvaru n = 2™,
kde m je pfirozené ¢islo.

Pro kazdé k € {1,2,...,2™ — 1} je

o™\ gm.(@m 1)L (2" —k+1)
(k)_ T2k ‘ (1)

Libovolné pfirozené &islo r € {1,...,k — 1} lze zapsat ve tvaru 2%, kde
[ je liché ¢islo a a < m je celé nezdporné ¢islo. Proto kazdy ze zlomki

mé po zkréceni v Citateli i jmenovateli licha ¢isla. Podobné i ¢&islo k lze
zapsat ve tvaru 2¢[, proto zlomek na pravé strané rovnosti

2m 2m—a

k l

ma v Citateli sudé a ve jmenovateli liché ¢islo. Soudin vSech téchto zlomki
pror =1,2,...,k je roven kombina¢nimu ¢islu (1), coZ je tudiz sudé &islo.
Tim jsme dokazali, Ze kazdé kombina¢ni ¢islo tvaru (1) je sudé.
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Necht naopak n neni mocninou &isla 2, tj. n = ¢- 2™, kde ¢ 2 3 je
liché ¢islo. UkéZeme, Ze kombinaéni ¢islo

c-2™\ ¢ 2™(c-2m—-1)-...-(c-2m -2 +1) @)
om ) 1-2-3.....2m

je liché. Podobné jako prve ukdZeme, %e pro véechnar € {1,2,...,2m -1}
ma kazdy ze zlomk
c-2™m—r c-2m

a také
r 2m

=cC

po zkraceni v ¢itateli i jmenovateli lich4 ¢isla. Souéin vSech téchto zlomki
je roven kombina¢nimu ¢islu (2), které je proto liché.

Dané tloze vyhovuji vSechna pfirozena ¢isla n, ktera jsou mocninou
éisla 2.

6. Pro kazdé ¢ € R je funkce f(xr) = = + ¢ FeSenim dané funkcionalni
rovnice (obé& jeji strany jsou pak rovny z + y + 2¢). UkdZeme, Ze jina
feSeni dan4 rovnice nema.

Nejprve dokéZeme, 7e funkce f je surjektivni. Volbou y = —f(z)
v dané rovnici dostaneme

£(0) =2z = f (f(~f(2)) — =)

Protoze kazdé realné ¢islo lze vyjadfit ve tvaru f(0) — 2z, existuje pro
kazdé y € R takové z € R, Ze plati y = f(z). Specidlné pak existuje
a € R, pro n&z plati f(a) = 0. Volbou z = a v dané funkcionalni rovnici
dostaneme

f@)=2a+f(f)—a) ti. f@)—a=F(fy)—a)+a.

ProtoZe funkce f je surjektivni, existuje pro kazdé x € R takové y € R,
%e £ = f(y) — a. Odtud plyne, %e pro kazdé z redlné plati z = f(z) + a,
tj. f(z) =z —a.

Tim je tloha vyfeSena.
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