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Kategorie C

Texty uloh

C-1-1

Dokazte, ze pro kazdé prirozené Cislo n, které je vétsi nez 3 a neni dé-
litelné tfemi, plati: Sachovnici n x n lze rozfezat na jeden &tverec 1 x 1
a obdélniky 3 x 1. (J. Zhouf)

C-1-2

Je déan obdélnik ABC D. Necht pfimky p a q, které prochazeji vrcholem A,
protinaji polokruznice vné pripsané stranam BC a C D daného obdélniku
po fadé v bodech K a L (B # K # C # L # D) a rovnéz strany BC
a CD po fadé v bodech P a @ tak, Ze trojihelnik ABP m4 stejny obsah
jako trojihelnik KCP a zaroven trojuhelnik AQD ma stejny obsah jako
trojuhelnik CLQ. Dokazte, ze body K, L, C lezi na téze primce.

(J. Svrcek)

C-1-3

Zak mél vypocitat pitklad X - Y : Z, kde X je dvojmistné &islo,
Y trojmistné ¢islo a Z trojmistné ¢islo s ¢islici 2 na misté jednotek.
Vysledkem piikladu mélo byt pfirozené &islo. Zak vsak tecku piehléd]
a souéin X - Y chépal jako pétimistné cislo. Ziskal tak sedmkrat vétsi
vysledek, nez mél vyjit. Jaky ptiklad mél zak pocitat? (P. Cernek)

C-1-4

Necht P je libovolny vnitini bod rovnostranného trojuhelniku ABC'. Uva-
7zujme obrazy K, L a M bodu P v osovych soumérnostech s osami AB,
BC a CA. Uréete mnozinu vsech bodit P takovych, Ze trojthelnik K LM
je rovnoramenny. (J. Zhouf)
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C-1-5

Prirozené ¢islo nazveme magickym, pravé kdyz je lze rozlozit na soucet
dvou trojmistnych ¢isel zapsanych stejnymi ¢éislicemi, ale v opa¢ném po-
fadi. Napriklad ¢islo 1413 je magické, nebot plati 1413 = 756 + 657,
nejmensi magické ¢islo je 202.

a) Urcete pocet vSech magickych cisel.

b) UkaZte, Ze soudet vSech magickych &isel je roven 187000. (J. Simsa)

C-1-6

Ze vsech ¢tyrtuhelnika, jez lze vepsat do kruznice o daném poloméru r
a které maji dvé strany dané délky m, urcete ten, ktery ma nejvétsi obsah.

(P. Leischner)

C-S-1
Urcete pocet vSech trojmistnych ¢isel, kterd jsou devatenactkrat vétsi
neZ soucet jejich &islic. (J. Simsa)
C-S§-2

Je dan étverec o strané délky 5cm. Mezi vSemi ¢tyftahelniky, které lezi
v tomto Ctverci tak, ze dvé jejich strany maji délku 2 cm a lezi na hranici
Ctverce, urcete vSechny ty, které maji maximalni obsah. (P. Leischner)

C-S-3

Dlazdicky A slozené ze t¥i jednotkovych ¢tverct maji tvar &, dlazdicky B
slozené ze &tyt jednotkovych ¢tvercti maji tvar cih. Kolik dlazdicek jednot-
livych typt potfebujeme na vydlazdickovani ¢tverce o strané 6 jednotek?
Pro kazdy moZny podet dlazdicek uvedte piiklad takového pokryti.

(J. Féldes)

C-n-1

V roviné je dan obdélnik ABCD, kde |[AB| = a < b = |BC|. Na jeho
strané BC existuje bod K a na strané CD bod L tak, Ze dany obdélnik
je tseckami AK, KL a LA rozdélen na ¢tyfi navzajem podobné trojihel-
niky. Uréete hodnotu poméru a : b. (J. Svrcek)
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C-1-2

Najdéte vsechny trojice prvocisel p, ¢ a r, pro které plati

u 516
p q r

(P. Novotny)
C-1-3

Do kruznice o poloméru r = 6 vepiste osmithelnik ABCDEFGH, jehoz
strany AB, CD, EF a GH maji po fadé délky 3, 4, 5 a 6 a strany BC,
DE, FG a HA jsou shodné. (P. Novotny)

C-1-4

Zéaci méli vypoditat piiklad = + y - z pro trojmistné &slo = a dvojmistna
¢isla y a z. Martin umi nasobit a s¢itat ¢isla zapsana v desitkové soustavé,
zapomnél v8ak na pravidlo o pfednosti nasobeni ptred séitanim. Proto mu
sice vyslo zajimavé Cislo, které se Cte stejné zleva doprava jako zprava

doleva, spravny vysledek byl ale o 2004 mensi. Urcete éisla z, y a z.
(J. Simsa)
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ReSeni tloh

C-1-1

Budeme-li pfemyslet, jak navrhovat postupy fezéni Sachovnic velkych
rozméru, jisté nas napadne myslenka, ze na obdélniky 3 x 1 lze rozfezat
kazdy ,,pas* Sachovnice tvoreny tfemi sousednimi radky nebo sloupci.
Takové pasy se proto vyplati od Sachovnice opakované odfezavat (dokud
je to mozné), a tak zmensovat jeji rozméry o nasobky tfi. Proto bude pro
nasi tlohu o Sachovnici n x n vyhodné rozlisit, zda dané ¢islo n > 3 dava
pfi déleni tfemi zbytek 1, anebo zbytek 2 (zbytek 0 je zadanim vyloucen).
Kazdy z téchto ptipadl prozkoumame oddélené.

Pripad n = 3k + 1. Nejprve z Sachovnice (3k+1) x (3k+ 1) odfezeme
pés prvnich 3k sloupct, tedy obdélnik (3k+1) x 3k, ktery pak rozfezeme
(po trojicich sloupci) na k péast (3k + 1) x 3 a kazdy z nich koneéné
roziezeme na 3k + 1 obdélnika 1 x 3. Z puvodni Sachovnice nam pak
zustane neroziezdn posledni sloupec; protoze méa 3k + 1 poli, snadno
ho rozfezeme na jeden ¢tverec 1 x 1 a k obdélnikii 3 x 1. Na obr.1 je
znazornéno vysledné rozfezani Sachovnice 7 x 7 (poéatecni odfezani pasu
7 x 6 je vyznaceno Sipkami, zbyly sloupec je Sedy). Ze stejného obrazku
nahlédneme i zpusob FeSeni pro n = 4.

Obr. 1

Pripad n = 3k+2. Kdybychom Sachovnici (3k+2) x (3k+2) dtsledné
sorezavali“ postupem z ivodu FeSeni, dostali bychom (po oddéleni dvou
péast (3k + 2) x 3k a 3k x 2) jako zbytek Sachovnici 2 x 2, kterou vsak
neni mozné roziezat pozadovanym zpusobem (na dily 1 x 1 a 3 x 1). To
je mozné provést az s ,nasledujici“ Sachovnici 5 x 5, jak vidime na obr. 2.

Zbyva popsat, jak kazdou vétsi Sachovnici (3k +2) x (3k+ 2) fezanim
zredukovat na pravé posouzeny ¢tverec 5 x 5. Nejprve oddélime pés (3k +
+ 2) x (3k — 3) tvofeny prvnimi (k — 1) trojicemi sloupci Sachovnice;
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Obr. 2 Obr. 3

ze zbylé Sachovnice (3k + 2) x 5 pak oddélime pas (3k — 3) x 5 tvofeny
jejimi poslednimi (k—1) trojicemi fadki, z pavodni Sachovnice pak zbude
kyzeny Ctverec 5 x 5 v pravém hornim rohu (Sedy na obr. 3 pro Sachovnici
8 x 8).

Dodejme, ze pti feSeni dané tilohy jsme nebrali v ivahu obarveni poli
Sachovnice. Barvy poli se uplatnuji v jinych situacich, zejména tehdy,
kdyz pottebujeme dokazat, Ze roziezani Sachovnice na dily pfedepsaného
tvaru neni mozné (dopliujici tlohy 4 a 5).

C-1-2

Trojthelniky ABP a KCP maji podle zadani stejné obsahy; pfipojime-li
ke kazdému z nich trojthelnik ACP (obr. 4), usoudime, Ze stejné obsahy
maji i trojuhelniky ABC a AKC. Protoze strana AC je obéma témto
trojuhelnikim spole¢nd, obé k ni prislusné vysky musi byt shodné. Body
B a K tudiz maji stejnou vzdalenost od pfimky AC (a lezi ve stejné
poloroviné touto pfimkou uréené). To znamend, ze BK | AC. Podle
Thaletovy véty ovSem plati BK | CK, takze plati rovnéz AC L CK.

L

Obr. 4
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Podobné z rovnosti obsahii trojuhelniki AQD, CLQ a kolmosti pii-
mek CL a DL odvodime, ze AC | CL. Dohromady to znamen4, Ze uhel
KCL je slozen ze dvou pravych ahlt ACK a ACL. Body K a L tudiz
lezi na pfimce, ktera prochézi bodem C kolmo k thloptiéce AC.

C-1-3

Protoze Y je trojmistné ¢islo, pétimistné cislo se zapisem XY je ¢islo
1000X +Y. Zék tedy poéital ptiklad (1000X +Y) : Z a podle textu tlohy
mu v porovnani s pivodnim ptikladem vySel sedmkrat vétsi vysledek,

tedy
1000X +Y _ XY

Z Z
Odtud po néasobeni éislem Z dostaneme rovnici 1000X + Y = 7XY,
kterou vyfe$ime vzhledem k neznamé Y:

~1000X
X -1

Pro ktera X je posledni zlomek celoédiselny? Jinak vyjadfeno: kdy je
¢islo 1 000X délitelné ¢islem 7X — 17 Protoze ¢isla X a 7X — 1 jsou
nesoudélna (nesoudélnd jsou totiz dvé po sobé jdouci ¢isla 7X — 1 a 7X),
hledame ta X, pro ktera ¢islo 7X — 1 déli ¢islo 1000. Abychom nemuseli
vypisovat vSechny délitele ¢isla 1000, uvédomime si, ze X je dvojmistné,
tudiz 69 £ 7X — 1 £ 692. Rozlozme proto ¢&islo 1000 vSemi zpusoby
na soucin dvou d¢initeli tak, aby jeden (feknéme prvni) z c¢initelu byl
z intervalu (69, 692):

1000 =500-2=250-4=200-5=125-8 =100-10.
7 rovnic
7X—-1=500, 7X—-1=250, 7X—-1=200, 7X—-1=125, 7X -1 =100

mé jediné rovnice 7X —1 = 125 celodiselné feseni X = 18, pro néz vychazi
Y =1000X/(7X —1) = 1000 - 18/125 = 144.

Nyni uréime neznamé ¢islo Z. Vyuzijeme k tomu podminku tlohy, Ze
hodnota vyrazu X - Y : Z je pfirozené cislo. Protoze X = 18 a Y = 144,
jedna se o &islo 18 - 144 : Z, tedy &islo 2° - 3% : Z. Takové &slo je celé,
pravé kdyZ ma ¢islo Z rozklad na prvoéinitele tvaru 23°, kde 0 < a £ 5
a 0 £ b < 4. Exponenty a, b najdeme z podminky, Ze &islo Z = 223 je
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podle zadéni trojmistné a na misté jednotek ma &islici 2. Protoze 3% =
=812a2°-3 =96 musi byt a > 1 a b > 2. Viechna &sla 293%, kde
a€{1,2,3,4,5} abe {2,3,4}, ted vypiseme do tabulky:

a 1 2 3 4 5
2] 18 36 72 144 288
3| 54 108 216 432 864
4] 162 324 648 1296 2592

b

7 vypoctenych ¢isel maji pozadovanou vlastnost pouze ¢isla Z = 432 =
=213% a Z = 162 = 2134,

Odpoved': Uloha ma dvé fedeni. Zak mél pocitat bud piiklad 18-144 :
: 432, nebo priklad 18- 144 : 162.

Jiné FeSeni. Jako v prvnim FeSeni odvodime vyjadieni

1000X
Y
X -1’

tentokrat vsak ziskany zlomek upravime ¢aste¢nym vydélenim ¢isla 1 000
Cislem 7. Na zakladé rovnosti 1000 = 7 - 143 — 1 dostdvame

43(7X 1) + 143 - X 43 -
~1000X  143( ) + gy M3-X

Y_7X—1_ X -1 X -1

Aby bylo Y celé, musi byt posledni zlomek (143— X)/(7X —1) celo¢iselny.
Protoze ¢islo X je dvojmistné, nas zlomek spliuje odhady

143 — 99 - 143 - X - 143 — 10
7-99 -1 77X -1 7-10-1"

Levy zlomek je roven 44/692, pravy je roven 133/69, takZe jedind moznéa
celociselnd hodnota prostfedniho zlomku je rovna 1. Musi tedy byt Y =

= 144. Rovni :
ovnice 43— X

S |
7X —1

pak ma jediné feSeni X = 18. Déle uz postupujeme jako v prvnim feseni.

Dalsi feSeni. Dfive ziskanou rovnici 1 000X +Y = 7XY upravime do
sou€inového tvaruY = X - (7Y —1000). Musi proto platit 7Y —1 000 > 0,
odkud

Y > %)9 > 142, mneboli Y = 143.
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Cislo X je dvojmistné, proto z rovnosti Y = X - (7Y — 1000) vychézi
odhad

10000

Y 210- (7Y —1000), neboli Y < < 145.

Dohromady dostéavame, Ze ¢islo Y je rovno jednomu z Cisel 143 nebo 144.
Rovnice 143 = X - (7 - 143 — 1000) ma fesenl X = 143, coz ovSem neni
dvojmistné éislo; rovnice 144 = X -(7-144—1000) ma feSeni X = 18. Tak
jsme znovu ukézali, ze X = 18 a Y = 144, ¢islo Z urc¢ime jako v prvnim
feSeni.

C-1-4
Oznaéme o = | BAP|,0° < a < 60° (obr.5). Protoze thly BAP a BAK

C

Obr. 5

jsou soumérné sdruzené podle osy AB, plati rovnéz | xBAK| = a. Pro-
toze |xCAP| = |xCAB| — |xBAP| = 60° — «, ze soumérnosti podle
osy CA plyne rovnost |[xCAM| = 60° — a. Pro velikost thlu KAM
tudiz plati

| xKAM)| = |xBAK|+|xBAC|+|xCAM| = a+60°+(60° — ) = 120°.

Ze soumérnosti podle os AB a C'A rovnéz plynou rovnosti |[AK| = |AP| =
= |AM/|. Proto je trojahelnik K AM rovnoramenny a jeho thel pfi hlav-
nim vrcholu A mé velikost 120°. Podobné se zdtavodni, proé i trojihelniky
LBK a MCL jsou rovnoramenné a jejich vnitini thly pfi hlavnich vr-
cholech B a C maji velikost 120°.
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P¥i posuzovani podminky, Ze trojthelnik K LM je rovnoramenny, mu-
sime rozlisit, které z jeho stran K L, LM, M K jsou shodné. S ohledem na
symetrii rozebereme podrobné pouze pfipad, kdy |[KL| = |MK|. Z po-
dobnych rovnoramennych trojthelnikit K AM a LBK vyplyva, Ze jejich
zakladny M K a K L jsou shodné, pravé kdyz jsou shodnéa jejich ramena
AK a BK. Zapisme to pomoci délek usecek: rovnost |KL| = |M K| pla-
ti, pravé kdyz plati rovnost |AK| = |BK|, neboli rovnost |AP| = |BP].
Posledni rovnost oviem nastane, pravé kdyz bod P lezi na ose strany
AB. Obdobné se zjist] podminky ekvivalentni rovnostem |M K| = |LM|
a |KL|=|LM|.

Odpovéd: Trojuhelnik K LM je rovnoramenny, pravé kdyz bod P lezi
na aspoin jedné z os stran daného rovnostranného trojihelniku ABC.

Hledand mnozina je proto sjednocenim tii tsecek — vySek trojuhelniku
ABC (bez jejich krajnich bodu).

C-1-5

Na prikladu ¢isla 1413 vidime, Ze nékdy neni snadné poznat, zda dané
trojmistné ¢i Ctyfmistné cislo je magické ¢i nikoliv. Podivame se proto
nejdrive, jak se magické ¢islo z vyjadii pomoci éislic téch trojmistnych
&isel abe a cba, jejichz je soudtem:

x = abc + cba = (100a + 10b + ¢) + (100c + 10b + a) = 101(a + c) + 20b.

Vidime, Ze ¢islo x je uréeno ¢islicemi a, b, ¢ tak, Ze zavisi jen na b a na
sou¢tu a + c. Znamend to, Ze ruzné trojice ¢islic a, b, ¢ mohou urcovat
totéz magické ¢islo z (nemyslime tim pouze trojice lisici se vzdjemnou
vyménou ¢islic a a ¢). Je-li napf. a + ¢ = 14 a b = 9, najdeme tfi rizna
vyjadreni magického ¢isla 1594:

1594 = 599 4 995 = 698 4 896 = 797 4 797.

Existuji jesté jind ,magicka® vyjadfeni ¢isla 15947 Vse zavisi na tom,
zda jsou rovnici 1594 = 101s + 20b hodnoty souctu cislic s = a + ¢
a Cislice b jednoznacné urceny. Z rovnice ihned vidime, Ze ¢islo s konci
Cislici 4, takZe s = 4 nebo s = 14 (jiné hodnoty souctu s = a + ¢ nejsou
&islicemi a, ¢ dosazitelné). Zatimco hodnoté s = 14 odpovida (jak dobte
vime) hodnota b = 9, pro s = 4 dostaneme rovnici 1594 = 404 + 20b,
ktera nema celociselné feseni.
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Pouceni uvedenym prikladem, pokusime se stanovit pocet magickych
Cisel jako pocet ¢isel tvaru « = 101s+ 20b, kde éislo s (rovné souctu ¢islic
a a ¢, jez jsou nenulové) probihd mnozinu {2, 3,4, ...,18}, zatimco dislice
b probihé (nezavisle na souctu s) mnozinu {0,1,2,...,9}. Protoze ¢islo s
nabyva celkem 17 riiznych hodnot a ¢islo b celkem 10 riznych hodnot, je
pocet viech dvojic (s,b), které mizeme do vzorce z = 101s+ 20b dosadit,
roven ¢islu 17-10 = 170. Ukazeme-li nyni, Ze po dosazeni libovolnych dvou
ruznych dvojic (s1,b1) a (s2,b2) dostaneme dvé riznd magicka cisla

r1 = 101s1 +20b; a x5 = 101s9 + 20b9,

bude to znamenat, ze pocet vSech hodnot z (tedy pocet vsech magickych
¢isel) je rovnéz roven &islu 170.

Pfipustme, Ze pro nékteré dvojice (s1,b1) a (s2,b2) plati z; = za.
Rovnost 101s; + 20b; = 101s2 + 20b2 upravime do tvaru 101(s; — s3) =
= 20(bz — by), z néhoz vzhledem k nesoudélnosti ¢isel 20 a 101 vyplyva,
Ze Cislo by — by je nasobkem ¢isla 101. Musi jit pfitom o nulovy nasobek,
nebot |ba — b1] £ 9 (by a by jsou dislice!). Plati tedy b — by = 0, takze
rovnéz s; — sy = 0, coz dohromady znamena, Ze dvojice (s1,b1) a (s2,b2)
jsou stejné. Jen v tomto pripadé je tedy rovnost r; = x5 mozna.

Soucet vSech magickijch ¢isel (tedy ¢isel tvaru z = 101s+20b) uréime
vyhodné, kdyz ¢isla nejprve usporadame do obdélnikového schématu (po-
dle stejnych hodnot s do fadku a podle stejnych hodnot b do sloupcit)

101-2+420-0 101-2+20-1 101-2420-2 ... 101-2+4+20-9
101-3420-0 101-3420-1 101-3420-2 ... 101-3+420-9
101-4+20-0 101-4+20-1 101-4420-2 ... 101-4+20-9
101-17+4+20-0 101-17+20-1 101-17+20-2 ... 101-17+420-9
101-18+20-0 101-18420-1 101-18+20-2 ... 101-18+420-9

a pak ¢isla se¢teme bud po sloupcich, nebo po fadcich. Rozhodneme se
pro scitani po sloupcich, pfitom budeme brat v tivahu, o kolik se &isla
uvazovaného sloupce lisi od pfislusnych ¢isel prvniho sloupce. Soucet ¢isel
v prvnim sloupci je

101- (243 +...+ 18) = 101 - 170,

ve druhém sloupci je soucet 101 - 170 + 17 -20 - 1, ve tfetim 101 - 170 +
+17-20- 2, atd. az v poslednim (desatém) sloupci je soudet ¢isel roven
101-170 +17-20-9. Soucet vSech magickych ¢isel je tedy roven

10-101-170+17-20- (1 4+ 2+ ...+ 9) = 187000.
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C-1-6

V celém feseni budeme pfedpokladat, ze dané délky m a r spliiuji nerov-
nost m < 2r, jinak zadny c¢tyrthelnik pozadovanych vlastnosti neexis-
tuje. Strany délky m kazdého takového ¢tyfuhelniku jsou totiz tétivami
kruznice o poloméru r a nejvyse jedna z nich muZe byt jejim pramé-
rem.

Zkoumané ctytuhelniky rozdélime do dvou skupin podle toho, zda
jsou jejich strany dané délky m sousedni, nebo protilehlé.

Libovolny ¢tyfahelnik z prvni skupiny oznacéime ABC D tak, aby pla-
tilo |AB| = |BC| = m. Uhlopticka rozdéli tento tétivovy &tyfuhelnik na
dva trojihelniky ABC a ACD (obr. 6), pfitom je jasné, Ze prvni z nich,

D t
D’ k
vpr
UD vpr < Up
A e D c
|
m | om

}

B

Obr. 6

trojuhelnik ABC, je polomérem r opsané kruznice k£ a délkou m dvou
jeho stran uréen (az na shodnost) jednoznacné, takze mé pevné urceny
obsah. Proto bude obsah takového ¢tyftuhelniku ABC D maximélni, pravé
kdyz bude maximalni obsah trojihelniku ACD. Tento trojuhelnik ma
urcenou délku strany AC|, takze jeho obsah bude maximalni, pravé kdyz
bude maximalni jeho vyska vp z vrcholu D. Pri pevné poloze trojihel-
niku ABC bod D probihé ten oblouk AC kruznice k, jenZ neobsahuje
bod B, takze vyska vp je zfejmé nejvétsi, pravé kdyz bod D je stfedem
tohoto oblouku, lezi tedy (stejné jako bod B) na ose tse¢ky AC. (Tvr-
zeni zduvodnime pomoci teény t ke kruznici k, jez prochazi nalezenym
bodem D rovnobézné s pfimkou AC, obr.6). Tak dochizime k zavéru,
ze v prvni skupiné ma maximalni obsah ten ¢tyfahelnik, ktery je deltoid
(je-li m # rv/2), respektive &tverec (je-li m = rv/2).
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Prejdéme nyni ke ¢tyrthelniktum druhé skupiny. Libovolny z nich
oznaéme ABCD tak, aby platilo |AB| = |CD| = m (obr. 7).

Obr. 7

Obrézek ukazuje, jak k takovému étyrtuhelniku ABCD sestrojit po-
mocny &tyfuhelnik ABC’D, ktery mé stejny obsah jako ABCD, je ve-
psan do téZe kruznice k a méa sousedni strany AB a BC’ dané délky m.
Konstrukei ted popiSeme a zminéné vlastnosti ¢tyfthelniku ABC’D po-
drobné zdtvodnime. Bod C’ sestrojime jako obraz bodu C' v soumér-
nosti podle osy o tsecky BD); protoze je kruznice k soumérna podle osy
kazdé své tétivy, plati C’ € k. Trojuhelniky BCD a DC’B jsou soumérné
sdruzené podle osy o, takze maji stejny obsah, tudiz stejny obsah maji
i ¢tyfthelniky ABCD a ABC’D. Ze zminéné soumérnosti rovnéz ply-
nou rovnosti |CD| = |BC’| a |BC| = |DC’|, takze ¢tyruhelniky ABCD
a ABC'D se lisi pouze ,,prohozenim* dvou sousednich stran. Tim jsou po-
tfebné vlastnosti ¢tyfuhelniku ABC’D zdtvodnény. Jak uz vime z pred-
choziho odstavce, ¢tyfthelnik ABC’D ma nejvétsi moZzny obsah, praveé
kdyz plati rovnost |C'D| = |AD|, kterou mliZeme prepsat jako rovnost
|BC| = |AD)|. Ta nastane, pravé kdyz je ¢tyituhelnik ABCD rovnobéznik
(nebot od pocatku pfedpokladdme, ze |AB| = |CDJ). Kazdy rovnobéznik
vepsany do kruZnice je ale pravouhelnik (soucet protilehlych vnitfnich
thlu tétivového étyfuhelniku je 180°, takové thly jsou ale v pripadé rov-
nobézniku shodné, a tedy pravé). Shriime vysledek tohoto odstavce: ve
druhé skupiné ¢tyrthelnikti ma maximalni obsah ten étyrahelnik, ktery
je obdélnik (je-li m # 7v/2), respektive &tverec (je-li m = rv/2).

Celkovy zdvér: Hledané ctyfuhelniky s maximalnim obsahem tvori
v piipadé m < 2r, m # r/2, dvé skupiny: skupinu shodnych deltoidi
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Obr. 8

a skupinu shodnych obdélniki; v ptipadé m = rv/2 jsou viechny hledané
¢tytuhelniky shodné ¢tverce (obr.8). (V ptipadé m 2 2r je mnozina
uvazovanych ¢tyfuhelnikt prazdna.)

C-S-1

Trojmistné ¢islo se zdpisem abc ma pozadovanou vlastnost, pravé kdyz
jeho éislice a, b, ¢ spliuji rovnost

100a + 100+ c=19(a+b+c¢), neboli 9a =1b+ 2c.

Protoze b £ 9 a ¢ £ 9, plati nerovnost b+ 2¢ < 27. Z rovnosti 9a = b+ 2¢
proto plyne odhad a < 3, takze plati a € {1,2,3} (&islice @ = 0 neni na
zaGatku zapisu povolena). Pro a = 1 dostdvame rovnici 9 = b + 2¢, ze
které plyne ¢ < 4; pro kazdé takové ¢ € {0,1,2,3,4} je &islice b urena
rovnosti b = 9 — 2¢. Proto s éislici @ = 1 existuje pravé 5 vyhovujicich
éisel. Prave tolik je i vyhovujicich ¢isel s ¢islici @ = 2: z rovnice 18 = b+2¢
totiz plyne ¢ € {5,6,7,8,9} a b = 18 — 2c. Kone¢né pro a = 3 z rovnice
27 = b+ 2c¢ plyne b = ¢ = 9. Hledany pocet ¢isel je tedy 5+ 5+ 1 = 11.

Jiné FeSeni. Soudet &islic libovolného trojmistného éisla neprevysuje
éislo 27, jehoz devatenactinasobek je 513. Proto kazdé vyhovujici ¢islo
neprevysuje 513, takze soucet jeho &islic je nejvyse 44+9+9 = 22. Protoze
nejmensi trojmistny ndsobek ¢isla 19 je ¢islo 114 = 19 - 6, bude tloha
vyteSena, kdyZ zjistime, kolik &isel tvaru 19s, kde s € {6,7,8,...,22},
mé soudet Cislic rovny pravé ¢&islu s. Rutinni provérkou zjistime, Ze ze
zminénych 17 ¢&isel vyhovuji pravé ¢isla 114, 133, 152, 171, 190, 209, 228,
247, 266, 285 a 399. Téchto cisel je 11.

C-S-2

Ctytfthelnik EFGH miizeme do daného ¢tverce ABCD umistit tfemi
zpusoby:
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1. Dvé strany délky 2 cm lezi na protilehlych stranach daného ¢tverce
(obr.9). Obsah kazdého takového &tyithelniku (rovnobézniku) je S = 5-
-2cm? = 10cm?.

D H G C D C

\

\

HA\)

N\

AFE 2cm F B AE 2cm F B
Obr.9 Obr. 10

2. Obé strany délky 2 cm lezi na sousednich stranach daného ctverce
a pfitom jsou protilehlymi stranami ¢tyfthelniku EFGH (obr.10). Ob-
sah takového ¢tyruhelniku je

B —;-lEF| [JAG| + -;—|GH| JAE| = %-ZCm- |AC| + % .2cm- |AE| <

< (5+(5-2)) em® = 8cm? < 10cm?.

3. Obé strany délky 2 cm lezi na sousednich strandch daného ¢tverce
a pfitom jsou sousednimi stranami ¢tyfahelniku EFGH (obr.11). Ozna-

¢ime-li po fadé z a y vzdalenosti bodu G od stran AB a AD (tedy
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vysku trojuhelniku FFG na stranu EF a vysku trojihelniku EHG na
stranu EH), je obsah takového ¢tyiuhelniku

1 1 1
S:§|EF|-:1:+§|AH[~y§2-5-2-5:10cm2.

Pfitom rovnost nastane, pravé kdyz z = y = 5cm, tj. pravé kdyz G = C.

Zdvér: Nejvétsi mozny obsah (10cm?) maji viechny rovnobézniky,
jejichz dvé strany délky 2 cm lezi na protéjsich strandach daného ctverce,
a Ctyti deltoidy, jejichz jedna uhlopficka je zaroven thloprickou daného
¢tverce.

C—-S-3

Predpoklddejme, ze ¢étverec o strané 6 jednotek je vydlazdickovan a dlaz-
dickami A a b dlazdi¢kami B (nevylu¢ujeme ptipad, ze a = 0 nebo b = 0).
Pro obsah vydlazdickované plochy pak plati rovnost 36 = 3a+4b, ze které
plyne, Ze ¢islo a je nasobkem ¢ty (a ¢islo b ndsobkem t¥i). Proto ma rov-
nice 36 = 3a + 4b v oboru celych nezdpornych ¢isel za feSeni pouze tyto
dvojice (a,b): (0,9), (4,6), (8,3) a (12,0). Posoudime dale, zda pro jed-
notlivé dvojice (a,b) je piislusné vydlazdickovani daného &tverce mozné.
(i) 9 dlazdicek B. Vysvétlime, proé takové vydlazdickovani neexistuje.
Obarvéme jednotkové ¢tverecky celého étverce jako obvyklou Sachov-
nici; ziskdme 18 ¢ernych a 18 bilych , poli“. Kazda dlazdicka B pokryva
tfi pole jedné barvy a jedno pole druhé barvy. Pfipustme, Ze cely ¢tve-
rec pokryva 9 dlazdicek B, pfitom pravé = z nich mé tu vlastnost, Ze
pokryvaji po 3 Cernych polich, takze 9 — z z nich méa tu vlastnost, ze
pokryvaji po 1 ¢erném poli. Pro celkovy pocet ¢ernych poli pak plati
rovnost 18 = 3z + (9 — z), odkud z = 9/2, coz je spor.
(i) 4 dlazdicky A a 6 dlazdi¢ek B. Mozné feSeni vidite na obr.12.
(iii) 8 dlazdi¢ek A a 3 dlazdicky B. MozZné feSeni vidite na obr. 13.
(iv) 12 dlazdi¢ek A. Mozné feseni vidite na obr. 14.

Obr. 12 Obr. 13 Obr. 14
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Pozndmka. Uvedme je$té jiny argument, pro¢ nelze deviti dlazdic-
kami B vyplnit uvazovany ¢tverec. Dlazdicka, kterd pokryva rohové pole,
miiZe byt umisténa (az na soumérnost podle uhlopficky ¢tverce) jedinym
zpusobem, napf. tak jako dlazdicka B v levém dolnim rohu ¢tverce na
obr. 13, pak ale dlazdicka B, kterd v takovém pripadé pokryva druhé pole
zleva v dolni fadé, musi byt v poloze jako na obrazku. Posledni dvé pole
dolni fady pak uz jednou ani dvéma dlazdickami B pokryt nelze.

cC-n-1
V pravothlém trojihelniku ABK oznatme o = |xBAK]|, g =
= |xAKB| = 90° — « (obr.15). Stejné vnitini ahly 90°, «, § maji
D L C
-/
b K
B
@ a
A a B
Obr. 15

i trojuhelniky AKL a ADL, nebot jsou dle zadani trojuhelniku ABK
podobné. Vsimnéme si jejich (ostrych) ahla u spole¢ného vrcholu A.
Protoze |xKAD| = 90° — o = f3, jsou oba thly KAL a LAD mensi
nez [, takZze se rovnaji uhlu «. Pravy thel BAD je tedy polopfim-
kami AK, AL rozdélen na tfi shodné uhly velikosti «, odkud o = 30°
(a B = 60°). Z pravouhlych trojuhelnika ADL a ABK pak vyplyva, Ze
|AK| = |AB|/ cos 30° = 2a/+/3 a |AL| = |AD|/ cos 30° = 2b/+/3. Odtud
s ohledem na podminku a < b plyne nerovnost |AK| < |AL|, tudiz pfepo-
nou v trojthelniku AKL je AL (delsi z obou stran AK, AL). Pro pomér
délek odvésny AK a prepony AL pak plati cos30° = |AK|: |AL| =a: b,
takze a : b= /3 : 2.

Ulohu lze fe$it mnoha obménénymi postupy, napiiklad rozlisit dva
pripady, kdy trojihelnik K AL ma pravy thel pti vrcholu K respektive L,
a v kazdém z nich vyjadfit vnitini Ghly vSech ¢tyf podobnych trojihel-
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niké (ve druhém piipadé pak ale vyjde a : b= 2: /3 > 1, coz odporuje
zadani Glohy).

C-1-2

Vsimnéme si nejdiive, Ze pro Citatele zlomkt z dané rovnice plati vztah
14 + 51 = 65. Proto je feSenim kazdé trojice stejnych prvocisel p = ¢ =
= r a navic pro libovolné fesSeni plati: jsou-li néktera dvé z cisel p, ¢, r
stejnd, je stejné i tieti ¢islo. Budeme tedy déle predpokladat, Ze prvodisla
P, ¢, r spliyjici danou rovnici jsou navzdjem riznd (a tedy navzdjem
nesoudélnd).
Po vynasobeni rovnice sou¢inem pgr dostaneme
14qr + 51pr = 65pq,
odkud vzhledem ke zminéné nesoudélnosti plyne
pl14=2.7, q|51=3-17 a r|65=5-13.
To znamend, ze p € {2,7}, ¢ € {3,17} a r € {5,13}. Nyni mutZeme
sestavit a do rovnice dosadit vSech osm moznych trojic (p, q,r); zjistime
tak, ze vyhovuje jediné trojice (7,17,13).
Provérku dosazovanim muazeme zkratit tak, ze vylouc¢ime kteroukoliv
z hodnot p = 2,q = 3, resp.r = 5. Napriklad po dosazeni r = 5 dostaneme
po vydéleni péti rovnici 14g+51p = 13pg, kterd nema celoc¢iselné reseni p
ani pro ¢ = 3 (14 + 17p = 13p), ani pro ¢ = 17 (14 + 3p = 13p). Jina
moznost: z rovnice 14qr + 51pr = 65pq plyne 2p(q — r) = 7(2qr + Tpr —
—9pq), takZe souéin p(q — r) je délitelny sedmi. Protoze vSak ¢ € {3,17}
ar € {5,13} (viz vySe), neni rozdil ¢ — r délitelny sedmi, proto je sedmi
délitelné ¢islo p. Podobné lze zdtavodnit, proé¢ 17 | g a 13| r.
Jiné FeSeni. Z dané rovnice vyjadiime r pomoci p a g:
65pq 5-13-p-q
r= e )
51p + 14g  5lp + l4q
V poslednim zlomku jsme zvyraznili rozklad ¢itatele na (étyfi) prvoéini-
tele. Takovy zlomek bude roven nékterému prvocislu r, pravé kdyz jeho
jmenovatel bude sou¢inem t¥{ prvoéinitelt z Citatele (jiné kraceni zlomku
neni mozné). Hleddme tedy situace, kdy plati néktery z pripadi:
5lp+14¢=5-13-p a r=gq,
5lp+14¢=5-13-q a r=p,
5lp+14¢g =5-p-q a r =13,
S5lp+14¢g=13-p-q a 7 =05.
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Snadnou tpravou rovnic zjistime, ze prvni dva pfipady nastanou pouze
v situaci, kdy p = ¢ (tehdy ovSem rovnéz p = r). Posledni dva pfipady
vedou k vyjadienim

3-17-p 3-17-p
= esp. = ———"_
=514 P 171314

ze kterych analogickou Gvahou o kraceni zlomku (pfipad p = ¢ jiz mu-
Zeme vynechat) s pfihlédnutim k zfejmym nerovnostem 5p — 14 < 17p
a 13p — 14 < 17p dostaneme rovnice

5p— 14 =3p, resp. 13p— 14 = 3p.

Prvni rovnice ma feSeni p = 7 (kterému odpovida ¢ = 17 a r = 13),
druhd rovnice celociselné feseni nema.

Odpovéd’: Viechna FeSeni (p, q,r) jsou trojice (p,p,p), kde p je libo-
volné prvoéislo, a trojice (7,17,13).

cC-1n-3

Rozbor: Kromé hledaného osmithelniku ABCDEFGH uvazime jesté
pomocny osmithelnik K LM NOPQR, ktery je rovnéz vepsan do kruznice
o poloméru r = 6 a jehoz strany spliiuji podminky: |KL| = 3, |LM| = 4,
|[MN| =5, |NO| = 6, |OP| = |PQ| = |QR| = |RK] (obr.16). Oznad-

Obr. 16

me S, resp. T stfed kruZnice s vepsanym osmithelnikem ABCDEFGH,
resp. KLM NOPQR. Podle véty sss plati shodnosti AABS ~ AKLT,
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ACDS ~ ALMT, AEFS ~ AMNT, AGHS ~ ANOT, a proto jsou
shodné stredové tthly ASB a KTL,CSD a LTM, ESF a MTN, GSH
a NTO. Dale podle véty sss jsou shodné trojiuhelniky BCS, DES, FGS
a HAS, stejné jako trojthelniky OPT, PQT, QRT a RKT. Ze shodnosti
jejich uhla pti hlavnim vrcholu S, resp. T' proto plyne

|xBSC| = ~(360° — |xASB| - |xCSD| — |xESF| - |xGSH|) =

e~ =

1
= (360° — [xKTL| - |xLTM| ~ |xMTN| ~ |xNTO)|) =
|xOTP|.

Vyuzili jsme toho, ze stfedy S a T jsou wnitinimi body obou osmi-
ahelnikt (tudiz soucet vSech osmi stfedovych thlu je v obou ptipadech
360°), nebot v opa¢ném ptipadé by jeden z osmi stfedovych thli byl ro-
ven souctu sedmi ostatnich; musel by to byt thel prislusny tétive délky 6,
ten je vSak zfejmé mensi nez soucet thla prislusnych tétivam délek 3, 4
a 5. Trojuhelniky BCS a OPT jsou proto shodné podle véty sus, tudiz
étverice shodnych stran obou osmithelnikit maji jednu spoleénou dél-
ku. Dokazeme-li proto sestrojit pomocny osmituhelnik K LM NOPQR, je
konstrukce osmituhelniku ABCDFEFGH nasnadé.

Konstrukce: Na libovolné kruznici ¢(7'; 6) sestrojime v jednom sméru
body K, L, M, N a O tak, aby |KL| =3, |LM| =4, | MN|=5a|NO| =
= 6. Uhel KTO (ten, ktery neobsahuje body L, M, N) pak rozdélime na
¢tyti shodné dily: nejprve sestrojime prusecik QQ kruznice t s osou uhlu
KTO, pak pruseciky P, R kruznice t s osami uhli OT'Q resp. QT K.
Poté pristoupime ke konstrukci hledaného osmithelniku ABCDEFGH:
na kruznici k(S, 6) zvolime bod A a pak na ni v jednom sméru sestrojime
postupné body B, C, ..., H tak, aby |AB| = 3, |BC| = |OP]|, |CD| = 4,
|DE| = |OP|, |EF| =5, |[FG| = |OP|, |GH| = 6.

Diikaz sprdavnosti: Ze shodnosti sedmi dvojic trojuhelniki AABS =~
~ AKLT, ABCS ~ AOPT, ..., AGHS ~ ANOT plyne shod-
nost thli HSA a RTK, a tedy i shodnost osmé dvojice trojuhelnika
AHAS ~ ARKT. Proto maji délky stran sestrojeného osmithelniku
ABCDEFGH (shodné se stranami K LM NOPQR) vSechny potfebné
vlastnosti.

Pozndmka. O osmithelniku K LM NOPQR jsme nemuseli v celém
FeSeni viibec mluvit a vést tvahy takto: thly shodné se stfedovymi thly
ASB, CSD, ESF, GSH dokazeme sestrojit, pro spole¢nou velikost w
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shodnych stredovych uhla BSC, DSE, FSG a HSA pak plati rovnice
4w+ |[XASB| 4 [xCSD| + |xESF| + |xGSH| = 360°, (1)

kterou lze snadno konstrukéné vyftesit; osmitthelnik KLMNOPQR je
ovSem k tomuto ucelu idedlni pomtckou.

cC-n-14

Martin vypocital hodnotu (z + y)z misto =+ yz, takze podle zadani plati
(x+vy)z—(z+yz) =2004, neboli z-(z—1)=2004=12-167,

pfi¢emz 167 je prvoéislo. Cinitele = a z — 1 uréime, kdyZ si uvédomime, ze
z je dvojmistné éislo, takze 9 < z — 1 < 98. Vidime, Ze nutné z — 1 = 12
a z = 167, odkud z = 13. Martin tedy vypo¢ital ¢islo V = (167 +y) - 13.
Cislo V je tedy ¢tyfmistné, a ponévadz se te odpfedu stejné jako odzadu,
mé tvar abba = 1001a+ 110b. Protoze 1001 = 13-77, musi platit rovnost
(167 + y) - 13 = 13 - 77a + 110b, z niz plyne, Ze cislice b je délitelna
tfinécti, takze b = 0. Po dosazeni dostaneme (po déleni t¥indcti) rovnost
167 4+ y = 77a, kterd s ohledem na nerovnosti 10 £ y < 99 znamena, Ze
Cislice a se rovna 3, tudiz y = 64.

V druhé ¢asti feSeni jsme mohli postupovat rovnéz nasledovné. Pro
Cislo V' = (167+7y)-13 vychazeji z nerovnosti 10 < y < 99 odhady 2301 £
<V £ 3458. Zjistime proto, ktera z &isel 2bb2, kde b € {3,4,5,6,7,8,9},
a &isel 3bb3, kde b € {0, 1,2, 3,4}, jsou délitelna tiinacti. I kdyZ lze téchto
dvandct Cisel rychle otestovat na kalkuladce, udélejme to obecné jejich
CasteCnym vydélenim tfinacti:

2062 = 2002 + 110b = 13- (154 + 8b) + 6b,
3063 = 3003 + 110b = 13 - (231 + 8b) + 6b.

Vidime, Ze vyhovuje jediné ¢islo 3bb3 pro b = 0, kdy 167 +y = 231, takZe
y = 64.

Odpovéd’: Zéaci méli poéitat piiklad 167 +64-13, tedy = = 167, y = 64
az=13.
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