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Kategorie B

Texty tloh

B-1-1
Kazdou z hvézdicek na misté jednotek ¢isel ve vyrazu

TUTTTT7T7 77+ 555555555554
TUTTTT7T7 77« 555555555559

nahradte n&jakou ¢islici tak, aby vyraz nabyl co nejmensi hodnoty.
(J. Simsa)
B-1-2
V rovnoramenném lichobézniku ABCD plati |[BC| = |CD| = |DA]
a |[xDAB| = |¥ABC| = 36°. Na zékladné¢ AB je ddn bod K tak, Ze
|AK| = |AD|. DokaZte, Ze kruznice opsané trojuhelnikim AKD a KBC
maji vnéjsi dotyk. (J. Zhouf)
B-1-3

V oboru realnych ¢isel feste rovnici
z|z] —5x4+7=0,

kde |z| znamend dolni celou &ast cisla z, tedy nejvétsi celé ¢islo k, pro
néz plati k < z. (Naptiklad |v2] =1a |-3,1] = —4.) (E. Kovac)

B-1-4

Cislo a, vznikne tak, Ze za sebe napiSeme prvnich n po sobé jdoucich
prirozenych ¢&isel, napiiklad a;3 = 12345678910111 213. Urcete, kolik
¢isel délitelnych 24 se nachézi mezi &isly ay, as, ..., a10000- (P. Cernek)
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B-1-5

Je dana pfimka p a mimo ni bod A. Sestrojte lichobéznik ABCD s mi-
nimélnim obsahem a ramenem BC' na pfimce p tak, aby |BC| = |AC| a
prusecik E jeho uhlopiic¢ek splioval vztah |BE| = 3|DE).

(P. Leischner)

B-1-6

Urdete vSechna prirozena c¢isla M délitelnd 240, pro kterd ma rovnice
M = NSN(z,y) s neznamymi z a y pravé 1 001 feSeni v oboru pfirozenych
&isel. (Symbol NSN(z,y) znadi nejmensi spoleény néasobek ¢isel z a y.)

(P. Cernek)

B-S-1

Zjistéte, kolik FeSeni ma v oboru reilnych ¢isel rovnice

X
z= =]+ 5500

kde |z] oznacuje nejvétsi celé éislo, které neprevysuje cislo z.

(J. Simsa)

B-S-2

Uvedte piiklad mnoziny M dvojmistnych &sel, jeZ ma maximélni pocet

prvki a pfitom spliiuje obé nasledujici podminky:

(i) Kazdé dvé ¢isla z M jsou nesoudélna.

(ii) Zménime-li pofadi &islic libovolného &isla z M, dostaneme opét &islo
z mnoziny M. (J. Foldes)

B-S-3

Je dan lichobéznik ABC D s ostrymi thly pii zékladné AB. Na ni existuje
bod FE takovy, Ze kruznice opsané trojihelnikiim AED a EBC maji vngjsi
dotyk. Dokazte, Zze bod E lezi na kruznici opsané trojuhelniku CDV'| kde
V je prusecik piimek AD a BC. (R. Horensky)

B-1l-1

Cislo a,, vznikne tak, Ze za sebe zapiSeme prvnich n druhych mocnin po
sobé jdoucich pfirozenych ¢isel. Napft. ay; = 149162 536 496 481 100 121.
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Zjistéte, kolik ¢isel délitelnych dvanacti je mezi ¢isly ay,as, ..., a100000-

(P. Cernek)

B-1l-2

Najdéte vsechny kvadratické trojéleny az? + bz + ¢ takové, Ze pokud
libovolny z koeficientt a, b, ¢ zvétsime o 1, dostaneme novy kvadraticky
trojélen, ktery bude mit dvojnasobny kofen. (E. Kovac)

B-11-3

Pro dané ptirozené ¢islo n feSte v oboru kladnych redlnych ¢isel rovnici
|zvn?—1] =nz—1.

(Symbol |r| oznaduje nejvétsi celé &islo, jez nepfevysuje ¢islo r.)

(J. Simsa)

B-I1l-4

Je dan ostrouhly trojuhelnik V BA. Sestrojte te¢novy ¢tyruhelnik ABCD
s minimalnim obsahem tak, aby jeho vrcholy C a D lezely po fadé na
polopfimkach opa¢nych k polopfimkam BV a AV. (P. Leischner)
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Reseni tloh

B-1-1

Oznaéme z a y Cislice, které doplnime do citatele, resp. jmenovatele
prvniho zlomku. Protoze cely vyraz v absolutni hodnoté budeme al-
gebraicky upravovat, kvuli prehlednéjsim zapisim zavedeme oznaceni
N = 111111111110. Jednotliva ¢isla z daného vyrazu pak maji vyja-
dreni:

TTTTTTTTT T = TN + z,

TITTTTTIT Ty = TN + vy,

555555555554 = 5N + 4,

555555555559 = 5N + 9.

Zkoumany vyraz pak lze zapsat a upravit nasledujicim zpusobem:

TN+z 5N+4| |(TN+2)(5N +9) — (5N +4)(7TN +y)| _

TN +y 5N +9| (7N +y)(5N +9) -

|(85N2 + 5zN + 63N + 9z) — (35N2 + 5yN + 28N +4y)|
(TN +y)(5N +9) -

5 (T—y+xz) - N+ 9z — 4y

N (TN +y)(5N +9)

Oznaéme jesté Citatele a jmenovatele ziskaného zlomku:
C=5-T—y+z)-N+9z—4y| a J=(TN+y)5N +9).

Budeme-li za z, y dosazovat rizné dvojice éislic, jmenovatel J bude na-
byvat pouze deseti riznych hodnot v rozmezi

(TN +0)(5N +9) < J < (TN + 9)(5N +9).

Podivejme se nyni, jak velkych ¢i malych hodnot bude nabyvat ¢itatel C.
Protoze ¢islo 92 — 4y je nejvyse dvojmistné, zatimco ¢islo IV dvandcti-
mistné, fad citatele C bude zaviset na tom, zda bude ¢initel (7 — y + )
roven nule ¢i nikoli. Proto tyto dvé moznosti posoudime oddélené.

A. Pfipad 7—y+ z = 0. Tehdy plati y = = + 7 a zkoumany &itatel C
je tvaru

C=15-0-N+ (92 — 4y)| = |9z — 4(z + 7)| = |5z — 28|.
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Jelikoz cislice y (rovnd x + 7) je nejvyse 9, je ¢&islice = rovna 0, nebo 1,
nebo 2, takze vyraz |5z — 28| se rovna 28, nebo 23, nebo 18. Nejmensi
hodnota ¢itatele C' je tudiz rovna 18 a dosdhneme ji jediné pro z = 2
ay = 9. Stastnou ,,shodou okolnosti“ ma zrovna pro y = 9 jmenovatel J
nejuétsi hodnotu, takze

N 18
mm{?} TN+ 9BN+9)

B. Pripad 7—y+z # 0. UkaZme, Ze hodnoty &itatele C (tudiz i hodnoty
zlomku C'/J) jsou v tomto ptipadé ,obrovské“ ve srovnéani s pfipadem A.
Z nerovnosti 7—y + x # 0 plyne odhad |[7T—y+z| 21 (éslo 7T—y+ =z
je celé), tudiz mame

C = 15-(T—y+z)-N+9z—4y| 2 5:|7T—y+z|-N—|9z—4y| = 5N —|9z—4y]|.

Protoze z a y jsou éislice, plati zfejmé |9z — 4y| < 81. Z posledniho
odhadu C a maximalni hodnoty J proto plyne nerovnost

c 5N — 81
J = (TN+9)(5N+9)°

v

Posledni zlomek je ,,mnohokrat“ vétsi nez zlomek v zavéru pfipadu A, ne-
bot oba zlomky maji stejny jmenovatel, zatimco srovnéani &itatelt zfejmé
dopada takto: 5N —81 > 18 (nerovnost 5N —81 > 18 plati jiz od hodnoty
N = 20).

Zdver: Do citatele doplnime ¢islici z = 2, do jmenovatele ¢islici y = 9.

B-1-2

V' rovnoramenném trojuhelniku AKD zndme thel DAK proti za-
kladné K D. Muzeme dopoditat zbylé dva uhly pfi zdkladné (obr.17):
|xADK| = |xAKD| = %(180" — |¥xDAK]) = 72°. Ctyithelnik AKCD
mé prot&jsi strany AK a CD shodné a rovnobézné, takze se jedna
o rovnobéznik, tudiz pfimky KC a AD jsou rovnob&iné. Uhly DAK
a CKB jsou tedy souhlasné a thly CKB a KCD stfidavé, proto
|xCKB| = |xKCD| = 36°. Uhel DKC dopliiuje thly AKD a CKB do
primého Ghlu, jeho velikost je tedy | DKC| = 180° — 36° — 72° = 72°.
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D C

L

Obr. 17

Na polopfimce opacné k polopfimce KD zvolme bod L tak, Ze
|KL| = |AD|.Potom |x LK B| = |xAKD| = 72° a|xCKL| = |<xLKB|+
+|xCK B| = 108°. Dopo¢itanim thla v lichobéZzniku ABCD dostavame
|¥BCD| = 1(360° — 2-36°) = 144° a mlZeme vyjadFit velikost @hlu
BCK: |¥BCK| = |xBCD| — |« KCD| = 144° — 36° = 108°. Nyni jiz
vime, ze |KL| = |CB| a |XLKC| = |xKCB|, coz znamena, ze LBCK je
rovnoramenny lichobéznik, a lze mu tedy opsat kruznici (shodnou s kruz-
nici opsanou trojthelniku K BC). Déle muzeme z lichobéZniku LBCK
dopoéitat [xKLB| = £(360° — 2-108°) = 72° = |xKDA|. Z této rov-
nosti plyne, ze AD || BL, takze trojuhelniky ADK a BLK jsou vzajemné
stejnolehlé podle stfedu K. Stejnolehlé jsou potom i kruznice jim opsané.
Protoze obé prochazeji sttedem K zminéné stejnolehlosti, maji v tomto
bodé vnéjsi dotyk.

Jiné TeSeni. Stejné jako v prvnim feSeni zjistime, ze |AKD| = 72°.
Ctytihelnik AKCD je rovnobéznik (obr. 18), takze |CK| = |AD|. Z rov-
nosti |CK| = |BC| v trojahelniku KBC' usoudime, ze |xCKB| =
= |xKBC| = 36°. Proto na zdkladné CD existuje bod X tak, Ze
|[AKX| = 108° (a |[¥xBKX| = 72°). Pak |[xDKX| = |¥xAKX]| —
— |xAKD| = 108° — 72° = 36°, a tedy |xDKX| = |xDAK]|, takZe
uhel DK X je usekovym thlem pfislusnym oblouku DAK v kruZznici
opsané trojuhelniku AK D, to znamend, Ze pfimka KX je jeji tecnou.
Podobné |xCK X| = |[xBKX|—|xBKC| = 72°-36° = 36° = |x K BC|,
takze KX je i te¢nou ke kruznici opsané trojuhelniku K BC. KruZnice
opsané trojuhelnikim AKD a K BC maji tedy spoleénou teénu KX
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prochéazejici spoleénym bodem K. Obé kruznice se tudiz v tomto bodé
dotykaji.

Obr. 18

B-1-3

Ozna¢me k = |z], tedy = k + ¢, 0 £ @ < 1. Dané rovnice ma potom
k*—5k+7
WM(b+®k—&k+®+7=OIMmda:——g—f;aHMMmemQ
celd cisla k, pro kterd plati

k? — 5k +7

< =
0= & <1 (%)

KaZdou z téchto nerovnosti vySetfime oddélené. Protoze kvadraticky troj-
&len k2 — 5k + 7 ma zaporny diskriminant, plati k2 —5k+7 = 0 pro kazdé
k € R, takZe leva nerovnost v (%) plati, pravé kdyz 5 — & > 0, neboli
k < 5. VyfeSme pravou nerovnici:

Ié’—sk+7<1
5—k ’

2
k—ﬁk;j;@—k)<Q
W~4k+2<0
5—k ’

(k=2—=V2)(k—-2+2)

o <0.
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Podle polohy &sel 2—+/2, 2+1/2 a 5 na ¢iselné ose zjistime, Ze posledni
nerovnost plati, pravé kdyz k € (2—v/2,2+ v/2) U (5, 00). Nerovnosti ()
tedy plati soucasné, pravé kdyz k € (2 -v2,2+ \/5) Této podmince
vyhovuji pouze tii celd ¢isla k € {1,2,3}. Pro k = 1 dopocteme o = 4§,
pro k =2 vyjde o = % aprok=3jea= % Celkem dostavame tTi reseni

7 7 7
Ty =7,22=3, I3 = 3-

Jiné FeSeni. Jako v prvnim feSeni ozna¢ime k = |z a z rovnice kz —

— 5z + 7 = 0 vyjadiime x ve tvaru z = s Nyni hledame cel cisla

7
k, pro kterd plati k < EE < k + 1. Obé nerovnice jsou splnény jediné

T

pro celd k € {1,2,3}, kterym odpovidaji kofeny z € {3, 3,5}

B-1-4

Pfirozené ¢islo je délitelné cislem 24, pravé kdyz je délitelné soucasné
(navzdjem nesoudélnymi) ¢isly 3 a 8. Pro ciferny soucet prirozeného
&isla k zavedme oznaceni S(k). Cislo a, je délitelné tfemi, pravé kdyz
je tfemi délitelny jeho ciferny soucet, tedy éislo S(1) +.5(2) +...+ S(n).
Zbytek po déleni tfemi tohoto souctu zavisi pouze na zbytcich (po dé-
len{ tfemi) jednotlivych séitanct S(k). Protoze pii déleni tfemi dava
&islo S(k) stejny zbytek jako ¢islo k (viz ndvodnou ulohu 1), dévaji ¢isla
S(1),S(4),S8(7),... zbytek 1, ¢isla S(2),S(5),S5(8),... zbytek 2 a &isla
S(3),5(6),5(9),... zbytek 0. Proto napfiklad ¢&islo S(a14), tedy soucet
S(1)+S(2)+...4+.5(14), dava pti déleni tfemi stejny zbytek jako soucet

1+240)+(1+24+0)+(1+2+0)+(1+2+0)+1+2.

Podle uzéavorkovanych trojic snadno vidime, Ze tento soucet je délitelny
tfemi. Protoze obecné soucet S(3k — 2) + S(3k — 1) + S(3k) je délitelny
tfemi pro kazdé prirozené k, mizeme obdobnym zpusobem uzavorkovat
kazdy soucet

S(1)+S2)+...+S(n)

a zjistit, Ze jeho zbytek pri déleni tfemi
> je roven 1, je-li n = 3k — 2;
> je roven 0, je-li n = 3k — 1 nebo n = 3k.
Cisla a,, tedy budou délitelna tfemi, pravé kdyz n bude tvaru 3k nebo
3k—1(k=1,2,...).
Nyni rozeberme, kdy budou éisla a, navic délitelnd osmi. Pfirozené
¢islo je délitelné osmi, prave kdyz je délitelné osmi posledni trojéisli jeho
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zapisu v desitkové soustavé. Nase tivahy budou tedy zaviset na poctu
¢islic ¢isla n:

> Alespon trojmistna n. Pro takova n je tedy a, délitelné osmi, pravé
kdyz je délitelné osmi ¢islo n.
Protoze se zbytky ¢isel a, po déleni tfemi opakuji po tfech, zbytky
po déleni osmi po osmi ¢islech a,, budou se zbytky po déleni &is-
lem 24 opakovat po nejmensim spoleéném nasobku téchto period,
tedy po dvaceti ¢tyfech. Pro trojmistnd n snadno zjistime, Ze pod-
mince v tloze vyhovuji ¢isla tvaru 104 + 24k a 120 + 24k (n musi
byt délitelné osmi a davat zbytek dva nebo nula po déleni tfemi). Do
10000 mame 413 &sel tvaru 104 + 24k (413 = | 5, (10000 — 104) | +1)
a 412 cisel tvaru 120 + 24k.

> Dvojmistnd n. Aby bylo éislo a, délitelné osmi, musi byt déli-
telné ¢tyfmi. O délitelnosti ¢tyfmi rozhoduje posledni dvojcisli, takze
¢tyfmi budou délitelna pravé vsechna ta a,, pro kterd je n délitelné
&tyfmi. Cislo n—1 je pak liché, tedy i a,,—; je &islo liché a &islo 100a,_1
davé zbytek ¢tyfi po déleni osmi. Potom éislo a,, = 100a,,_; +n bude
délitelné osmi, pravé kdyz n bude také davat zbytek étyti po déleni
osmi, bude tedy tvaru 8k + 4. Spolu s podminkou na délitelnost tfemi
dostavame, ze vyhovujici dvojmistnd ¢isla n maji (stejné jako vyse)
periodu 24 a jsou tvaru n = 12+ 24k a n = 20 + 24k, k € {0, 1,2, 3}.
Do sta to mame 4 + 4 = 8 ¢isel.

> Jednomistnd n. Snadno zjistime, Ze ze vSech sudych &isel a,, pron < 8
vyhovuje pouze ag = 123 456.
Celkem vyhovuje 834 ¢isel.

B-1-5

Predpokladejme, ze ABCD je hledany lichobéznik a K, L jsou paty kol-
mic z vrcholtt B, D na pfimku AC (obr.19). Z podobnosti pravoihljch
trojihelnikic BKE a DLE plyne, ze délky stran BK a DL, tedy od-
vésen ve zminénych trojahelnicich, jsou ve stejném pomeéru jako délky
jejich pfepon BE a DE, tedy 3 : 1. BK a DL jsou vsak i vysky v troj-
thelnicich ABC a ACD, a to na spole¢nou stranu AC. Obsahy téchto
trojuhelnikt jsou tedy také v pomeéru 3 : 1, takZe obsah lichobézniku
ABCD je roven %P, kde P je obsah rovnoramenného trojuhelniku ABC.
Vyska tohoto trojuhelniku z bodu A na stranu BC je ddna (vzdélenost
bodu A od pfimky p). Obsah trojahelniku ABC bude tedy minimalni,
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bude-li minimalni délka strany BC, tedy i AC, tedy kdyz usecka AC
bude kolmé na p.

Obr. 19

Konstrukce. Nejprve sestrojime bod C (pata kolmice z A na p). Vr-
chol B nalezneme jako prusecik primky p s kruznici k(C, |AC|) (dvé moz-
nosti). Vrchol D je priseéikem piimky m, vedené bodem C' rovnobézné
s AB, a pfimky n rovnobézné s AC ve vzdalenosti %|BC | od vrcholu B
uvnitf poloroviny opaéné k ACB.

Uloha ma celkem dvé feSeni soumérné sdruzené podle pfimky AC L p
(obr. 20).

A

Dy 1

By no | ™1 ma |p, B>

Obr. 20
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B-1-6

Nejprve ukazme, ze pro ¢islo M s prvociselnym rozkladem M = ﬁ P
(pi jsou ruznd prvocisla) je pocet FeSeni rovnice NSN(z,y) = erzolven
ﬁ (2¢; + 1). Vskutku, kazdé fesen{ (z,y) dané rovnice mé tu vlastnost,
Ii:llibovolné prvocislo p; (2 = 1,...,n) déli alesponi jedno z ¢&isel z a y
(a to nejvyse v takové mocniné, v jaké déli M) a zadné jind prvocisla

n n
uZ ani , ani y nedéli; = a y jsou tedy tvaru z = [] p¥, v = [] p¥,
i=1 i=1

a;,b; € Np, a navic max(a;,b;) = ¢;, i = 1,...,n. Cisla z a y tak jedno-

znac¢né uréuji n-tice ¢isel a; a b; a obracené jsou jimi jednozna¢né urcena.

Vsechna feSeni dané rovnice jsou tedy popsana dvojicemi n-tic priroze-

nych ¢isel takovych, Ze na i-té pozici je v obou n-ticich ¢islo z mnozZiny

{0,...,¢;} a alesponl v jedné z nich se ptimo rovna c;. Takovych n-tic
n

je T] (2¢; + 1): Dvé n-tice &isel (a1,aq,...,a,) a (b1, bs,...,b,) mizZeme
i=1
uvazit jako n dvojic ¢isel (aq,b1), (az,b2), ..., (an,by). Libovolna dvojice

(a;, b;) mize nezavisle nabyvat (2¢;+1) riznych hodnot (0, ¢;), (1,¢), ...,
(ci—1,¢), (¢iyci), (ciyei—1), ..., (¢i,1), (¢4, 0). Podle kombinatorického
pravidla souéinu dostdvame vySe uvedeny podcet.

Prvodiselny rozklad ¢isla 1001 je 7-11-13. Aby méla dana rovnice
pravé 1001 feSeni, musi exponenty c¢; z prvociselného rozkladu ¢isla M
(obsahujiciho dle zadéni nejméné tii prvocisla, a to 2, 3 a 5) vyhovovat

n

rovnici [[(2¢; + 1) = 7-11-13. V prvociselném rozkladu ¢isla M tedy
i=1

musi byt zastoupena pravé tii prvocisla, a to v mocninach %(7 —1)=23,
(11 -1) = 5 a $(13 — 1) = 6. ProtoZe M ma byt délitelné &islem
240 = 24.3.5, tedy prvodisly 2, 3 a 5 v odpovidajicich mocninéch, jsou

jediné mo#né volby pro M &isla 2°.33.56 25.36.53 26.35.53 26.33.55

B-S-1

Pfedpokladejme na okamzik, Ze celé Cislo k = |z zndme, dosadme je do
rovnice jako ,parametr® a ziskanou rovnici vyresme:

o by

:k —

=Rt 5 00a

2004z = 2004k + =z,
2004k
2003
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Budeme-li do posledniho vzorce dosazovat jednotliva celd ¢isla k, bude
prislusné x skuteéné rfeSenim zkoumané rovnice, bude-li se jeho celd ¢ast
rovnat pravé ¢islu k, budou-li tedy platit nerovnosti

2004k

k< k41,
= Jo03 <FT

Zjistime, kterad celd k vyhovuji obéma nerovnostem. Leva nerovnost je
ekvivalentni s nerovnosti k¥ 2 0, pravd nerovnost s nerovnosti k£ < 2 003.
Hledana k jsou tedy pravé hodnoty k£ € {0,1,...,2002}, kazda z nich
urcuje jediné feSeni z, takze vSech feSeni z zadané rovnice je praveé 2003.
Dodejme, Ze vyhovujici k lze uréit rovnéz upravou odvozeného vzorce do
tvaru

2003 + 2003’

z néhoz je vidét, Ze ¢islo k je celou ¢asti ¢isla x, pravé kdyz plati nerovnosti

k
2004k b

k
2003

0

A

<1, mneboli 0<k<2003.

Jiné FeSeni. Protoze pro kazdé redlné z plati |z] < z < |z] + 1,
porovnanim se zadanou rovnici dodejme k zjisténi, Ze kazdé feSeni x
musi spliiovat nerovnosti

05m<1 neboli 0§I<2004

Cislo z spliiujici posledni nerovnosti bude feSenim zkoumané rovnice,

prévé kdyz hodnota x — m bude celodiselné. Protoze plati
z 2003z
2004 2004’

lze posledni podminku vyslovit takto: ¢islo 2003z je celoéiselnym nasob-
kem ¢isla 2004. To s ohledem na nerovnosti 0 £ 2003z < 2003 - 2004
znamena, ze Cislo 2003z je rovno nékterému z cisel

0-2004,1-2004,2-2004, ..., 20022004,

takze zkoumana rovnice ma pravé 2 003 feseni

0-2004 1-2004 2-2004 2002 - 2004
2003 7 2003 ° 2003 77 2003
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B-S-2

Kvuli podmince (i) mize byt v mnoZiné M nejvyse jedno z ¢&isel 11,22,
33,...,99 zapsanych dvéma stejnymi ¢islicemi, kterd jsou vesmés déli-
telnd jedenacti. Kvili podmince (ii) a délitelnosti dvéma tam zas nesmi
byt zadné ¢islo zapsané dvéma riznymi sudymi ¢islicemi; s jednou sudou
&islici miize byt v M nejvyse jedna dvojice &isel ab, ba.

Zbyvé posoudit, kolik miize mnozina M obsahovat dvojic &sel ab, ba
zapsanych dvéma raznymi lichymi &islicemi a a b. Zadné z téchto &isel
nesmi byt délitelné tfemi (je-li &fslo ab délitelné tfemi, je takové i &islo ba),
proto v tvahu pfipadé pouze sedm dvojic takovych ¢isel: (13,31), (17,71),
(19,91), (35,53), (37,73), (59,95) a (79,97). Kvili délitelnosti péti, sedmi
a devatenacti vSak muze byt v M pouze jedna z dvojic (19,91), (35,53)
a (59,95), tedy nejvyse pét ze vSech sedmi vypsanych dvojic.

Celkové zjisfujeme, Ze mnozina M obsahuje nejvyse 1 +2+2-5 =13
¢isel. Prikladem tfindctiprvkové mnoziny je

M = {11,23,32,13,31,17,71,35,53,37,73,79,97}.

(Existuji 1 jiné priklady, nase uvahy vSak ukazuji, Ze kazda t¥inactiprv-
kova mnozina M musi obsahovat éisla 13, 31,17, 71, 37, 73, 79, 97 a jednu
z dvojic (35,53) nebo (59,95); dvojice (19,91) je vyloucena, nebot &islo
91 je nasobkem ¢&isla 13.)

B-S-3

Oznaéme « a [ po fadé vnitini Ghly pfi vrcholech A a B (obr.21). Bo-
dem E prochéazi spoleéné tecna obou uvazovanych kruznic, thel DEC

Vv

Obr. 21
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je tedy souctem tusekovych thla prislugnych tétivée DE v jedné kruznici
(s obvodovym uhlem «) a tétivé EC v druhé kruznici (s obvodovym
thlem ). Jeho velikost je tudiz o + 8. A protoze velikost thlu CVD je
180° — (a+ f3), zjistujeme, zZe ve &tyithelniku CVDE se thly u protéjsich
vrcholi E' a V' dopliuji do 180°. To, jak vime, znamena, ze CVDE je té-
tivovy ¢tyrthelnik, tj. bod E lezi na kruznici opsané trojihelniku CDV'.

B-1l-1

Jak vime, kazdé pfirozené c¢islo k dava pri déleni tfemi stejny zbytek
jako &islo S(k) rovné souctu éislic piivodniho é&isla k. Cislo a,, proto dava
pfi déleni tfemi stejny zbytek jako soucet S(12) + S(22) + ...+ S(n?),
tedy rovnéz jako soucdet 12 + 22 + ... 4+ n%. Dvéma zpiisoby ukaZeme, Ze
posledni soucet je délitelny tfemi, pravé kdyz ¢islo n je tvaru 9k — 5,
9k — 1 nebo 9k, kde k je prirozené Cislo.
Pti pronim zpisobu vyuzijeme znadmy vzorec
5 n(n+1)2n+1)

124224 .. . 4n?= - : (1)

z néhoz plyne, Ze zkoumany soucet je délitelny tfemi, pravé kdyz je soucin
n(n + 1)(2n + 1) délitelny deviti. Protoze ¢isla n, n + 1 a 2n + 1 jsou
navzajem nesoudélnd, hleddme pravé ta n, pro kterd je délitelné deviti
jedno z &isel n, n+ 1 nebo 2n+1, a to jsou po fadé ¢isla tvaru 9k, 9k —1,
9k — 5.

Druhgj zpiisob je zaloZen na pozorovani, ze zbytky &isel 12, 22, 32, 42,
52, ... pti déleni tfemi jsou 1,1,0,1,1,0,. .., tedy opakuji se s periodou 3.
Skute¢né, ¢isla (k + 3)? a k? davaji stejny zbytek pii déleni tfemi, nebot
jejich rozdil je &islo 3(2k + 3), coZ je nasobek tfi. S¢itdnim uvedenych
zbytkd dostaneme postupné zbytky prvnich deviti souétt (1): 1,2, 2,0, 1,
1, 2, 0, 0; poté se zbytky dalsich souctt (1) zaénou periodicky opakovat.
(Plyne to z toho, Ze pfedchozi soucet deviti ¢isel davd nulovy zbytek
a zarovei je poCet séitancti ndsobkem periody 3 s¢itanych zbytki.)

Vime jiz, kterd cisla a, jsou délitelnd tfemi; posoudime nyni snazsi
otazku, kterd a, jsou délitelnd ¢tyfmi. Ukazme, Ze to jsou vSechna a,, se
sudym n > 2 (a zadna jina). Cislo a,, s lichym n je totiz liché, &islo as se
rovné 14 a &islo a,, se sudym n > 2 konéi stejnym dvojéislim jako &islo n?,
takze je takové a, (stejné jako zminéné dvojéisli) délitelné étyfmi.

Spojime-li vysledky o délitelnosti tfemi a ¢tyfmi dohromady, dojdeme
k zjisténi, Ze Cislo a, je délitelné dvanacti, pravé kdyz je ¢islo n jednoho
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z tvaru 18k — 14, 18k — 10 nebo 18k, kde k je libovolné prirozené Eislo.
Protoze 100000 = 5556 x 18 — 8, je mezi prirozenymi ¢isly od 1 do 100000
pravé 5556 ¢isel 18k —14, 5556 c¢isel 18k —10 a 5 555 ¢isel 18k, dohromady
je to 16 667 cisel.

B-1l-2

Pro koeficient a musi platit a # 0 a a # —1, aby vSechny uvazované troj-
¢leny byly skutec¢né kvadratické trojéleny. Jak vime, kvadraticky trojclen
mé dvojnasobny kofen, pravé kdyz je jeho diskriminant nulovy. Sestavme
proto diskriminanty v8ech tf{ trojclentu se zvétsenymi koeficienty:

(a+1)z? + bc+ ¢ ma diskriminant D; = b? — 4(a + 1)c,
az? + (b+ 1)z + ¢ mé diskriminant Dy = (b+ 1)? — 4ac,
az® 4+ bz + (c+ 1) ma diskriminant D3 = b? — 4a(c + 1).

Hleddme tedy redlna ¢isla a, b, ¢, pro kterd plati @ # 0, a # —1 a D; =
=Dy = D3 =0.

Z rovnosti D1 = D3 plyne ¢ = a, takie Dy = (b+1)? —4a? = (b +
+1—2a)(b+ 1+ 2a); rovnost Dy = 0 pak znamena, Ze plati b = £2a -1,
aproto Dy = (+£2a—1)2—4(a+1)a = 4a®>Fda+1—4a’—4a = 1F4a—4a,
tudiz D; = —8a + 1 nebo D; = 1. Proto z rovnosti D; = 0 plyne
a=1/8b=2a—1=-3/4ac=a=1/8 (zkouska je snadnd, neni vsak
nutnd, nasim postupem totiZ méame zaruéeny rovnosti D = D3, Dy =0
a D1 = 0).

Odpoveéd: Uloze vyhovuje jeding trojélen %zQ — %x + é.

B-11-3

Kladné éislo z je feSenim rovnice s danym n, pravé kdyz je cislo nz
prirozené a jsou splnény nerovnosti

nr—1Zzvn?2—1<nz.

Pravd nerovnost je splnéna pro kazdé z > 0, nebot zfejmé plati
Vn?2 — 1 < Vn? = n. Zbyva tedy vyftesit levou nerovnici (vzhledem k ne-
znamé z). Po jednoduché tpravé dostavame

z(n—+vn?-1) <1,

1
T ———=n++vn2-1.
n—+vn?2—1

A

60



Vyuzili jsme toho, Ze vyraz n — v/n? — 1 je kladny a v souc¢inu se sdru-
Zenym vyrazem n + vn? — 1 dava &islo 1. Po vyndsobeni obou stran
odvozené nerovnosti ¢islem n dostaneme pro prirozené ¢islo k = nz ekvi-

valentni podminku
k<n?+4+nvn? -1,

ktera je splnéna pravé pro k € {1,2,...,2n? — 1}, nebot pro druhy séi-
tanec z pravé strany posledni nerovnosti zfejmé plati celociselné odhady

n?—-1<nyn2—-1<n?

(znovu vyuzivame pouze nerovnost vVn? — 1 < n). VSechna FeSeni dané
rovnice jsou tvaru z = k/n a tvori tak mnozinu zlomku

1 2 2n? -1
iRt IERY - .

B-1l-4

KruZnice vepsanid hledanému ¢&tyfuhelniku je kruznici k pripsanou
strané AB trojuhelniku BAV. Ten ze dvou pruseéiku osy thlu AV B
s kruznici k, ktery je dal od vrcholu V, ozna¢me T (obr.22). Hledané
body C' a D nalezneme jako priseciky teény ¢t v bodé T' ke kruznici k£ po
fadé s pfimkami V' B, VA. Dokazme, ze takto sestrojeny ctyfahelnik ma
ze vSech Ctyrtuhelnikt vyhovujicich podminkdm dlohy nejmensi obsah.

Obr. 22

Oznaéme C’, D’ vrcholy jiného te¢nového étyithelniku s vepsanou
kruznici k (pfimka C’ D’ je te¢nou kruznice k). Bez ijmy na obecnosti mti-
zeme predpokladat, Ze prusecik M tecen t a C’'D’ lezi uvniti tsecky TC.
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To znamena, ze plati |[M D| > |[MC| (obr.22). Oznaéme C” a D" odpo-
vidajici paty kolmic spusténych z bodi C’ a D’ na piimku t; bod C”
lezi uvnitt tsecky M C a D” na polopiimce M D vné usecky M D, takze
[MC"| < |MC| < |MD| < |MD"| a z podobnosti pravouhlych trojahel-
nika MC'C" a M D'D" plyne |C'C"| < |D’D"|. Trojahelnik DM D’ ma
tudiz vétsi obsah neZ trojuhelnik CMC’. Rozdil jejich obsahu je vsak
roven rozdilu obsaht étyiuhelnikit ABC'D’ a ABCD, tedy obsah &tyi-
uhelniku ABC'D’ je vétsi nez obsah ¢tyithelniku ABCD.

Jiné FeSeni. Stejné jako v prvnim feSeni oznacme C, D priseciky
te¢ny t pripsané kruznice k s rameny tthlu VB, V A. Jsou-li C’, D’ vrcholy
jiného tecnového ctyfthelniku s vepsanou kruznici k, plati pro obsahy
teénovych &tyfuhelnikt ABCD a ABC'D’

S(ABCD) = S(VCD) — S(VAB),
S(ABC'D’) = S(VC'D’) — S(VAB).
Staci tedy ukazat, Ze pro libovolnou takovou teénu C’ D', kterd neni kolma
na osu thlu AV B, plati S(VC'D’) > S(VCD). To je viak zfejmé z obr. 23

(oba 8edé trojuhelniky maji diky stfedové soumeérnosti stejny obsah a pfi-
tom S(VC'D") > S(VC,D,) > S(VCD)).

Obr. 23

Jiné FeSeni. Obsah teénového é&tyruhelniku ABCD), jehoz vepsand
kruznice ma polomér r, je S = ir(|AB| + |BC| + |CD| + |DA|) =
= £r(2|AB| + 2|CD|) = r(|AB| 4+ |CD|). Obsah te¢nového &tyFthelniku
ABCD spliujiciho podminky tlohy bude tedy nejmensi, pravé kdyz bude
nejkratsi usecka CD.
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Uvazujme kruZnici pfipsanou strané C’D’ trojuhelniku VC'D’
(obr.24). Z vlastnosti tecen postupné nahlédneme, Ze je |T1C| = 3|CD],

i T2
C
T, c__—
S1
Ty
U
Y DT
Us
Obr. 24

|T>C"| = £|C”D"| a také |C'D’| = |TyT|. Posledni rovnost plyne ze
znamych vlastnosti vepsané a pripsané kruznice, totiz Ze jejich body
dotyku na spolecnou stranu jsou soumérné sdruzené podle stfedu strany;
dikaz ovSem vyzaduje trochu pocitani:

INTe| = O + |C'Te| = |TIC'| + |C'Ty| = [ITTa| + 2| T2C7),
[UUs| = |UyD'| + |D'Us| = |T{D'| + |D'Ty| = |T{T4| + 2|T{D'|.

Ze soumérnosti podle osy uhlu AV B plyne |T1Ts| = |UyUs|, takze
|T5C"| = |T{D’|. Je tedy |C'D’| = |T{T4| + 2|T5C"| = |T1T5|.

Protoze obé kruZnice jsou oddéleny spole¢nou te¢nou C’D’; nemohou
se dotykat, takze |CD| < |C”D"|, neboli |CT;| < |C"T3|. To znamena,
Ze je

|CD| =2ITiC| < [ThC| + |C"T3| < |ThT2| = |C'D),

coz jsme chtéli dokazat.
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