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Kategorie A

Texty loh

A-1-1

Urcete viechny dvojice (p, q) realnych &isel takové, Ze rovnice 22 + px +
+ ¢ = 0 ma TeSeni v oboru redlnych ¢isel, pficemz plati: Je-li ¢ kofenem

této rovnice, je |2t — 15| rovnéz jejim kofenem. (P. Cernek)
A-1-2

V roviné daného ¢tverce K LM N urcete mnozinu vSech bodt P, pro néz

jsou uhly NPK, KPL a LPM shodné. (J. Svrcek)
A-1-3

Pro libovolné pfirozené éislo n sestavme z pismen A, B vSechna mozna
yslova“ délky n. Rozdélme je do dvou skupin S, a L, podle toho, zda
je v daném slové sudy, resp. lichy pocet ,slabik“ BA (za sudy povazu-
jeme i pocet 0). Napiiklad slova BABBBBA a AAAAAAB patii ob& do
skupiny S7, slova AABBABB a BABAABA patii obé do skupiny L7.
Urcete, pro kterd n maji skupiny .S,, a L, stejny pocet prvk.

(J. Simsa)

A-1-4

Urcete nejmensi redlné ¢islo p takové, Ze nerovnost

1
VI24+14+ V2 +14+ V32414 ... +V/n2+15 5n(n+p)
plati pro kazdé prirozené éislo n. (S. Travnicek)
A-1-5

Necht ABCD je tétivovy étyfthelnik, jehoZ vnitfni thel pfi vrcholu B
mé velikost 60°.
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a) Jestlize |BC| = |CD|, pak plati |CD| + |DA| = |AB|. Dokazte.
b) Rozhodnéte, zda plati opa¢na implikace. (E. Kovdc)
A-1-6

V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

(J. Simsa)

A-S-1
Necht P(z) = az?+bz+-c je kvadraticky trojélen s nezdpornymi realnymi

koeficienty. Dokazte, Zze pro libovolné kladné ¢islo = plati

P()-P(3) 2 (P())*

x

(E. Kovdc)

A-S-2

Urcete, jakou nejvétsi délku maze mit thlopticka C'E konvexniho péti-
thelniku ABCDE, jehoz strana AB méa délku 6cm, vnitini thly pri
vrcholech C a E jsou pravé a tthel ADB ma velikost 120°. (P. Cernek)

V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic

224+ 2yz=6(y+ 2z —2),
Y2+ 2z =6(z + 1z —2),
22 +2zy =6(z +y—2).

(J. Simsa)

A-1l-1

Urcete pocet vsech pétimistnych palindromt, které jsou délitelné &is-
lem 37. (Palindromem nazyvame ¢islo, jehoz zapis v desitkové soustavé
se Cte zepredu stejné jako zezadu.) (J. Simsa)
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A-1l1-2

Pro libovolné pfirozené ¢islo n sestavme z pismen A a B vSechna moZna
yslova délky n a oznaéme p, pocet téch z nich, kterd neobsahuji ani
trojici AAA po sobé jdoucich pismen A, ani dvojici BB po sobé& jdoucich
pismen B. Urdete, pro ktera pfirozena Cisla n plati, ze obé &isla p, a pri1
jsou suda. (R. Kudera)

A-11-3

Necht K je libovolny vnitfni bod strany AB daného trojuhelniku ABC.
Piimka CK protinad kruznici opsanou trojiahelniku ABC v bodé L (L #
# C). Oznafme k; kruznici opsanou trojthelniku AKL a ko kruZnici
opsanou trojuhelniku BK L.
a) Dokazte, Ze ptimka AC je te¢na kruznice ky, pravé kdyz pfimka BC
je te¢na kruznice k.
b) Predpokliddejme, Ze pfimka AC je sena kruznice k1. Necht P (P # A)
je prusecik pfimky AC' s kruznici k1 a Q (Q # B) prusecik pfimky BC
s kruznici ko. Dokazte, ze bod K lezi na tiseéce PQ).
(J. Simsa, J. Zhouf)

A-11-4

Necht K, L, M jsou po fadé priseciky os vnitinich thld «, 8, v pfi
vrcholech A, B, C daného trojahelniku ABC' s protéjsimi stranami BC,
CA, AB. Dokaizte, ze plati nerovnost

BC| o |CAl B |AB| v
|AK|COSZ+|BL|COS2+|C’M|COS2:3'

(J. Svrcek)
A-1l-1
Urcete vSechny trojice (z,y, z) redlnych ¢isel, pro néz plati
8 8 8
2,2, .2 . 2 2 2
°+y° +z §6+mm{x —— Y s z —2—4}.

(J. Svréek)
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A-1lIl-2

Pro libovolné prirozené ¢islo n sestavme z pismen A a B vSechna moZna
yslova“ délky n a oznaéme p, pocet téch z nich, kterd neobsahuji ani
¢tverici AAAA po sobé jdoucich pismen A, ani trojici BBB po sobé
jdoucich pismen B. Uréete hodnotu vyrazu

P2004 — P2002 — P1999
P2001 + P2000

(R. Kucera)

A-1lI1-3

V roviné je dana kruznice k a 121 jejich secen py, pa, . .., p121. Uvnitf této
kruznice je na kazdé pfimce p; ddn bod A;. Dokazte, Ze na kruznici k
existuje bod X takovy, ze usecka A;X svird s pfimkou p; thel mensi

nez 21° pro nejméné 29 riiznych index 1. (J. Simsa)
A-IlIl-4
Zjistéte, pro kterad pfirozend ¢isla n je soucet
n o n n
i + 21 +...+ ol
Cislo celé. (E. Kovac)
A-I1lIl-5

Necht L je libovolny vnitini bod kratsiho oblouku CD kruznice opsané
¢tverci ABCD. Oznaéme K prusecik pfimek AL a CD, M pruseéik pri-
mek AD a CL a N prusecik pfimek M K a BC. Dokazte, ze body B, L,
M, N lezi na téze kruznici. (J. Svrcek)

A-1l1-6

Necht Ry znaéi mnoZinu vSech kladnych realnych éisel. Uréete vSechny
funkce f: Ry — Ry, které pro libovolna kladna ¢isla z, y spliiuji rovnost

2 (f(z) + f(v) = (z+v) [ (f(2)y).

(P. Karousky)
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Reseni tloh
A-1-1

Necht ¢, s jsou realné koreny dané kvadratické rovnice. Uvazujme nejprve
ptipad, kdy uvazovana kvadratickd rovnice ma dvojnasobny (realny) ko-
fen. Plati tedy ¢t = s a pfitom podle podminek tlohy ¢ = |2t — 15|. Pro

t=> % dostavame rovnici t = 2t—15 s feSenim t = 15 aprot < 125 rovnici
t = —(2t—15) s feSenim ¢t = 5. Jim odpovidajici kvadratické rovnice maji

tvar (z — 5)2 =22 — 10z +25 =0 a (z — 15)? = 2% — 30z + 225 = 0.
Uvazujme nyni pripad, kdy uvazovana kvadraticka rovnice méa dva
ruzné redlné koteny ¢, s. Rozlisime tfi ptripady.
> t = |2t — 15| a soucasné s = |2s — 15|. Reseni obou rovnic (viz vyse)
tvori dvojici {¢,s} = {5,15}. Odpovidajici kvadratickd rovnice mé
tvar (x — 5)(z — 15) = 22 — 20z + 75 = 0.
> t = |2s — 15| a soucasné s = |2t — 15|. ReSenim &tyf soustav rovnic

t=+(2s—15), s=+(2t— 15)

(jez odpovidaji raznym volbdm znamének) dostaneme dvojice (s,t)
rovné (15,15), (5,5), (3,9) a (9,3), z nichZ pouze posledni dvé vy-
hovuji pivodni soustavé a podmince s # t. Dodejme, Ze soustavu
rovnic t = [2s — 15| a s = |2t — 15| lze rovnéz fesit graficky
v roviné Ost, do které zakreslime obé lomené &iry t = |2s — 15|
a s = |2t — 15| (obr. 25). Dvojicim (3,9) a (9, 3) odpovida kvadratickd
rovnice (z — 3)(z — 9) = 22 — 122+ 27 = 0.

Obr. 25
>t = |2t — 15| = |2s — 15|. Jak uZ vime, rovnice t = |2t — 15| mé
feSeni t = 5 a t = 15. Pro t = 5 z rovnice 5 = |25 — 15| plyne s = 5
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nebo s = 10, pro t = 15 z rovnice 15 = |2s — 15| plyne s = 0 nebo

s = 15. S ohledem na podminku s # ¢ tak dostavame dvé feseni

(t,s) = (5,10) a (t,s) = (15,0). Témto feSenim pak odpovidaji po

fadé dvé kvadratické rovnice (z — 5)(z — 10) = 2% — 152 4+ 50 = 0

a(zr—15)z =22 — 152 = 0.

Zdvér: Dané tloze vyhovuje Sest dvojic (p, q) redlnych éisel, a to dvo-
jice (—10,25), (—30,225), (=20,75), (—12,27), (—15,50) a (~15,0).

A-1-2

Oznaéme P hledanou mnozinu bodt a S stred ¢tverce K LM N. Ziejmé
S € P (obr.26).

Dale uréime vSechny hledané body P (P # S), které lezi uvnitf pasu
omezeného rovnobézkami KN a LM . Ukazeme, ze kazdy takovy bod P
lezi v poloroviné opac¢né k poloroviné M N K. Pro kazdy bod P uvazova-
ného pésu, ktery lezi v poloroviné opa¢né k poloroviné K LM, plati totiz
|xKPL| > |xKPN]|, nebot poloptimka PN lezi v thlu K PL. Podobné&
zjistime, zZe zadny bod ¢tverce K LM N kromé jeho stfedu S nema danou
vlastnost.

PZ
M
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AN
11\
S AN
AN
AN
AN
AN
N\
N
L
Obr. 26

Lezi-li tedy hledany bod P ve vySrafované oblasti na obr.26, jsou
pfimky PK a PL podle zadani osami thla NPL a KPM. Proto v troj-
thelniku LPN osa PK thlu N PL protina kruznici opsanou tomuto troj-
uhelniku (kromé bodu P) v bodé lezicim na ose strany N L. T{imto bodem
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je ovSem vrchol K ¢étverce KLMN. Body P, N, K, L tedy lezi na téze
kruznici, kterou je kruznice opsané ¢tverci KLM N. (Analogicky vysle-
dek obdrzime, uvazujeme-li osu PL thlu KPM.) Bod P proto lezi na
kratim oblouku [ = M N kruznice opsané ¢tverci K LM N. Naopak pro

kazdy bod P € [ plati podle véty o obvodovych tihlech (pro shodné tétivy
NK, KL, LM)

|xNPK| = |xKPL| = |xLPM| = 45°.

Tim je hledani boda P v pasu mezi rovnobézkami K M a LM ukonceno.

Déle snadno nahlédneme, zZe libovolny vnitini bod P kazdé z polopti-
mek opaénych k polopfimkidm KM, LN, MK, NL mé danou vlastnost.
Ukazeme, ze zadny dalsi bod roviny ¢tverce K LM N uvedenou vlastnost
nemd. Stadi se pritom diky symetrii omezit na jednu z polorovin vyta-
tych osou o strany K L daného ¢tverce. ProtoZe jsme jiz vysetfili cely pas
omezeny rovnobézkami KN a LM, lze (bez 4jmy na obecnosti) zkoumat
jen body poloroviny opac¢né k poloroviné LM N. P¥imky KL, MN, LM,
KM a LN déli tuto polorovinu na pét ¢asti (obr. 27), pfitom zZadny bod
pfimek KL, LM a M N danou vlastnost o¢ividné nema.

I
e
P 11
N } M|
N
- 11
A
l e P
l -
| . :
/. | 3
K | 3
| v
'
Obr. 27
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Ukazeme, 7e zadny vnitini bod kazdé z oblasti I-V roviny &tverce
KLMN neni prvkem mnoziny P. Jestlize P je vnitinim bodem oblasti I,
evidentné plati |[<xKPL| > |¥xLPM| (obr.27). Je-li P vnitfnim bodem
libovolné z oblasti II nebo III, plati naopak |<xKPL| < |<xLPN]|. Pro
libovolny vnitini bod oblasti IV zase plati [« NPK| > |<xKPL| a pro
libovolny vnitfni bod P oblasti V plati naopak |xNPK| < |xKPL|.
Ve vsech péti uvazovanych ptripadech jsme se vSak vzdy dostali do roz-
poru s podminkami tlohy.

Tim jsme prozkoumali vSechny body roviny ¢tverce K LM N.

Zdvér: Hledand mnozina bodu P se skldda ze vSech vnitinich boda
kratsiho oblouku M N kruZnice opsané danému ¢tverci K LM N, ze vSech
vnitfnich bodt polopfimek opacénych k polopfimkam KM, LN, MK
a NL a ze stfedu S daného ¢tverce (obr. 28).

l

N M

Obr. 28

A-1-3

Skupinu S, rozdélme na dvé éasti (SA), a (SB), podle toho, zda slovo
skupiny S, kon¢i pismenem A, resp. B. Skupinu L,, rozdélme analogicky
na dvé ¢asti (LA), a (LB), podle toho, zda slovo skupiny L, konéi
pismenem A, resp. B. Ozna¢me dale s,,, I, (sA)n, (sB)n, ({A)n, (IB),
po fadé pocty prvka skupin S, Ly, (SA)n, (SB)n, (LA),, (LB),. Pro
kazdé prirozené ¢islo n pak podle naseho rozdéleni plati

Sn = (sA)n + (sB)n,

I = (1A)n + (LB)n. M
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Kazdé slovo ze skupiny (SA),4+1 vznikne tak, Ze pfipiSeme pismeno A
bud na konec slova ze skupiny (SA),, nebo na konec slova ze skupiny
(LB)y,. Plati proto

(sA)nt1 = (s4)n + (1B)n.

Analogicky plati rovnéz vztahy

(8B)nt1 = (sA)n + (sB)n,
(1A)nt1 = (sB)n + ({A)n, (2)
(1B)us1 = (LA} + (1B)n.

Pro n = 1 maji skupiny nésledujici tvar
(SA)I = {A}7 (SB)I = {B}1 (LA)I =0, (LB)I =0,

a tedy (SA)l = (SB)1 =1la (ZA)I = (lB)l = 0.

Predpokladejme, Ze pro uréité prirozené Cislo k obsahuji skupiny
(SA)k a (SB)k stejny pocet prvki, ktery oznacime p, a zéroven sku-
piny (LA)r a (LB)) maji stejny pocet prvki, ktery oznacime g. Navic
predpoklddejme, Ze plati p # q, jak je tomu v pfipadé k =1, kdy p =1
a ¢ = 0. Do nésledujici tabulky zapiSme pocty prvkua ve skupinach pro
gislan =k, k+1,k+2,k+ 3,k + 4. Pfitom pro vypo¢ty hodnot uzijeme
vztahy (1) a (2).

n|l k k+1 k+2 k+3 k+4
(sA)n| »p p+q ©p+3g 2p+6g 6p+10g
(sB)n| P 2p 3p+q 4p+4q  6p+10q
q

p+q 3p+gq 6p+2q 10p+ 6q

(IB)n| ¢ 2q p+3q 4p+4q 10p+6q
snl 2p 3p+q 4p+4q 6p+10g 12p+ 20q
ln| 2¢ p+3q 4p+4q 10p+6g 20p+ 12¢q

7 tabulky lze vyéist nékolik poznatki. Protoze p # ¢, plati rovnéz 2p #
# 2q,3p+q # p+ 3q a 6p+ 10¢ # 10p + 6¢. Vidime, Ze si # I,
Sk+1 7 let1s Sk+2 = lkt2, Sk+3 # leys a Ze skupiny (SA)xia a (SB)k4a
obsahuji opét stejny podet prvka a skupiny (LA)kts & (LB)kya opét
stejny podet prvki, pfitom tyto poéty jsou navzdjem razné.

UzZitim matematické indukce usoudime, Ze uvedena tabulka ma
vSechny zminéné vlastnosti pro kazdé k = 4m+1, kde m je celé nezdporné
&islo, takZe rovnost s,, = [, plati, pravé kdyz n = k + 2 = 4m + 3.
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Zdvér: Skupiny S, a L, maji stejny pocet prvka, pravé kdyz n =
= 4m + 3, kde m je celé nezdporné cislo.

Jiné FeSeni. Ze vztahti (1) a (2) plynou pro kazdé n = 2 rovnosti
$nt1 = (8A)n41 + (8B)nt1 = (8A)n + (IB)n + 8n =
=28, + (lB)n - (SB)n =28, +ln_1— Sp_1 =
= 28p — 23n—1 + ln—l + Sp—1-
N ——

Svorkou oznaceny soucet je roven poc¢tu vSech slov délky n — 1, tedy
&islu 2", Znamend to, Ze posloupnost zkoumanych ¢&isel {s,} spliiuje
rekurentni rovnici

Sp41 = 28p — 281 + 2771 (n=2,8,...), (3)

jez (spolu s pocateénimi hodnotami s; = 0, so = 1) umoziiuje postupny
vypocet vSech hodnot s,. Podle teorie rekurentnich rovnic se da najit
feSeni takové ulohy v explicitnim tvaru

- n(n—1
sn=2""1— (V)" 1 COS(T)’
z ného? plyne, %e zkoumand rovnost s, = 2"~ ! nastane pravé pro ta
éisla n, jez jsou tvaru 4m + 3. Bez znalosti této teorie se obejdeme tak-
to: vypocteme pomoci (3) nékolik prvnich hodnot s, a zapiSeme je do
tabulky, kam pro porovnani uvedeme i pfislusné hodnoty 2"~! a rozdil
Sp — 271

n 1] 23] 4] 5] 6] 7] 8] 9] 10] 117...

Sn 0| 1]/4]10[20(36[64][120] 240] 496 [1024]...

o1 1] 24| 8]16([32]64[128] 256 512[1024]...
sp—2r T —1]=1]0] 2] 4] 4] o] =8[—=16|—16 0

Tak pfijdeme k hypotéze, ze hledand n jsou tvaru 4m + 3, a objevime

rovnéZ vlastnosti diferenci s, — 2”1 (jsou to aZ na znaménka mocniny

dvou). Pokusime se proto najit zavislost mezi &isly s,4+4 a s,. Podle (3)

postupné uré¢ime

Sny2 = 28p41 — 25, + 27,

Sn+3 = 28p42 — 28n41 + 2" = 2(28,41 — 28, 4+ 27) — 25,47 + 2" =
= 28p41 — 48p + 2712,

Sn4q4 = 2Sn+3 - 25n+2 + 2n+2 =

= 2(28n41 — 485 + 2"12) — 2(28,41 — 28, + 27) + 272 =

= —4s, + 273 _ontl J ont2 . _4q 4 ont8 4 ontl
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neboli
Snta — 2™3 = —4(s, — 2°71).

Z posledniho vztahu okamzité plyne, Ze rovnost s, 4 = 2™+2 plati, pravé
kdyZ s, = 2"71. ProtoZe z hodnot n = 1,2, 3,4 posledni rovnost plati
pouze pro n = 3, je hypotéza o tom, Ze hledana n jsou pravé é&isla tvaru
n = 4m + 3, dokazana.

A-1-4

Pro n = 1 mé dand nerovnost tvar
1
V2 < 5(+1), neboli p2 2v2 — 1.

Oznaéme p; = 2v/2 — 1. Zjistili jsme, Ze 7adné &islo p mensi nez p,
pozadovanou vlastnost nema. Cislo p; je tedy hledané &islo, pokud uka-
Zeme, Ze pro kazdé n = 1 plati

1
V2414 V2 414+ V2 +1+... 4 n2+1§5n(n+P1). (1)

Dikaz provedeme matematickou indukei.

(i) Pron =1 je nerovnost (1) splnéna diky zptsobu, jakym jsme &islo p;
urdili.

(ii) Predpokladejme, Ze nerovnost (1) plati pro uréité pfirozené &islo n,
a ukdZeme, Ze plati i pro prirozené ¢islo n + 1. Necht tedy

Fin)=v12+14+vV22+14+V32+1+...+Vn2+1<

1 (2)
= 571(71 +p1).
Protoze
Fn+1)=F(n)++/(n+1)2
plati podle indukéniho pfedpokladu (2) a definice p;
1
F(n+1)§§n(n+2\/§——1)+ (n+1)2+1. (3)

Nyni dokazeme nerovnost

(n+2\/_ )+vn+1)2+1 - n+1(n+1+2\/_—1) (4)
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Jeji tpravou dostaneme nerovnost s ni ekvivalentni

\/(n+1)2+1§n+\/§,

o jejiz platnosti se snadno presvédéime po umocnéni obou stran na
druhou:

(n+v2)’ =n?+2v2n+2>n+2n+2=(n+1)2+ 1

Podle (3) a (4) plati
Fn+1)< %(n+1)(n+1+2\/§~1) N %(n+1)(n+1+;01),

coz je nerovnost (1) pro hodnotu n + 1.
Zdvér: Hledanym realnym &islem je &islo p = 2v/2 — 1.

A-1-5

Nejprve zvazme, jak muze takovy tétivovy Ctyfuhelnik ABCD s Sede-
satistupfiovym thlem pfi vrcholu B a se shodnymi stranami BC a CD
vypadat. Ozna¢me k kruznici, jez je ¢tyfahelniku ABCD opséna. Protoze
|« ABC| = 60°, je uz urlena velikost uhlopficky AC, kterd je tétivou od-
povidajici obvodovému tthlu 60°. Vrchol D pak musi byt vnitfnim bodem
kratsiho oblouku AC kruznice k (v poloroviné opaéné k ACB) a vrchol B
je obrazem bodu D v soumérnosti podle ptimky SC' (obr.29), kde S je
stfed kruznice k.

Obr. 29
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Protoze dle piedpokladu |BC| = |CD|, jsou obvodové thly BAC
a CAD prislusné shodnym tétivim shodné. Vidime tedy, Ze polopfimky
AD a AB jsou soumérné sdruzeny dle osy AC. Ozna¢me X obraz bodu D
v této soumeérnosti (obr. 29). Bod X zfejmé lezi uvnitt strany AB (obraz
kratsiho oblouku AC lezi cely ve vnitini oblasti kruznice k), a protoze
|CX| = |CD| = |BC]|, je trojuhelnik X BC rovnoramenny. Trojthelnik
X BC je dokonce rovnostranny, protoze velikost jeho tthlu pfi vrcholu B je
60°. Je proto |BX| = |BC| = |CD]|. Ze soumérnosti navic plyne |DA| =
= | X A|, takze |CD| + |DA| = |BX| + | X A| = |AB], coz je pozadovana
rovnost.

b) Snadno nahlédneme, Ze opa¢nd implikace neplati. Staéi vzit ta-
kovy ctyrthelnik ABCD, ktery spliuje predpoklady tlohy, a zaroven
v ném plati |CD| # |DA| (takovy urdité existuje, jak jsme naznadili
hned v ivodu feSeni). Prohodime-li nyni strany CD a DA, tj. nahra-
dime-li vrchol D vrcholem D’ soumérné sdruzenym s vrcholem D podle
osy uhlopficky AC (obr.30), dostaneme tétivovy étyfthelnik ABCD’
s Sedesatistupnovym uthlem pii vrcholu B, ktery bude i nadéale spliiovat
rovnost |CD’| + |D'A| = |DA| + |CD| = |AB)|, ale bude v ném platit
|BC| = |CD|=|D'A| #|D'C]|.

Obr. 30 Obr. 31

Jiné FeSeni. Uvazujme sinovou vétu v nasledujicim tvaru, ktery plyne
z v8ty o obvodovych thlech: Je-li R polomér kruznice opsané trojuhelniku
ABC, je sina = %a/R, kde a = |BC|. (Doplnime-li cyklicky dalsi dvé
rovnosti, dostaneme odtud snadno bézné znéni sinové véty ze skolnich
udebnic.)

Ozna&ime-li nyni ¢ obvodovy thel pfislusny shodnym tétivim BC
a CD (0° < ¢ < 60°), snadno zjistime, ze tétivé DA pfislusi obvodovy
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thel 60° — ¢ a tétivé AB obvodovy thel 120° — ¢ (obr. 31). Dokazovana
rovnost je pak dle sinové véty ekvivalentni rovnosti

sin ¢ + sin(60° — ¢) = sin(120° — ¢).

Protoze sin(120° — ¢) = sin(60° + ¢), je uvedend rovnost (po jednoduché
upravé) ekvivalentni rovnosti

sin = 2 cos 60° sin ¢,

ktera trivialné plati.

Stejné jako v predchozim feSeni si uvédomime, Ze rovnost |CD| +
+ |DA| = |AB]| zustane zachovéna, i kdyz v daném é&tyfahelniku vy-
ménime obé strany CD a DA. Novy ¢tyfuhelnik ztstane tétivovy, ve-
likost jeho vnitfniho thlu pfi vrcholu B se nezméni, ale misto rovnosti
|BC| = |CD| bude splnéna rovnost |BC| = |DA|.

Jiné FeSeni. Ozna¢me délky stran étyftahelniku ABCD, ktery spliiuje
podminky tlohy, obvyklym zptisobem a, b, ¢, d. ProtoZe vnitini thly pii
vrcholech B a D maji velikost 60°, resp. 120°, z kosinové véty pro troj-
thelniky ABC a CDA plyne dvojim vyjadfenim hodnoty |AC|? rovnost

a?+ b2 —ab=c?+d?+cd (6)
a) Jestlize b = ¢, lze z rovnosti (6) postupné odvodit:

a?+c—ac=c?+d®+cd,
a’?—d?>=ac+cdd,
(a—d)(a+d) =c(a+d),

a—d=c.
Rovnost a = ¢ + d, kterou jsme méli dokazat, tedy plati.
b) JestliZe plati a = c+d, dostaneme po dosazeni za a do rovnosti (6)
(c+d)?+ b2~ (c+d)b=c?+d?+cd.

Odtud po tpravé obdrzime vztah (b — ¢)(b — d) = 0, z néhoZ plyne, Ze
plati b = ¢ nebo b = d. Opac¢nd implikace tedy obecné neplati.
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A-1-6

Jsou-li ¢isla z, y, z FeSenim dané soustavy, ziejmé plati zyz # 0. Vyna-
sobme proto jednotlivé rovnice ¢initeli yz, zx resp. zy a v oboru nenulo-
vych realnych ¢isel feSme ekvivalentni soustavu rovnic

Pyzr=y+z, zyz=zx+z zyt=z+y. (1)

Sectenim levych a pravych stran této soustavy rovnic ziskdme po upravé
rovnici
(zyz —2)(z +y+2) =0.

Odtud vidime, zZe plati zyz = 2 nebo z +y + z = 0.
> Necht zyz = 2. Po dosazeni za soucin zyz v soustavé (1) dostaneme

2r=y+z2, 2y=x+2 2z=2x+y,
coz je ekvivalentni se soustavou
3z=x+y+z 3y=zx+4+y+z 3z=zxz+y+z

Odtud plyne z = y = z. S ohledem na podminku zyz = 2 dostavame
T =y = z = /2. Zkouskou ovéfime, Ze trojice (V2, V2, \3/5) je
skuteéné feseni soustavy (1), a tedy i pavodni soustavy rovnic.
> Necht z + y + z = 0. Z prvni rovnice soustavy (1) plyne z2yz = —x,
odkud s ohledem na podminku z # 0 dostaneme zyz = —1. Ovéfme,
ze kazda trojice nenulovych redlnych &isel (z,y, z) splitujici soustavu
dvou rovnic
z4+y+2z=0, zyz=-1 (2)

je feSenim puvodni soustavy. Z rovnosti (2) totiz plyne

y+z__ —x a:2

1
+;— yz  —1/z

1

)

(s ohledem na symetrii zadané soustavy stacilo ovéfit jednu rovnici).

Soustava rovnic (2) méa v oboru nenulovych realnych ¢isel nekoneéné

mnoho FeSeni, kterd ziskame napfiklad tak, Ze jednu proménnou (napf. z)
zvolime jako parametr. Tim dostaneme soustavu

1
r+y=-—z, xy:—;.
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Po dosazeni za z z prvni rovnice do druhé dostaneme

(y+2)y=

tedy
1
y2+yz—~;:0. (3)
Jednd se o kvadratickou rovnici s neznamou y a parametrem z. Jeji diskri-
minant je roven D = 22 +4/z. Nutnou a postaéujici podminkou k tomu,

aby tato rovnice méla realné koreny, je nerovnost D = 0. VyfeSenim
nerovnice (22 + 4)/z > 0 dostaneme pro parametr z podminku

z € (—o0, —\3/Z> U (0, 00). 4)
Za podminky (4) mé kvadraticka rovnice (3) kofeny

—z+4+ /22 +4/z —z— /22 +4/z

= 2 a Y2 = 2 )

kterym podle vztahu x = —y — z odpovidaji hodnoty

—z—+/22+4/z —z+ /22 +4/z

T = a Iy =
2 2 ’

pfitom pouze v ptipadé z = —V/4 plati (z1,11) = (z2,y2).
Zaver: Dana soustava mé feSeni x = y = z = /2. Vsechna ostatni
FeSeni jsou trojice (z,y, z) tvaru

(I,y,z)=<_zi CRRION zz*“/z,z),

kde z je libovolné ¢islo spliiujici podminku (4).

A-S-1

Protoze P(z) je kvadraticky trojclen s nezdpornymi koeficienty, je nutné
a>0.
Necht z je libovolné kladné redlné ¢éislo a n prirozené. Protoze

2
1 1
OS(\/I"——— =24+ — —2
= \/z_"> 0
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plati
1
pfitom rovnost nastava, pravé kdyz /zm = 1/y/z", tj. kdyz =z = 1.

Protoze ¢isla ab, bc a ca jsou podle pfedpokladi tlohy nezaporna,
uzitim nerovnosti (1) déle plati

1 ) 11
P(a:)P(;) = (az +bz+c)(a;r—2+bg+c) =
1 1 1
— % a0 | 2 2z L 2, >
a*+b°+c +ab(x+ ac) +bc(z+ a:) —i—ca(m + :v2> 2
2a? +b%4c?+2ab+2bc+2ca= (a+b+c)? = (P(l))2.
Rovnost nastava, pravé kdyz x = 1, nebo ab = bc = ca = 0, coZ s ohledem

na podminku a > 0 déava b =c = 0.
Pro libovolné kladné reilné éislo z tedy plati

P@)-P(3) 2 (PO))’,

pri¢emz rovnost nastdva pravé tehdy, je-li z = 1 nebo b = ¢ = 0.

Pozndmka. Ulohu lze fesit také uzitim Cauchyovy nerovnosti:
1\, 11\
P(z) P(;) = (az +bx+c)(a§ +b—a—: +c> -
2 2 2 VaY b\ 2
= (an) + B+ (7) ( () + (V3) +v@7) 2

va b i 2 2
\/Ex-?+\/ﬂ-\/;+\/?:-\/5 =(a+b+c)® = (P(Q1))".

v

A-S-2

Necht ABCDE je libovolny konvexni pétithelnik s uvazovanymi vlast-
nostmi. Oznaéme P, R po fadé stfedy stran AD, BD trojihelniku ABD
(obr. 32). Pak bude

1 1 1
IPR|=|AB|,  |CR|=3|BD|, |PE|=3|4D, ()
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protoze PR je stfedni pticka trojuhelniku ABD a protoze v pravothlém
trojuhelniku je stfed prepony zaroven stfedem jeho opsané kruznice
(Thaletova véta).

Obr. 32

Z trojuhelnikové nerovnosti je zfejmé, ze pro délku thlopticky CE

plati

|CE| < |CR|+ |RP| + |PE| = s,
kde délka s lomené ¢ary CRPE je podle (1) zaroven rovna poloving
obvodu trojthelniku ABD.

Daéle zkoumejme, kdy bude mit trojihelnik ABD danych vlastnosti
(|JAB| = 6cm, |XADB| = 120°) nejvétsi obvod. Oznaime-li o a 8
(obr. 32) velikosti vnitfnich thla pfi vrcholech A a B trojthelniku ABD
(e + B = 60°), dostaneme ze sinové véty v trojihelniku ABD

sin « sin 3
|BD| = |4B| sin 120°’ |AD| = |AB| sin 120°°

Sectenim obou predchozich rovnosti vyjde

sina+sinf8
sin120°

sin 30° a—f

= 2|AB
AB| ia0s 3
pricemz rovnost v posledni nerovnosti nastava, pravé kdyz cos %(a -p)=
=1, tj. pro @« = [ = 30°. Trojthelnik ABD mé tedy nejvétsi obvod,
pravé kdyz je rovnoramenny a jeho thly pii zdkladné AB maji veli-
kost 30°. Vzhledem k tomu, Ze |[AB| = 6 cm, plat{ pro libovolny pétithel-
nik ABCDE pozadovanych vlastnosti
3
|AB| (1 + 2%) =

|AD| + |BD| = |AB]

<2482,

ICE| < s = 5(|AB| + |AD| +|BD)) <

DN =

1
2
= (3+ 2\/5) cm.
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Pfitom pro uvazovany pétithelnik ABCDE v situaci, kdy je troj-
uhelnik ABD rovnoramenny a vrcholy C, E lezi na ptimce RP, skute¢né
plati |CE| = (3 + 2v/3) cm.

Nejvétsi délka uhlopficky C'E pétithelniku ABCDE vyhovujiciho
podminkam tlohy je tedy (3 + 2v/3) cm.

Pozndmka. V druhé ¢asti feSeni jsme (pro konkrétni hodnotu w =
= 120°) ukézali, Ze trojuhelnik ABD s danou stranou AB a danym
uhlem w pfi vrcholu D mé nejvétsi obvod, pravé kdyz je rovnoramenny
se zakladnou AB. To plyne i z nasledujici avahy:

Bod D probiha oblouk, z néhoz je tsecku AB vidét pod thlem w.
Na polopfimce opa¢né k DA (obr. 33) sestrojme bod K tak, aby |DB|
= |DK]|. Z rovnoramenného trojuhelniku BDK plyne, ze |XAKB| =
e %w. Bod K proto lezi na oblouku, z néhoz je tsecku AB vidét pod
Ghlem iw. Délka |AK| = |AD| + |BD| bude tudiz nejvétsi, pravé kdyz
bude tsecka AK prumérem AK™ zminéného oblouku; tehdy je bod D
stfedem D* pfislusné kruznice, takze plati |AD*| = |BD*| = |D*K*|.

A-S-3

Odeétenim prvni rovnice dané soustavy od druhé dostaneme rovnici

y? —2? 4222 - 2yz=6(z+2—2) — 6(y + z — 2),
kterou upravime na tvar
(z—y)(z+y—22z+6)=0.
Podobné odectenim prvni rovnice soustavy od tfeti dostaneme

(z—-2)(z+2z—-2y+6)=0.
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Dané soustava je proto ekvivalentni se soustavou rovnic

22 +2yz —6(y+2-2) =0,
(z-y)(z+y—22+6)=0, (2)
(z—2)(z+2z—-2y+6)=0.

Vzhledem ke druhé a tfeti rovnici této soustavy je mozno rozlisit étyti
pripady.
1. Necht (z —y =0)A(z — 2z =0). Pak z = y = z a dosazenim za y a z
do prvni rovnice soustavy (2) dostaneme rovnici

322 — 122 +12 =0,

kterd ma dvojnasobny realny kofen z = 2. Proto trojice (z,y,2) =
= (2,2,2) je v tomto pfipadé jedinym feSenim dané soustavy.

2. Necht (z—y=0)A(z+2—-2y+6=0).Paky=zaz=z-6.
Dosazenim do prvni rovnice soustavy (2) dostaneme po Gpraveé rovnici

322 — 24z + 48 =0,

kterd mé dvojndsobny realny kofen z = 4. Proto trojice (z,y,z) =
= (4,4,—2) je v tomto pfipadé jedinym FeSenim dané soustavy.

3. Necht (z+y—22z+6 = 0)A(z—2z = 0). Podobné jako v pfedchézejicim
ptipadé dostaneme jediné feSeni (z,v, z) = (4, —2,4).

4. Necht (z +y—2z4+6 = 0) A (z + 2z — 2y + 6 = 0). Odectenim
druhé rovnice od prvni dostaneme, ze 3y — 3z = 0, tedy y = =z.
Z prvniho pfedpokladu tak médme y = z + 6. Dosazenim do prvni
rovnice soustavy (2) dostaneme po Upravé rovnici

322 + 1224+ 12 =0,

kterd mé dvojnasobny redlny kofen z = —2. Proto trojice (z,y, z) =
= (—2,4,4) je v tomto pfipadé jedinym Fesenim dané soustavy.

Dané soustava ma v oboru redlnych ¢isel ¢tyfi feSeni (z, v, z), kterymi
jsou trojice (2,2,2), (4,4, -2), (4,-2,4) a (—2,4,4).

Poznamka. Pokud si vSimneme, Ze sectenim vSech tf{ rovnic dané
soustavy dostaneme po Upravé

($+y+z—6)2:0,
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pak napf. z podminky z + z — 2y + 6 = 0 pfimo plyne y = 4, coz pred-
chéazejici avahy zjednodusi.

A-I1l-1

Kazdy pétimistny palindrom p se dé zapsat ve tvaru p = abcba, kde a,
b, ¢ jsou éislice v desitkové soustavé, a # 0. Z vyjadieni

p=10001a + 1010b+ 100c = 37(270a + 27b + 3¢) + 11(a + b — c)

plyne, Ze p je délitelné Cislem 37, pravé kdyz je ¢islem 37 délitelné &islo
a+b—c. Vzhledem k tomu, Ze a, b, ¢ jsou ¢islice (a # 0),je -8 S a+b—
— ¢ £ 18. Proto je ¢islo a + b — ¢ délitelné 37, pravé kdyz a +b — ¢ = 0,
neboli ¢ = a + b. Cislice a, b tedy museji spliiovat podminku a + b < 9.

Ke kazdému a € {1,2,3,...,9} lze ¢slici b zvolit 10 — a zpusoby tak,
aby platilo a + b < 9 (b € {0,1,2,...,9 — a}). Cislice ¢ je pak uréena
jednoznacné jako soucet a + b. Palindromi s éislici a = 1 je proto 9,
palindromi s ¢&islici @ = 2 je 8 atd.; koneéné pro ¢islici a = 9 existuje
pravé jeden palindrom.

Pocet vSech pétimistnych palindromu, které jsou délitelné ¢islem 37,
je tedy

9+8+T7+...+1=45.

A-I11-2

Pocet vyhovujicich slov délky n = 2, kterd koné¢i dvojicemi pismen AA,
AB, BA oznaéme postupné (aa),, (ab)n, (ba),; podet vyhovujicich slov
délky n 2 1, kterd konéi pismenem A, resp. B, oznaéme ay, resp. b,. Pro
vSechna pfirozena ¢&isla n = 2 plati:

an = (aa)n + (ba)n,
by, = (ab)n,
DPn = an + by = (aa), + (ba),, + (ab),.
Existuji pravé dvé vyhovujici slova délky jedna, a to slova A a B,

a pravé t¥i vyhovujici slova délky dva, a to slova AA, AB, BA, proto
ay =by =1,p1 =2, (aa)z = (ab)2 = (ba)2 = 1, a2 =2, by = 1, pp = 3.

84



Kazdé vyhovujici slovo délky n = 3, které konéi dvojici pismen AA,
dostaneme tak, Ze pripiSeme pismeno A na konec slova délky n — 1 kon-
¢iciho dvojici BA. Proto plati

(aa)n = (ba)p—1.
Analogicky zjistime, Ze pro kazdé n 2 3 plati rovnéz vztahy

(ba)n = (ab)p—1,
(ab)n, = (aa)p—1 + (ba)n_1.

ProtoZe néas zajima pouze parita pfirozeného éisla p, a vyrazd, pomoci
kterych ho pocitdme, mizeme na zakladé uvedenych rovnosti sestavit
tabulku ze symbold S a L, jimZ odpovidaji sudé resp. liché éisla. Dosta-

neme
n

(aa)n
(ba)n
(ab)n

| W N w
SN 0 »y
S Wy Uy | an
SN SN0t 0o

Tato tabulka je nutné periodickd, protoZe existuje jen osm raznych uspo-
fadanych trojic pismen S a L, takZe nejdéle po osmi sloupcich se vzhle-
dem k dokazané rekurenci za¢nou hodnoty posloupnosti ((aa),), ((ba)n),
((ab),) opakovat. Hodnoty posloupnosti (an), (bn), (pn) jsou z nich odvo-
zeny, takZe se za¢nou opakovat rovnéz. Z tabulky vidime, Ze jeji perioda
je 7 (prvni dva shodné sloupce jsou pron =2 an =9). A protoZe v pii-
slusném useku tabulky je dvojice sousednich sudych &isel p7, ps jedina,
jsou obé ¢isla p,, a pn+1 sudd, pravé kdyz je ¢islo n délitelné sedmi.

Pozndmky. Z vyse uvedenych vztahtt mizeme odvodit rekurentni rov-
nice pro é&isla a, a b,. Pro viechna pfirozend &isla n = 4 plati
an = (aa)n + (ba)n, = (ba)p—1 + (ab)n—1 =
(ab)n—2 + (ab)n—1 = bp—2 + bp_1,
by, = (ab)n = (aa)p-1 + (ba)n—1 = an-1.

Tyto rovnice také muzeme odvodit nasledujici ivahou. Vyhovujici slovo
konéici pismenem A mé koncovku BA nebo BAA, pocet slov prvniho
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typu je b,_1, slov druhého typu je b, _5. Vyhovujici slovo konéici pisme-
nem B ma nutné koncovku AB a téchto slov je a,_;.

Ze vztahti uvedenych v predchozim odstavci se d4 odvodit rekurentni
rovnice pfimo pro ¢isla p,,. Pro kazdé n = 4 totiz plati

an = bn—l + bn—2 =apn-2 + an-3,

bn =0Qan-1= bn—2 + bn—3~

Vzhledem k tomu, Ze p, = a, + b,, dostaneme sectenim téchto vztahu
rovnici

Pn = DPn—2 + Pn-3,
kterou muzeme odvodit i takto: Kazdé vyhovujici slovo délky n mé pravé
jednu z koncovek ABAA, ABA, BAB, BAAB, ptitom koncovky ABA

a BAB ma préaveé p, _» slov, zatimco koncovky ABAA a BAAB ma pravé
Pn_3 slov.

A-11-3

a) V tétivovém &tyfthelniku ALBC plati « = |xBAC| = |¥BLC|
af =|xABC|=|xALC)| (obr.34). Z rovnosti obvodového a piislusného
tusekového thlu pro tétivu AK v kruznici k; vyplyva, ze primka AC je

9

Obr. 34
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tecnou ke kruznici ky, pravé kdyz plati |xCAK| = |XALK|, tj. pravé
kdyz o = . Z analogickych divodu je pfimka BC te¢nou ke kruznici ko,
pravé kdyz 8 = a. Piimka AC je proto te¢nou ke kruznici k;, pravé kdyz
piimka BC je tecnou ke kruznici ko, coZ jsme chtéli dokazat.

b) Podle ¢asti a) vime, Ze plati @ = |¥BAC| = |¥xBLK| a 3 =
= |XABC| = |<ALK]|. Bez 0jmy na obecnosti muZeme pfedpoklidat,
ze plati a < . Tecna v bodé A ke kruznici ky svirad s tétivou AK use-
kovy thel f > «, proto lezi bod P na polopfimce AC, zatimco bod @
lezi analogicky na polopfimce opacné k BC'. Z tétivovych étyftuhelnika
ALKP a BQLK plynou rovnosti | XK PC| = 8 a |xBQK| = « (obr. 34).
Trojthelniky APK a QBK se proto shoduji ve dvou thlech (u vrcholtt 4,
Q a P, B). Shoduji se tedy i v thlu pfi spole¢ném vrcholu K:

|XAKP|=|xBKQ| (= 8 - ).

Odtud plyne, ze body P, K, Q lezi na téze pfimce. Tim je tvrzeni ¢asti b)
dokazéano.

Pozndmka. Dokazali jsme vlastné nasledujici tvrzeni: Je-li trojihelnik
ABC rovnoramenny s rameny AC, BC, dotykaji se obé ramena odpo-
vidajicich kruznic k1 a ko ve vrcholech A a B; neni-li rovnhoramenny,
protinaji jeho strany AC a BC odpovidajici kruznice k; a ke v dalsich
bodech P a Q (P # A, Q # B), pficemz jejich spojnice PQ prochazi
danym bodem K.

A-I1l1-4
Uzitim sinové véty v trojuhelnicich BK A a CK A dostaneme

|BK| sing a |CK| sing
|AK|  sing |AK| — siny’

Sectenim obou predeslych rovnosti vyjde

|BC| |BK| |CK| .« 1 1
- + =sin—- | — + — .
|AK| |AK| |AK]| 2 \sinf = sinvy
Vynasobime-li obé strany posledni rovnosti vyrazem 2 cos §, obdrzime
po upravé
|BC| a 1 1
2 = .
|AK| cosg Tema sin 8 + siny ()
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Cyklickou zdménou ziskdme dalsi dvé analogické rovnosti

|CA] ﬁ B 1 1
2 |BL| 53 sinff siny * sina /)’ )
IABI T 1 1
2 |C’M| "2 = sma * sin )’ 3)
Sectenim rovnosti (1), (2) a (3) dostaneme po déleni dvéma rovnost
B0 o 1041, 8 1AB] 7
JAK] 7 2 |BL| |C M|

1 /sina sinf 1 /sinfB siny 1 /siny sina

=l t= +tol0—Ft—= )t | —+= .

2 \sinf = sina 2 \siny sinf 2 \sina = sinvy
Vzhledem k tomu, Ze sin ¢, sin 3, sin~y jsou kladnd &isla, miZeme kazdy
ze tfl vyrazu v zavorkach na pravé strané posledni rovnosti odhadnout
zdola ¢islem dvé (vyuzivame zndmou nerovnost a/b+b/a 2 2, kterd je pro

libovoln4 kladné &isla a, b ekvivalentni se zfejmou nerovnosti (a — b)? >
2 0). Odtud plyne pozadovana nerovnost a dikaz je hotov.

A-1ll-1

Vyhovuje-li néjaka trojice (z,y,2) € R® (zyz # 0) podminkam tlohy, je
feSenim néasledujici soustavy nerovnic

8

8
m2+y2+z2§6+z2—g,

5ty +22 56,
T

2 2 2 < 2 8 : 2 8 2 <
¢4+ y +z ._.6+y—E, tj. m—%—E%—z <6,

8 8
22 4+y?+22<56+ 22 - w2+y2+$—4§6.

Sectenim vSech tii nerovnic této soustavy dostaneme nerovnici

8 8 8

—+22 422 )+ (S +2+9? )+ (5 +22+22) <18
4 4 4

T y z

Vyrazy v kazdé ze tii zavorek na levé strané lze odhadnout uzitim ne-
rovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem trojice kladnych
¢isel. Obdrzime tak postupné

8 8 8
182 (F+I2+I2)+(E+y2+y2> +(;I+22+22> >
8
23\3/%~m2-x2+3f/§4~y2-y2+3\3/—4-z2-z2=18,
. Y z
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Odtud plyne, ze v kazdé ze tii pouzitych nerovnosti mezi aritmetickym
a geometrickym prumérem nastdava rovnost, takze prislusna trojice cisel
ma vzdy tti stejné slozky. Musi tedy soucasné platit

8 8
4 21 4 :yza 4 :Z2’
T Y z
tj.
28 =9yt =2%=38

Z posledni podminky bezprostfedné plyne

(z,9,2) = (e1V2,62V2,63V2), kdee; € {~1;1} proi=1,2,3. (1)

Vzhledem k uzité disledkové upravé je nutno provést zkousku, po-
moci niZ zjistime, Ze vSech 8 trojic redlnych ¢isel uréenych vztahem (1)
vyhovuje podminkdm tlohy.

Jiné Fedeni. Necht trojice (z,y,2) € R® (zyz # 0) je feSenim dané
tlohy. Oznaéme

A =min{z?,y?, 2%} > 0.

Potom plati

8 8 8 8
min{zQ——z,yz——(l,ZQ———} =A-—.
T y

Proto téz
2., .2, .2 : 2 8 o 8 o, 8
A+A+AS2+y* +2°S6+minqz’ — — ¢y — —, 28— — =
T Yy z
8

Po tpravé dostaneme nerovnost, jejiz pravou stranu odhadneme uZitim
nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickjm primérem:

8

Ve = 6.

8 3
6§A+A+—A—223 A-A-

To znamen4, zZe ve vSech uzitych nerovnostech musi nastat rovnost, proto

2:A:_’]}2:y2:2’2_
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Zkouskou opét ovérime, Ze vSechny trojice ur¢ené vztahem (1) jsou
feSenim zadané nerovnice.

Pocet vyhovujicich slov délky n, kterd konéi pismenem A, resp. B,
oznaéme a,, resp. b,. Plati

Pn = Qp + by. (1)

Necht n 2 4. Vyhovujici slovo konéici pismenem A ma jednu z kon-
covek BA, BAA, nebo BAAA. Poéet slov prvniho typu je b,_;, druhého
typu b, o, tfetiho typu b, _3. Proto

ap =bn_1 +bp_o+bn_s. (2)

Podobné pro n 2 3 ma vyhovujici slovo koné&ici pismenem B jednu

z koncovek AB, ABB, tudiz
bn =anp-1+ an_2. (3)

Necht dale n 2 6; kazdé z &isel b; ve vztahu (2) vyjadfeme pomoci (3),
dostaneme tak

an = bn—l + bn—2 + bn—3 =
= (an—2 + an—-3) + (an—3 + a'n.-—4) + (an—4 + an—S) — (4)

=an—2+2a,_3+2an_4+ an_s.
Podobné dostaneme

bp =Gn-1+an_2 =
= (b'n.——2 +bn_3+ bn-—4) = (bn—3 +bn—q + bn—S) = (5)
=bn_o+2bp_3+2by_4+bp_s.

Se¢tenim vztaht (4) a (5) dostaneme dle (1)
Pn =DPn-2+ 2p'n—3 + 2pn—4 + DPn—s.
Proto pro libovolné pfirozené &slo n 2 6 plati

Pn — Pn—-2 — Pn-5
Pn—-3 + Pn—s

=2,
tudiz zadany zlomek ma hodnotu 2 i pro n = 2 004.
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A-11-3

Pro libovolné i, 1 < i < 121, oznaéme M; mnozinu vSech bodu X
kruZnice k, pro néz tsefka A;X svird s odpovidajici pfimkou p; thel
velikosti mensi neZz € = 21°. Mnozina M; je zfejmé tvofena dvéma
oblouky X;Y; a U;V; (obr.35). Obéma uvazovanym obloukim kruz-
nice k odpovidad dvojice stfedovych uhld X;SY; a U;SV;, kde S je
stfed dané kruznice k. UkdZeme, Ze pro kazdé ¢ € {1,2,...,121} plati
|x X;SY;| + |xU;SV;| = 4e = 84°.

Obr. 35

V trojthelniku A;Y;U; je soudet velikosti vnitinich thla pfi vrcholech
Y; a U; roven velikosti vedlej$iho thlu pfi vrcholu A;, tj. 2. AvSak soucet
obou uvazovanych vnitinich Ghla v trojihelniku A;Y;U; je roven souctu
obvodovych thlt odpovidajicich oblouktim X,;Y; a U;V;. Ze vztahu mezi
obvodovym a stfedovym thlem dostavame

| X;SY;| + |[xUSV;| = 2 - 26 = 4e = 84°.

Celkové tak 121 uvaZovanym tétivdm p; a jejich bodim A; odpovida
121 dvojic obloukt X;Y; a U;V; kruznice k s celkovou obloukovou dél-
kou 121 - 84° = 10164°. Pokud kazdy bod X kruzZnice k nélezi nejvyse
28 mnozindm M;, musi byt uvedeny soucet vSech obloukovych délek nej-
vyse roven 28 - 360° = 10080°, coz neplati. Proto existuje asponi jeden
bod kruznice k, ktery nélezi soucasné aspon 29 mnozindm M;, coz jsme
méli dokazat.
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Pozndmka. Ze obéma oblouktim X;Y; a U;V; odpovids dohromady
stfedovy thel 4¢, nahlédneme snadno i z obr. 36, nebot oblouky U!Y;
a U;V; jsou shodné.

Obr. 36

A-lll-4

Pron = 1,2,3 je dany soucet roven celym ¢&islim 1, 3, resp. 5. Pfedpo-
kladejme proto déle, ze n > 3. Jednoduchou tipravou dostaneme

n n n n n o

ntat T ey T o AT
_nn-1)-...-24+n(n-1)-...-3+...+n(n—-1)+n+1

B (n—1)! '

Je-li posledni zlomek celé ¢islo, je nutné ¢islo n—1 délitelem jeho citatele.
Proto je ¢islo n — 1 délitelem &isla n + 1. Protoze nejvétsi spolecny délitel
dvou disel je délitelem i jejich rozdilu, je nejvétsi spolecny délitel cisel
n—1an+1 délitelem &isla 2, takze n — 1 € {1,2}, coz je ve sporu
s pfedpokladem n > 3.

Dany soucet je celé &islo pro pfirozend ¢isla n z mnoziny {1, 2, 3}.

A-Illl-5

Uhlopticka AC je pramérem kruZnice opsané étverci ABCD, takze podle
Thaletovy véty je thel ALC pravy (obr.37). Bod K je tak prusecikem
vysek CD a AL v trojuhelniku ACM, takze i pfimka MK je kolmé
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na AC a protina stranu BC daného ¢tverce v jejim vnitinim bodé N,

nebot MK || DB.

C N B
LL=F
M D A
Obr. 37

Tvrzeni lze tlohy dokdzat nékolika zpusoby.

1. Ctyfthelniky BCLD a KLMD jsou tétivové, proto podle véty
o obvodovych thlech postupné plati

|xNBL| = |¥CBL| = |xCDL|=|xKDL| = |«xKML|=|xNML|.

ProtoZe body B a M leZi v téZe poloroviné vytaté pfimkou N L, lezi body
B, L, M, N na téZe kruznici.

2. Protoze MN | DB, je | xMNC| = 45°, rovnéz tthel BLC nad
tétivou BC kruznice k mé velikost 45° (obr.38), je tedy |¥xBLM| =

C N B
g
//
//
///
L g
. //
//
//
rd
//
b
//
///
e
,/
//
M D A
Obr. 38
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= |xBNM| = 135°. Body L a N zfejmé lezi v téze poloroviné vytaté
primkou M B, proto lezi body B, L, M, N na téze kruZnici.

3. (Ocenéné teseni Martina Seleckého.) Ukdzeme, Ze osy usecek BN,
MN a LM se protinaji v jednom bodé. Ozna¢me X, Y a Z stfedy téchto
tsedek (obr. 39). Osa tsecky BN je zfejmé rovnobéZna s AB. Z rovnosti
obvodovych uhlt |xDAL| = |xDCL| nad tétivou DL kruZnice opsané

c N X, B
L
|
L/ P,
Y 3
Zf:
3\ AN
2N
M D A
Obr. 39

danému Ctverci plyne, Ze trojahelniky DAK a DCM jsou shodné (usu),
takze |M D| = |DK]|. Trojthelnik M DK je tedy pravothly rovnoramen-
ny, takze |<x DM N| = 45°, neboli M N || BD. To znamen4, Ze osa tsecky
MN je rovnobézné s pfimkou S A. Koneéné thel CLA je pravy thel nad
prumérem AC kruZnice opsané danému Ctverci, takze osa tseéky LM
je rovnobéznd s KA. Ozna¢me Py, P, pruseciky os tisecek NB a M N
s thloprickou BD a P prusecik osy tsecky LM s pfimkou M N (obr. 39),
pfitom zfejmeé je Ps stfedem usecky K M. Protoze |[M D| = |Y S| = |NBj,
je také |BPj| = |SPs| = |K Ps| (stali si uvédomit shodnost ptislusnych
pravouhlych rovnoramennych trojihelniki BNP;, & SY P, = DKP3).
Zjistili jsme, Ze osy useCek BN, M N a LM dostaneme po fadé rov-
nobé&znym posunutim primek BA, SA a KA o vektor BP;, a protoze
uvedené primky maji spoleény bod A, je spoleénym bodem vsSech tii os
bod, ktery dostaneme posunutim bodu A o tyz vektor.

4. Ozna¢me P patu vysky z vrcholu M na stranu AC a uvazujme
Ctyfahelniky ABNP, APKD a DKLM (obr.40). Podle Thaletovy véty
jsou vSechny tfi ¢tyrahelniky tétivové. Vrchol C' daného étverce ABCD
lezi vné kazdé ze tii kruznic opsanych uvazovanym tétivovym Ctyithel-
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Obr. 40

nikim, takze uzitim véty o mocnosti bodu C ke kruznicim opsanym po
fadé ¢tyruhelnikim ABNP, APKD, DK LM obdrzime nésledujici tfi
rovnosti

|CN|-|CB| =|CP|-|CA]|,
|CP|-|CA| =|CK]|-|CD|,
ICK|-|CD| =|CL|-|CM],
z nichZ bezprostfedné vyplyva rovnost
[CN|-|CB|=|CL|-|CM]|.
Odtud jiz plyne, ze body B, L, M, N lezi na téze kruZnici.
A-1ll-6

Necht f je libovolna z hledanych funkci. Oznac¢me f(1) = p, vzhledem
k podminkam ulohy plati p > 0.
V daném vztahu poloZzme z = 1, y = 1. Po tpravé dostaneme

p=f(p). (1)
V daném vztahu déle polozme z = p, y = 1. Potom
P (f() +p) = (0 +1)f(f(p)

a podle (1) vyjde
2p° = (p+ 1)p.
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Tato algebraickd rovnice mé t¥i realné kofeny —%, 0, 1. Jediny kofen
vyhovujici podmince p > 0 je p = 1, tedy

faQ) =1 (2)

Necht t je libovolné kladné realné &islo. V daném vztahu poloZme
x =1, y =t, takze vzhledem k (2) dostaneme

1+ f(t) = 1+ 1) f ().
Odtud po tpravé
ft)=<. (3)

Dosazenim snadno ovéfime, ze funkce f(t) = 1/t vyhovuje rovnici ze
zadani.

Funkce uréend vztahem (3) je jediné feseni dané ulohy.

Jiné feSeni. Pfedpokladejme, Ze existuje funkce danych vlastnosti,
a libovolnou z takovych funkci ozna¢me f.

Necht t je libovolné kladné redlné &islo. V daném vztahu poloZme
z =t, y =t. Po Gpravé dostaneme

tf(t) = F(tf(1)).

Odtud plyne, Ze mnoZina P = {p € Ry : p = f(p)} pevnych bodf funk-
ce f je neprazdnd, protoZe pro kazdé kladné redlné &islo t je tf(t) € P.

Predpokladejme, Ze mnozina P obsahuje alespon dvé ruzna disla,
a oznacme je a a b. V daném vztahu polozme z = a, y = b, dostaneme
tak

a®(f(a) + f(b)) = (@ + ) f(f(a)b),
a protoze a = f(a), f(a) + f(b) = a+ b # 0, vyjde po Gpravé
a® = f(ab). (1)
Polozime-li naopak z = b, y = a, dostaneme obdobné
b2 = f(ab). 2)

Protoze a a b jsou kladnd ¢isla, plyne ze vztaht (1) a (2) rovnost a = b,
coz je spor s pfedpokladem, Ze mnozina P obsahuje dvé rizna &isla. Mno-
zina P tedy obsahuje jediné &islo p (p € Ry ). Z pfedchézejicich vztaha
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vyplyva, ze pro kazdé kladné realné &islo ¢ plati tf(t) = p, proto je
funkce f nutné tvaru

Dosadime-li tento predpis do ptvodniho vztahu, dostaneme pro vSechna

T,y € Ry
p D p
xz(_ + —) =(Z+y)p—>
z oy Ly
x
coz po upravé dava p = 1.
Funkce f dand pro vSechna kladné realna cisla t predpisem

f0) =7

je tedy jedina funkce, kterd vyhovuje zadéni.

97



