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Pripravna soustredéni pred 45. MMO

V pribéhu 53. roéniku se konalo vybérové soustiedéni pro pfipravu na
mezindrodni matematickou olympiddu bezprostfedné po skonceném ce-
lostatnim kole kategorie A, a to od 5. do 9. dubna 2004 v Kostelci nad
Cernymi lesy nedaleko Prahy. Na soustfedéni bylo pozvano 9 nejlepsich
fesitelt III. kola kategorie A. Soustfedéni bylo zaméfeno na piipravu
reprezentantii a ke konecné nominaci Sesticlenného druZstva.

Uspésnost jednotlivych studenti ukazuje nasledujici tabulka:

Vitézslav Kala 4/4 G Brno, ti. Kpt. Jarose 14 90
Jan Moléacek 4/4 GJKT, Hradec Kralové 90
Marek Pechal 6/8 G Zlin, Lesni ¢tvrt 1364 87,5
Jaromir Kuben 2/4 G Brno, tf. Kpt. Jarose 14 85,5
Frantisek Konopecky 7/8 GLJ HoleSov, Palackého 524 84,5
Alexandr Kazda 8/8 G Praha 6, Nad Aleji 84
Pavel Kocourek 3/4 SPSST Praha 1, Panské 82
Tomas Gavenciak 4/4 GMK Bilovec 80,5
Sven Drazan 4/4 G Brno, tf. Kpt. Jaroge 14 67

Na zakladé uvedenych vysledkt, v nichZ jsou zapoditany i vysledky
oblastniho a celostatniho kola, bylo prvnich Sest vybrano do reprezen-
ta¢niho druzstva a sedmy byl uréen jako nahradnik. Toto druzstvo nés
reprezentovalo i na jiz tradi¢nim stfetnuti s druzstvy Slovenska a Polska.

Jednotlivé seminare vedli a ulohy pfipravili:
dr. Jaroslav Zhouf (5.4.),

dr. Karel Hordk (6.4.),

dr. Pavel Caldbek (7.4.),

dr. Jaroslav Svréek (8.4.)

a doc. Jaromir Simsa (9.4.).
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Ulohy zadané na piipravném soust¥edéni

1. Na stole lezi n = 3 listtt papiru, které jsou ocislovany od 1 do n.
Pak jsou listy libovolné rozdéleny na dvé hromadky (jedna hromadka
muze byt prazdna) a hledame v aspon jedné hromdadce pravé dva listy,
jejichz ¢isla dévaji v souc¢tu druhou mocninu néjakého prirozeného ¢isla.
Dokazte, ze

a) kdyZ je n = 15, pak takové dva listy mohou byt vzdy nalezeny,

b) kdyz je n < 14, pak takové dva listy nemuseji byt nutné nalezeny.

2. Najdéte vSechna pfirozena éisla n takova, Ze zaroven plati
(a) n ma pravé Sest rtiznych délitelt 1, d, da, ds, dy, n,
(b) l1+n= 5(d1 + do +d3+d4).

3. Necht ABCD je te¢novy ¢tyfuhelnik. Prisecik pfimek AB a CD
ozna¢me E| prisecik piimek DA a BC ozna¢me F. (Necht B lezi mezi
AaFE, Clezimezi DaFE, Alezi mezi D a F, B lezi mezi C a F.) Stfedy
kruznic vepsanych trojuhelnikim AF B, BEC a ABC ozna¢me postupné
I, Ir a I3. Pruseciky ptimky I I3 s pfimkami FA a ED ozna¢me K a L,
pruseciky primky I5/3 s pfimkami F'C a F'D ozna¢me M a N. Dokazte,
ze plati |EK| = |EL|, pravé kdyz plati |FF'M| = |F'N|.

4. Dokazte, ze

3
|
—

n

ket <4

=

=1
pro kazdé prirozené &islo n = 2.

5. V roviné jsou dany dvé kruznice ki, ks s poloméry 71, ro (r1 < 72),
jez se vné dotykaji. Jejich spole¢nd teéna t; se dotykd k; v bodé A a ks
v bodé D. Oznaéme to druhou te¢nu kruznice k; rovnobéznous t; a E, F
jeji pruseciky s kruznici ko. Jestlize poloptimka z bodu D protne protne
piimku t2 v bodé B a kruznici ko v bodé C| je t; tecnou kruznice opsané
trojuhelniku ABC'. Dokazte.

6. Uvazujme abecedu {a,b, ¢,d} a slova sloZena z n pismen této abecedy.
Slovo povazujeme za sloZité, jestlize obsahuje dvé stejné skupiny pismen
za sebou (napf. caab nebo cababdc jsou slozita slova, ale slovo abcab neni).
Slovo, které neni slozité, nazveme jednoduché. Dokazte, Ze jednoduchych
slov slozenych z n pismen je vice nez 2™.

7. V daném trojthelniku ABC ozna¢me O stfed opsané a V' stfed ve-
psané kruznice. Dale ozna¢me K a M body dotyku pfipsané kruznice w,,
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ktera lezi v thlu BAC' a strany BC se dotyka v bodé N. Jestlize stied
P tGsecky KM lezi na opsané kruznici trojuhelniku ABC| lezi body O,
V a N v primce. Dokazte.

8. Nechf R je mnozina vSech realnych cisel. Urcete vSechny funkce f,g:
R — R takové, ze pro vSechna realna cisla x, y plati

f(@) = fy) = (z —y)g(z +y).

9. Urcete pocet vSech nekonec¢nych posloupnosti aj,as,as,... ¢isel +1
a —1, které vyhovuji soucasné podminkam:
(i) Pro vSechna pfirozend ¢isla m, n plati

Amn = AmQn.
(ii) V kazdé trojici po sobé jdoucich ¢lentt (an, Gni1, ant2) se vyskytuje
soucasné jak ¢islo +1, tak ¢islo —1.

10. Urcete vSechny funkce f: (1,400) — (1, +00) takové, ze pro viechna
realnd éisla z,y > 1 a pro vSechna kladné redlna cisla m, n plati

1 1

f@™y") = f(z)3 fy)a=.

11. Urcete vSechna pfirozend ¢isla n majici tuto vlastnost: Necht p je
mnohoclen s celoéiselnymi koeficienty takovy, ze 0 < p(k) < n pro k =
=0,1,2,...,n+ 1, potom plati

p(0)=p(1)=p(2)=...=p(n+1)=0.

12. Necht I je stfedem kruZnice vepsané danému trojuhelniku ABC.
Uvazujme kruznici se stfedem v bodé I, kterd protind strany BC, C'A,
AB po tadé vzdy ve dvou vnitinich bodech D a P, E a Q, F a R.
Necht dale dvojice tseéek EF a QR, FD a RP, DE a PQ se protinaji
po fadé v bodech S, T, U. Dokazte, ze kruznice opsané trojuhelnikim
FRT, DPU a EQS prochézeji spolenym bodem.

13. Dokazte, ze kazdém tétivovém ¢tytthelniku ABCD plati nerovnost
||AC'[ — |BD|] < l|AB} — |CD||.
Urcete, kdy nastane rovnost.
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14. V obdélniku o rozmeérech 20 x 25 je umisténo 120 jednotkovych ¢tver-
cu. Dokazte, ze v tomto obdélniku existuje kruznice o poloméru %, ktera
neprotind zadny z jednotkovych ctvercu.

15. Cisla z — 2004 a y — 2004 jsou druhé mocniny dvou po sobé jdoucich
celych cisel. Urcete nejvétsi moznou hodnotu nejvétsiho spolec¢ného déli-
tele Cisel z a y.

16. Uréete nejmensi hodnotu vyrazu 22 +4xy+4y?+ 222, kde z, y, z jsou
kladné realna cisla spliujici podminku zyz = 32.

17. Rovnobéznik ABCD mé vnitini thel 60° u vrcholu A. Ozna¢me O
stfed kruznice opsané trojuhelniku ABD a predpokladejme, Ze polo-
pfimka AO protne osu vnéjsiho thlu pfi vrcholu C' rovnobézniku v bodé
K # C. Najdéte mozné hodnoty poméru |AO| : |OK]|.

18. Urdete nejmensi prirozené ¢islo n, pro které plati: Z libovolné n-tice
navzajem ruznych celych ¢isel lze vybrat ¢tyfi riazna cisla a, b, ¢, d, pro
ktera je ¢islo a + b — ¢ — d délitelné dvaceti.

19. Sachovnice (n — 1) x (n — 1) ma (n — 1)? &vercovych poli, kterd
maji dohromady n? vrcholii. Kolika zpiisoby lze téchto n? bodi obarvit
cervenou a modrou barvou tak, aby kazdé pole mélo dva modré a dva
éervené vrcholy?
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