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45. mezinarodni matematicka olympiada

INTERNATIONAL
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Zhruba mésic pred zahajenim letnich
olympijskych her se v dobé od 4. do
18. cervence 2004 uskutecnil v hlav-
nim mésté Recka Athénach i 45. rod-
nik mezinarodni matematické olympia-
dy. Olympiady se tentokrat ztcastnilo 486 studentt z 85 zemi (kazdou
zemi reprezentuje vzdy nejvyse Sest soutézicich).

V}'Ibér soutéiicich za C’eskou republiku byl proveden v Kostelci nad

vvvvvv

ucastnikn tstfedniho kola kategorie A. Vybrani reprezentanti se pak jesté
zacastnili trojutkan{ v severomoravském Bilovci mezi Ceskou republikou,
Polskem a Slovenskem, kde soutézili reprezentanti zacastnénych zemi za
podminek podobnych jako pfi soutézi na MMO. Po této ptipravé od-
jela do Athén tato Sestice soutézicich: Vitézslav Kala a Jaromir Kuben
z Gymnézia na tf. Kpt. Jarose v Brné, Frantisek Konopecky z Gymndzia
Holesov, Jan Molacek z Gymnézia J.K. Tyla v Hradci Kralové a Ma-
rek Pechal z Gymnézia ve Zling, Lesni ¢tvrf. Vedoucim ceské delegace
byl RNDr. Karel Hordk, CSc., z Matematického tstavu Akademie véd
v Praze, jeho zastupcem a pedagogickym vedoucim byl RNDr. Jaroslav
Svréek, CSc., z Univerzity Palackého v Olomouci.

Mezinarodni jury sloZend z vedoucich jednotlivych ztc¢astnénych zemi
stravila prvnich Sest dntt vybérem tloh a pfipravou jejich textt v narod-
nich jazycich v Delfach. Den po priletu soutézicich se konalo slavnostni
zahdjeni v athénském Paldci kultury (Megaro Mousikis). Vlastni soutéz
pak probéhla v pondéli a v utery 12. a 13. Cervence ve dvou velkych
sdlech Matematického tstavu Athénské univerzity. Kazdy z téchto dnu
fesili soutézici trojici tloh po dobu 4,5 hodiny. Za kazdou tlohu mohli
ziskat maximélné 7 bodu.

Kromeé vlastni soutéze byl pro studenty pripraven dalsi zajimavy pro-
gram: mimo prohlidku starovékych Athén s Akropoli po soutézi vsichni
Gcastnici béhem celodenniho vyletu navstivili slavné Mykény, primorské
méstecko Nauplios a anticky amfiteatr v Epidauru.
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Vysledky nasich jsou uvedeny v néasledujici tabulce:

Body za tlohu Body Cena

Umisténi 1 23 456
143.-158. Vitézslav Kala 6 6 06 3 1 22 IIIL
351.-366. Alexandr Kazda 050300 8
93.-100. Frantisek Konopecky T2 177 2 26 II.
124.-142. Jaromir Kuben 6 307 70 23 II1.
113.-123. Jan Molacek 7307 6 1 24 II.
382.-395. Marek Pechal 220020 6
Celkem 2821 13025 4 109

Jak je z tabulky vidét, z naSich si nejlépe vedli Frantisek Konopecky
z Gymnézia Holesov a Jan Moldicek z Gymnazia v Hradci Kralové. Ten
zopakoval sviij Gspéch z predchozi MMO a opét pfivezl stfibrnou medai-
li. Nezklamali ani maturant Vitézslav Kala, ktery oproti predeslé MMO
ziskal dvojnasobny pocet bodi, a student teprve 2. roéniku Jaromir Ku-
ben, oba z Gymnazia na t¥. Kpt. Jarose v Brné. Stfibro jim uteklo jen
o chloupek.

O nérocnosti soutéznich uloh zpravidla svédél hranice pro zisk me-
daili, ptipadné pocet absolutnich vitéz: na bronzovou medaili tentokrat
stacilo 16 bodd, stfibro se udélovalo za 24-31 bodu a zlato za alespon
32 z mozného pocétu 42 bodu. Plny pocet bodu ziskali ¢tyfi soutézici:
Kanadan Jacob Tsimerman, Madar Bela Andras Racz a dva soutéZici
Ruska Andrej Badzjan a Michail Dubasinskij.

Jak dopadli nasi slovensti kolegové, je nejlépe vidét z nasledujici ta-
bulky. Za pozornost stoji zejména bezchybny vykon slovenského druZstva
v prvni tloze, kterd byla opravdu nejlehéi, a nds mize jen mrzet, Ze jsme
za ni ziskali o 14 bod méné.

Body za tlohu Body Cena

Umisténi 1 2 3 45 6

244.-263. Jozef Bodnar 72 0141 15 HM
113.-123. Ondrej Budéc 722760 24 IL.
244.-263. Hana Budacova 713130 15 HM
244.-263. Peter Cerno 700710 15 HM
101.—112. Frantisek Simancik 7 4 17 3 3 25 II.
101.-112. Tomas Vana 75 07 6 0 25 1I.

Celkem 4214 63023 4 119
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I II III body I II III body
CLR 6 0 0 220 Estonsko 00 2 85
USA 5 1 0 212 Uzbekistan 0 0 3 79
Rusko 4 1 1 205  Svédsko 0 0 3 75
Vietnam 4 2 0 196  Azerbajdzan 0 1 0 72
Bulharsko 330 194  Makedonie 0 0 1 71
Tchaj-wan 3 3 0 190  Italie 0 0 2 69
Madarsko 2 31 187  Slovinsko 0 0 2 69
Japonsko 2 4 0 182  Litva 0 0 0 65
Iran 1 50 178  Kirgizie 0 0 1 63
Rumunsko 1 4 1 176  Lotyssko 0 0 1 63
Ukrajina 1 5 0 174  Indonézie 0 0 1 61
Korea 2 2 2 166  Albanie 0 0 1 57
Bélorusko 0 4 2 154  Spanélsko 0 0 1 57
Indie 0 4 2 151  Svycarsko 0 0 2 57
Izrael 1 1 4 147  Novy Zéland 0 0 2 56
Polsko 2 1 1 142  Norsko 0 0 O 55
Moldavsko 2 0 4 140  Rakousko 0 0 1 55
Singapur 0 3 3 139  Nizozemsko 0 0 O 53
Mongolsko 0 3 2 135  Turkmenistan 0 0 2 52
Velka Britanie 1 1 4 134 Finsko 0 0 1 49
Brazilie 0 2 4 132 Kypr 0 0 1 49
Kanada 1 0 3 132 Peru (3) 0 0 2 49
Kazachstan 2 0 2 132 Irsko 0 0 1 48
Srbsko a Cerna Hora 0 2 3 132 Uruguay 0 00 47
Némecko 0 3 1 130  Dansko 0 0 1 46
Recko 0 2 3 126 Portoriko (5) 010 43
Australie 1 1 2 125 Bosna a Hercegovina 0 0 0 40
Gruzie 0 0 5 123 Lucembursko (3) 01 0 36
Kolumbie 0 2 2 122 Island 0 0 O 35
Hongkong 0 2 2 120  Malajsie 0 0 1 34
Slovensko 0 3 0 119  Sri Lanka 0 0 O 33
Turecko 0 2 3 118  Tunisko 0 0 O 31
Jihoafricka republika 0 3 1 110  Trinidad a Tobago (5) 0 0 0 29
Ceskd republika 0 2 2 109  Portugalsko 0 0O 26
Thajsko 0 0 4 99  Kuba (1) 0 0 1 17
Arménie 0 0 4 98  Filipiny (5) 0 0 O 16
Mexiko 0 0 3 96  Venezuela (2) 0 0 0 15
Francie 0 0 4 94  Ekvédor 0 0 O 14
Argentina 1 0 2 92  Mozambik (3) 0 0 0 13
Chorvatsko 0 0 3 89  Paraguay (3) 0 0 0 13
Maroko 0o 0 3 88 Kuvajt 0 0 0 5
Belgie 0 1 2 86  Saudska Arabie 0 0 0 4
Macao 0 0 2 86

Jak je patrno z tabulky zucastnénych stata, na celnych mistech se

zadné prekvapeni nekonalo. Nase i slovenské druzstvo se opét nedostalo
ani do tfeti desitky, o moc lépe se zato vedlo Polaktum. (Pfipadna &isla
v zé&vorce upozoriiuji na nizsi pocet reprezentantii.)
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Texty soutéznich tloh
(v zavorce je uvedena zemé, ktera tlohu navrhla)

1. Necht ABC' je ostrothly trojthelnik, v némz |AB| # |AC|. Kruz-
nice nad priumérem BC protind strany AB a AC po fadé v bodech M
a N. Oznacme O stied strany BC. Osy thlu BAC a MON se protinaji
v bodé R. Dokazte, ze kruznice opsané trojuhelnikim BMR a CNR
prochézeji spole¢nym bodem leZicim na strané BC. (Rumunsko)

2. Najdéte vSechny mnohocleny P(z) s redlnymi koeficienty, jez spliiuji
rovnost

Pla=b)+Plb—-c)+Plc—a)=2P(a+b+c)
pro vSechna redlnd ¢isla a, b, ¢ takova, ze ab + bc + ca = 0. (Korea)

3. Nazvéme dlaZdici obrazec vytvoreny ze Sesti jednotkovych ¢&tvercu
jako na obrazku

anebo libovolny obrazec vznikly jeho otocenim ¢i soumérnosti. Urcete
vSechny pravothelniky m x n, které 1ze dlazdicemi pokryt tak, ze
> pravouhelnik je pokryt bez mezer a prekryti;
> zadnd ¢ast dlazdice nepokryva plochu vné pravouhelniku.
(Estonsko)
4. Necht n = 3 je celé &islo. Necht t1,ts,...,t, jsou kladna redlna &isla
takova, ze
1 1 1
n?+1> (& +t2+...+tn)<—+—+...+——)_
o i th
Ukazte, Ze t;, t;, tx jsou délky stran trojuhelniku pro vSechna 4, j, k, kde
1fi<j<kZn. (Korea)
5. V konvexnim ¢tyftahelniku ABCD thlopficka BD neptli ani jeden
z thla ABC, CDA. Bod P lezi uvnitt ABCD a spliiuje rovnosti
|¥xPBC|=|xDBA| a |xPDC|=|xBDA,|.
Dokazte, ze ABCD je tétivovy, pravé kdyz |AP| = |CP). (Polsko)
6. Prirozené ¢islo nazveme pruhované, jestlize kazdé dvé sousedni &islice
v jeho desitkovém zapise maji ruznou paritu. Najdéte vSechna prirozenda
¢isla n takova, Ze n méa pruhovany nasobek. (Irdn)
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ReSeni tloh
1. Oznacme S stied tsecky M N a P prusecik osy thlu BAC se stra-
nou BC. Protoze trojihelniky AMN a ACB jsou podobné (to plyne
z vlastnosti tétivového ¢tyfuhelniku BCN M), pri¢emz téznici AS odpo-
vidd téZnice AO, je |xBAO| = |xCAS| (obr.43), takze osa thlu BAC
je zaroven i osou uhlu OAS. Proto

|RS|  |AS]
|RO| — |AO|"
7 uvedené podobnosti dale plyne

|AS| |MN| |MS| |MS]|
|AO| ~ |BC|  |BO| |MOJ’

coz spolu s predchozi rovnosti znamend, ze M R je osou tthlu OMS.

Obr. 43

Ozna¢me vnitini thly trojihelniku ABC obvyklym zptisobem. Pro-
toze |OM| = |OB]|, tedy | BMO| = 3, a protoze | XAMN| = |xBCA| =
= 7, vychazi velikost thlu OM N jako «. Je tudiz |[xBMR| = (5 + %a =
= |xCPA]|. Dostali jsme, ze étyftahelnik BPRM je tétivovy. Analogicky
je tétivovy i ¢tyfthelnik CPRN. Je tedy bod P € BC spole¢nym bodem
obou kruznic opsanych trojuhelnikim BM R a CN R, coz jsme méli do-
kézat.

Jiné feSeni. (Podle Frantiska Konopeckého.) Protoze body M a N lezi
na kruznici se sttedem O, je |OM| = |ON|. Trojahelnik M NO je tedy
rovnoramenny a osa jeho tthlu M ON je zaroveri osou tsecky M N. Bod R,
ktery je priise¢ikem osy tthlu M AN s osou protéjsi strany M N trojuhel-
niku AMN, lezi proto na kruznici trojuhelniku AM N opsané. Ptitom
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obé osy splynou, jen kdyz |[AM| = |AN]|, coz vzhledem k predpokladu
|AB| # |AC| nelze, nebot z vlastnosti tétivového ¢tyrahelniku BCN M
snadno plyne, Ze trojihelniky AMN a ACB jsou podobné (shoduji se
ve dvou thlech).

Z mocnosti bodu A ke kruznici s prumérem BC plyne, Ze bod A
ma stejnou mocnost i k obéma kruznicim opsanym trojihelnikim BM R
a CNR (obr.44). Oznac¢ime-li P druhy spole¢ny bod téchto dvou kruznic
(jednim je bod R), musi bod A leZet na jejich spolecné secné PR (to je
pravé mnozina vSech bodu, jez maji k obéma kruznicim stejnou mocnost).
Abychom ukézali, Ze bod P lezi na strané BC, spoc¢teme velikost (thlu
BPC z tétivovych étyfthelnikt BPRM a CPRN:

|xBPC| = |¥xBPR| + |xCPR| = |xAMR| + |xANR| = 180°,

nebof AMR a ANR jsou protéjsi thly tétivového ¢tyfthelniku AMRN.
Tim je tvrzeni tlohy dokéazano.

A
M

R N

P c

Obr. 45

Jiné FeSeni. Stejné jako v predchozim FeSeni ukdZeme nejprve, Ze
bod R lezi na kruznici opsané trojuhelniku AM N. Ozna¢me déle P ten
bod strany BC, v némz ji protne osa AR thlu BAC (obr.45). Protoze
¢tyithelnik AMRN je tétivovy, je [XARM| = |xANM| = |xABC|,
coz znamend, ze i ¢tyfuhelnik BPRM je tétivovy. Analogicky ukéZeme,
ze i ¢tyruhelnik PCNR je tétivovy. Bod P na tseéce BC je pak ovsem
prisecikem kruznic opsanych trojthelnikim BM R a CN R, jak jsme maéli
dokézat.

Poznamky. V pfedchozich dvou feSenich jsme nijak nevyuZili, Ze stied
kruznice opsané ¢étyfthelniku BCNM je zaroven stiedem strany BC.
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Tvrzeni ve skutecnosti plati pro libovolnou kruznici s tétivou BC, pokud
neni opsana trojihelniku ABC (pak by bylo M = N = A = R). Uvedend
situace je vlastné specidlnim pripadem tzv. Miquelovy véty, kdyz za jeden
z bodi zvolime prusecik osy uhlu s protéjsi stranou: Je-li na kazdé strané
daného trojuhelniku zvolen bod, tfi kruznice urcéené dvojicemi bodi na
sousednich strandch a jejich spoleénym vrcholem maji spole¢ny bod.
Pokud ovsem predpokladame, ze stted O kruznice opsané ¢tytuhel-
niku BCN M je stfedem strany BC, vyplyva z prvniho feSeni, Ze uva-
zovany bod R je stfedem kruznice vepsané trojuhelniku M NO. V tom
pripadé jsou body M a N patami vySek trojuhelniku ABC. Kruznice nad
prumérem AH, kde H je prusecik obou vysek, je tedy kruznici opsanou
trojihelniku AM N (obr.46). Paty vysek, stfedy stran a stfedy spojnic

Obr. 46

pruseciku vysek s vrcholy lezi na tzv. kruznici deviti bodi daného troj-
thelniku. Pro trojthelnik ABC jsou ¢tyfmi z téchto deviti bodu body M,
N, O a stted FE tsecky AH, a protoze |EM| = |EN|, je to zaroven stied
prislusného oblouku M N kruznice opsané trojihelniku M NO. Ten ma
viak tu vlastnost, Ze lezi jednak na ose thlu M ON, jednak mé od stfedu
kruznice vepsané trojuhelniku M NO stejnou vzdélenost jako od obou
vrcholt M, N (tuto vlastnost hezky vyuziva napf. feSeni 2. tlohy na
43. MMO, viz roCenku 51. roéniku MO), tj. lezi na kruznici opsané troj-
thelniku AM N. Jak uz vime, timto bodem je bod R.

2. (Podle Alezandra Kazdy.) UkéZeme, Ze FeSenim jsou jen mnohocleny
P(z) = a12% + asz? pro libovolnd redlnd a; a as.

Necht mnohoéclen P spliiuje podminky tlohy. Je-li a = b = 0, je
ab + be + ca = 0 pro kazdé redlné cislo c¢. Dostavame proto

P(O—-0)+PO0—¢)+ P(c—0)=2P(0+0+¢),

172



neboli

P(0) + P(—c) = P(c)

pro libovolné reélné c. Dosazenim ¢ = 0 dostaneme P(0) = 0, takZe
P(c) = P(—c) pro viechna realna c. Mnohoclen P je tudiz suda funkce
a musi byt tvaru

2n—2

P(z) = anz®™ + an_17 + .. 4 az?, ar,....an €R, ay, # 0.

UkéaZeme nyni, Ze stupenn mnohoclenu P je nejvyse 4.

Rovnost ab+bc+ca = 0 je homogenni, proto ji s trojici (a, b, ¢) splituje
i kazd4 trojice (ta,tb,tc) pro libovolné redlné t. Protoze ab + bec + ca =
= ab+ (a+b)c, vidime, Ze pro a+b = 1, ¢ = —ab je ab+bc+ca = 0, takze
pro libovolna redlna ¢isla s a t uvedenou rovnost spliuje i trojice a = st,
b= (1—-s)t, c=—ab= (52— s)t. Dosazenim této trojice do rovnosti ze
zadani dostaneme pro vSechna reilna s a t rovnost

P((2s—1)t)+ P ((1—sH)t) + P ((s* —2s)t) = 2P ((s* — s + 1)t) .

Pro pevné s ji miZeme povazovat za rovnost mnohoclent v proménné .
Porovnanim vedoucich koeficient? (u mocnin ¢2*) na obou stranich do-
stavame pro vSechna realna s rovnost

(25 —1)2" + (1 — s2)? 4 (5% — 25)2" = 2(s% — s + 1)2". (1)

Porovnejme nyni koeficienty u mocnin s4"~2. Na pravé strané je dle po-
lynomické véty mnohoclen

Z ”(2#(_1)1‘5214]‘,
o i1 (2n —1i—j)!

pridemZ 2i + j = 4n — 2 jediné pro j = 0, ¢ = 2n — 1 a pro j = 2,
i = 2n — 2 (5 musi byt sudé a z podminky 7 + j £ 2n diky rovnosti
i=(2i+j)— (i +7j) plyne ¢ 2 2n — 2, tudiz j < 2). Zminénad mocnina
mé tedy na pravé strané koeficient

() (3)] e

zatimco na levé strané rovnosti (1) dostaneme podle binomické véty koe-
ficient

2n >24n_2 3 (2n> N (2n> 02 _ {6 pron =1,
2—-2n 1 2 8?2 —6n pron = 2.
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Vidime, Ze rovnosti obou koeficientit vyhovuje n = 1, a pro n = 2 dosta-
vame rovnici 4n(n —2) = 0, které vyhovuje n = 2. Podminkam tlohy tak
mohou vyhovét jeding mnohoéleny tvaru P(z) = a;2? + aza? pro redlna
a1 a as.

Nyni ukdZeme, Ze kazdy mmnohoclen uvedeného tvaru spliuje pod-
minky tulohy. Abychom to ovérili, uvédomme si nejdiive, ze libovolna
linearni kombinace dvou mnohoclent, jez spliuji podminky tlohy, je rov-
néZz splituje. Stadi to tedy ovéfit pro mnohodcleny x2 a z.

To, 7e vyhovuje 22, vyplyva z rovnosti

(a=b)2%+(b—-c)?+(c—a)® —2(a+b+c)? = —6(ab+ bc+ ca).

Ovéfme pozadovanou rovnost i pro jednoélen z4. Necht ab + bc + ca = 0
a poloZme p=a—b,q=b—car = c— a. Pfi ovéfovani 22 jsme vlastné
ukéazali, ze
PP+ +r*=2(a+b+c)?

Protoze p + g + r = 0, postupné dostaneme:

pa+gr+rp=—3(*+¢° +r%) = —(a+b+0)?
(pq)? + (¢r)* + (rp)® = (pq + qr +rp)> = 2pqr(p + ¢ +7) = (a + b+ ¢)*,
takze
p'+at+rt = (0" + ¢+ =2 ((pg)® + (ar)® + (rp)?) = 2(a+b+ )",
coz je pozadovand rovnost.

Jiné FeSeni. Vratme se k rovnosti (1) pfedchoziho feseni. Volbou s =
= —2 vyjde 52" + 32" 4+ 82" = 2. 72" takie 82" < 2. 7?". Ale uz pro
n = 3 plati 82" > 2. 7?7 (823 = 262144 > 235298 = 2- 7%3), tim spis to
plati pro n > 3. TakZe n < 2, coZ znamena, Ze P(z) = a1z? + asz? pro
redlnd aq a ag. Zbyva jen ovéfit, ze vSechny mnohocleny tohoto tvaru
uloze vyhovuji, coz uéinime stejné jako v predchozim feSeni.

Jiné FeSeni. Pro kazdé redlné ¢ splituje trojice (a,b,c) = (6t, 3t, —2t)
podminku ab + be + ca = 0. Dosazenim do dané rovnosti dostavame

P(3t) + P(5t) + P(—8t) = 2P(Tt).

Pokud tedy P(z) = anz™ + ...+ a1z + ao, plati nutné pro kazdé i =
=0,1,2,... rovnost

(3° 45"+ (—8)" —2-7) a; = 0.
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Vyraz v zavorkach je zaporny pro licha ¢ a kladny pro « = 0 a pro
vSechna suda ¢ = 6. Jen pro ¢ = 2 a i = 4 je vyraz nulovy. Proto musi
byt P(z) = a2 + agz?® pro redlnd a; a as. Zbyva jen ovérit, ze viechny
mnohoéleny tohoto tvaru tloze vyhovuji, coz u¢inime stejné jako v prv-
nim feseni.

Jiné FeSeni. (Podle Tony Zhanga.) Jak jsme uz zjistili v Gtvodu prvniho
feSeni, je hledany mnohoclen P suda funkce s nulovym absolutnim ¢le-
nem, je tedy tvaru P(z) = 22 f(2?) pro vhodny mnohoé¢len f. UkaZeme,
7e jeho stupen je nejvyse 1.

Dané podminka mé pro mnohoélen f tvar

(@=b)?f((a=b)?) + (b -)?f((b-0)*) +

+(c—a)2f((c—a)2):2(a+b+c)2f((a+b+c)2). (2)
Mezi éisly a, b, ¢, jeZ spliiuji rovnost ab+bc+ ca = 0, najdeme takové, pro
néz bude a—b = b—c, tj. a+c = 2b, takze 0 = (a+c)b+ca = 2b*+(2b—a)a.
7 této kvadratické rovnice vyjde a = b£by/3, takze do (2) miZeme dosadit
a=(1-+3)bac=(1++3)ba dostaneme

6b% f(3b%) + 120 f(12b%) = 18b% £(9b?),
coz muzeme piepsat jako
1267 (f(12b%) — £(9b%)) = 6b*(f(9b%) — F(3b?)),

anebo pro b # 0 jako

f(120%) — £(96%)  f(9b) — f(3b?)
352 - 6b2 ' (3)

Protoze 3b2 je libovolné kladné &fslo, plati podle (3) pro kazdé realné

x > 0 rovnost 1 . .

Obé strany (4) jsou (po zkraceni) mnohoéleny proménné z, takze musi jit
o stejné mnohodcleny. Je-li mnohoé¢len f stupné k& = 1 s vedoucim ¢lenem

az®, jsou obé strany (4) mnohoéleny stupné k — 1 s vedoucimi ¢leny

3k —1
a(4® — 3%)zF1 resp. —a(——z———-):ck_l.

Porovnanim téchto ¢lent s ohledem na « # 0 dostaneme po tupravé rov-
nici 2 - 4% = 3k*1 — 1, ktera je splnéna pouze pro k = 1, nebot pro k = 2
mame 2 - 4* > 35+1 jak snadno ovéiime indukci. Mnohoélen f je tudiz
nejvyse linearni, f(z) = a1 + agz a P(z) = 2%2f(2?) = a12% + apzt.
Zbyva jen ovérit, ze vSechny mmnohocleny tohoto tvaru tloze vyhovuji,
coz u¢inime stejné jako v prvnim feseni.
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3. Predpoklddejme, ze pravouhelnik m x n je pokryt dlazdicemi dle zadéa-
ni. Ke kazdé dlazdici v pokryti pfislusi jedno étvercové pole pravotihelni-
ku, které dlazdice nepokryva, které je viak zdroven ze ti{ stran obklopeno
jejimi ¢tverci. Takové pole oznaéime jako ,vnitini pole* dlazdice. Ziejmé
tedy ke kazdé dlazdici A v pokryti miZeme prifadit dlazdici B, kterd
pokryva ,vnitini pole“ dlazdice A. Jsou jen dvé moznosti (az na otoceni
a soumérnost), jak takto dlazdici B k dlazdici A pfilozit (obr. 47); v obou
pripadech dlazdice A ,reciprocné“ pokryva vnitini pole dlazdice B. To
znamend, ze v pokryti jsou vSechny dlazdice jednoznac¢né rozdéleny do
dvojic, z nichz kazda vytvaii bud obdélnik 3 x 4, nebo nekonvexni osmi-
thelnik znazornény na obr. 47 vpravo. Dany pravouhelnik lze tedy dlazdi-
cemi pokryt, pravé kdyz ho lze pokryt dvojutvary slozenymi z 12 ¢tverct
na obr. 47.

B B

Obr. 47

Dale je vidét, Zze zadné ze stran daného pravouhelniku nemuze mit
délku 1, 2 ¢ 5 ¢tverch (fadek ¢i sloupec podél takové strany pravothel-
niku nedokdzeme zZadnym zptsobem pokryt).

Naopak je zfejmé, ze jen pomoci obdélniku 3 x 4 dokazeme pokryt
kazdy pravouhelnik 3a x 4b, specidlné tedy i pravothelnik 12¢ x 3 a 12¢ X
x 4. A protoze kazdé ¢islo d = 6 lze napsat jako soucdet nékolika trojek
a nékolika ¢tyfek, 1ze pokryt i kazdy pravouhelnik 12¢ x d, pokud d ¢
¢ {1,2,5}. Ukazeme, Ze tim jsou vSechny mozné pravothelniky, jez lze
danymi dlazdicemi pokryt, vycerpany.

Jestlize pravotuhelnik m x n je pokryt dvojatvary slozenymi z 12 ¢tver-
cu, je jeho obsah mn délitelny dvanacti. Nasim jedinym tukolem je do-
kézat, ze aspon jedno z Cisel m, n musi byt délitelné ¢tyimi. Predpokla-
dejme, ze tomu tak neni. Protoze mn je délitelné 4, jsou obé ¢isla m,
n suda. Ukazeme-li, Ze pocet dvojutvara v pokryti musi byt sudy, bude
sou¢in mn délitelny dvaceti ¢tyfmi, coz odporuje predpokladu, ze ani
jedno z ¢isel m, n neni ¢tyfmi délitelné.

Prvni zpusob. Oznac¢me v pravouhelniku ¢tvercova pole kazdého ¢tvr-
tého sloupce a kazdého ¢tvrtého fadku jednotkami, pfiéemz na pole v pri-
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se¢iku oznacenych fadkt a sloupcit misto dvou jednotek napiseme dvojku
(obr.48 pro m = n = 18, fadky pocitdme odspodu jako u Sachovnice).
Protoze pocet fadki i sloupcit pravothelniku je sudy, je soucet viech cisel
v ném sudy. Na druhé strané obdélnik 3 x 4 pokryje cisla se souctem 3
nebo 7, zatimco osmithelnikovy Gtvar z obr. 47 pokryje cisla se souc¢tem 5
nebo 7. To znamena, Ze pocet viech dvojutvart v pokryti je sudy.

1 1 1 1
1 1 1 1
T{afa2fafafa]2[1f1f1]2]1{1f1f{2f1f1
1
1
1
{1212 |1]2[1(1f1]2]1]1f1{2f1f1

Obr. 48 Obr. 49

Druhy zptsob. Misto ¢isel obarvime ¢tvercova pole v kazdém ¢tvrtém
sloupci a v kazdém étvrtém fadku, pricemz spoleénd pole v jejich prise-
¢iku ponechdme neobarvend (obr.49). Jestlize m = 4i + 2, n = 47 + 2,
bude celkovy poéet tmavych poli i(35 + 2) + j(3i + 2) = 2(3ij + 7 + j),
coz je sudé &islo. Zaroven neni tézké se presvédcit, ze kazdy dvojatvar
pokryje 3 nebo 5 obarvenych étvercii. Jejich pocet proto musi byt sudy.

Obr. 50

T¥eti zptisob. Dvojutvary v poloze na obr. 50 muzZeme charakterizovat
nasledujicim zptisobem: V kazdém ze ¢ty fadku jsou tii ctverce a v kaz-
dém sloupci je sudy pocet ¢tverct. Jestlize v daném pravothelniku obar-
vime kaZzdy ¢tvrty fadek (obr.51), bude pocet obarvenych ¢tverca sudy.
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Pritom dvojutvary z obr. 50 (v této poloze) pokryji kazdy praveé tii obar-
vené Ctverce, zatimco dvojutvary, jez z nich vzniknou otodenim o 90°,
jich diky uvedené charakterizaci pokryji sudy pocet. Poéet dvojutvart
z obr.50 v daném pokryti je tedy sudy. Podobné obarvime-li v daném
pravouhelniku kazdy ¢tvrty sloupec, zjistime, Ze i podet dvojutvari, jez
vzniknou z téch na obr. 50 oto¢enim o 90°, je sudy.

Obr. 51

Jiné feseni. Predpoklddejme, Ze existuje pokryti pravotithelniku m x n,
kde m = n = 2 (mod 4). Pomoci nékolika riznjych obarveni ukdzeme, ze
pocet vSech osmithelnikovych dvojutvara musi byt sudy i lichy zaroven,
coz samoziejmé nelze.

Obr. 52

Uvazujme dvé riizna obarveni daného pravouhelniku (obr. 52), v nichz
jsou st¥idavé obarveny obdélniky 2 x 1, pfi¢emz druhé obarveni se od
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prvého lisi jen posunutim® o jeden sloupec doprava. V kazdém z nich
je stejny pocet tmavych i svétlych poli (pocet fadku je sudy). Zatimco
kazdy z obdélnikt 3 x 4 pokryje ¢tyfi tmava a ctyfi svétla pole, pro
osmithelnikové dvojutvary to vzdy neplati. Zalezl totiz na jejich poloze
vuci zvolenému obarveni. Podivejme se na né jako na ¢tverce 4 x 4, z nichz
jsme odrizli dva protéjsi rohy 2 x 1 (orientované stejné jako obdélniky
zminéného obarveni). Oba odfiznuté obdélniky zfejmé odkryvaji stejné
obarvena pole (obr.53), proto v piipadé, ze maji viechna ¢ty¥i pole stej-
nou barvu, bude se pocet tmavych a svétlych poli pokrytych takovym
dvojutvarem lisit o ¢tyfi. Pocet utvaru, které vykazuji tuto asymetrii
v jednom obarveni, musi tedy byt sudy. Totéz plati pro dvojutvary, které
vykazi stejnou asymetrii v ,posunutém® obarveni (obé mnoZiny jsou
zjevné disjunktni!). Podobné i poéet dvojatvart orientovanych ,svisle®,
tj. s odfiznutymi obdélniky 1 x 2, je sudy (pouzijeme analogické obarvent,
v némz jsou stiidaveé obarveny ,svislé“ obdélniky 1 x 2).

Obr. 53

Obarvéme nyni dany pravouhelnik podle obr. 54. Pocet tmavych poli
je v ném lichy, pfitom kazdy obdélnik 3 x 4 pokryje dvé nebo ¢ty¥i tmava
pole, tj. sudy pocet, zatimco osmithelnikové dvojutvary pokryji vzdy tii

Obr. 54
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tmavé pole. Odtud ovsem plyne, Ze jejich celkovy pocet musi byt lichy.
Dosli jsme ke sporu.

vodu bylo patrné i to, ze obvykly argument s vhodnym obarvenim poli
pravouhelniku sice funguje, ale jak ukazuji predvedend feseni, jeden zpu-
sob obarveni Casto nestacl. Prestoze hledana mnozina je totozna s mno-
zinou vsech pravouhelnik, jez lze pokryt pouze obdélniky 3 x 4, neni
pravda, Ze by neexistovala pokryti vyuzivajici osmithelnikovy dvojutvar
(obr. 55).

Obr. 55

4. Vzhledem k symetrii staci ukdzat, ze za danych predpokladu plati t; <

< to+t3. Podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym prumeérem
je

1 1 2
il .ty +ts = 2/ats, (1
to t3 Viats )
ti :
= 4+ 2 >2 pro vsechna i, j.
t; 1

Upravou pravé strany dané nerovnosti tak dostdvame

t; t;
2 i j
+1>n+ (_+_>

1Si<jsn 7
11 1 t ot
= t(— —)+—t + t3) + (—+—)2
n+ 1 t2+t3 t1(2 3) Z i t,) =

Vitats t1

2 2
=2a+ —+n° —4,

a

t Vit
>n 42—t +2 23+2Kn>—2}=

180



kde jsme oznacili a = t1/+v/tats. Z posledni tpravy vychazi nerovnost

2 1, . 1
0>2a+=-—-5=-(2a>-5a+2)==(2a—1)(a—2),
at - —5==>(2 ~5a+2) = ~(20-1)(a2)
odkud plyne a < 2. Je tedy t1 = a\/tatz < 2/tats < to + t3 (jesté jednou
jsme vyuzili druhou nerovnost v (1)), coz jsme chtéli dokézat.

Jiné feSeni. (Podle Arne Smeetse z Belgie, ktery ziskal stfibrnou me-
daili.) Dokézeme tvrzeni sporem, a to nejprve pro n = 3. Podle znamé
nerovnosti mezi aritmetickym a harmonickym primeérem

a—i—b2 2

+1 4
2

b= a+b

v

neboli

IS

S| =

SN

.+.

pro tii kladna ¢isla a = t1, b = to, ¢ = t3 plati

!
b

b

1>:5+ 4c a+b

+%)§(a+b+c)( += 3

1
b+o)(-
(a+b+c¢) ot P
takZe pokud pfedpokldadame, Ze ¢ = a + b, je podle nerovnosti mezi arit-
metickym a geometrickym primeérem

1 1 1 ct a+b
T O — .
(a+b+c)(a+b+c>:5+5 (a+b)?* ¢

>5+4+5=10. (2)

To odporuje dané nerovnosti (pro n = 3 je n? + 1 = 10), takZe kladna
éisla a, b a ¢ spliuji trojuhelnikovou nerovnost ¢ < a + b.

Pron 2 4 ozname a = t1, b =ty, c =13, S = > . t;, T = > 1/t;

iz4 i24
a piedpokladejme opét, Ze ¢ = a + b. Soucin na pravé strané dané nerov-
nosti muzeme pak vyjadrit jako
P:(a+b+c)(l+l+ l) +s(1+3+1) +T(a+b+c)+ST.
a b ¢ a b ¢

Podle Cauchyovy nerovnosti je ST 2= (n — 3)2, podle nerovnosti mezi
aritmetickym a geometrickym primeérem a podle (2) pak je

1 1 1 1 1 1
T T > — =]
S<a+ b+ c) +diasbta) :2\/ST(a+b+C)(a+ b i c) -

> 2(n — 3)V10 > 6(n — 3).
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To dohromady dava
P 210+ 2(n—3)V10 + (n — 3)2 =n% +1,

coz opét odporuje dané nerovnosti.

Pozndmka. 7 piedchoziho vypoétu je vidét, ze misto n? + 1 mohl byt
na levé strané predpokladané nerovnosti i vyraz

10 + 2v/I0(n — 3) + (n — 3)2 = (n — 3+ VI10)°,

ktery je vétsi nez n® + 1 pro kazdé n = 4 (pro n = 3 se oba vyrazy
rovnaji).

5. Protoze vymezeni bodu P je symetrické vaci vrcholim B a D, mi-
Zeme bez 1jmy na obecnosti pfedpokladat, ze bod P lezi v trojuhelniku
ACD. Podobné i podminka rovnosti pfislusnych thlia charakterizujici
bod P je symetrickd vaci vrcholim A a C (|¥xPBC| = |xDBA|, pravé
kdyz |xPBA| = |« DBC|). Mzeme tedy predpoklddat, ze bod P lezi
v trojuhelniku BCD.

Predpokladejme nejprve, ze Ctyfthelntk ABCD je tétivovy a oznac-
me K, L pruseéiky thlopricky AC' s polopfimkami PB a DP (obr.56).
7 rovnosti prislusnych obvodovych thla nad tétivami AB a AD plyne, ze
trojuhelniky DAB, DLC a CK B jsou podobné. Z rovnosti vnéjsich thlu
pti vrcholech L a K poslednich dvou uvedenych trojuhelnikt dostdvame,
Ze trojthelnik PKL je rovnoramenny, takze |PK| = |PL|.

D
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Trojuhelniky ADL, BDC jsou také podobné: ziejmé se shoduji v tthlu
pfi spole¢ném vrcholu D a v obvodovych uhlech nad tétivou CD. Vyuzi-
tim podobnosti ADL ~ BDC a DAB ~ CK B pak muzeme psat

AL| _ |AD| _|CK]
|BC| N |BD]| N |BC|’

takze |AL| = |CK|. To spolu s rovnosti |PK| = |PL| dava |[AP| = |CP)|.

Obracené necht |AP| = |CP|. Sestrojme kruznici opsanou trojihel-
niku BCP a ozna¢me X, Y dalsi pruseciky této kruznice s poloptimkami
DC a DP (obr.57). Protoze BCXP je tétivovy, je | xPXD| = |¥xPBC]|,
takze trojuhelniky PDX a ADB jsou podobné. 7 této podobnosti navic
plyne spiralni podobnost trojuhelniki ADP ~ BD X . Nakonec z rovnosti
obvodovych thla nad tétivou PX dostavame podobnost DPC ~ DXY .
Vyuzitim poslednich dvou podobnosti pak mame

|AP| _|DP| _|PC|
|BX| |DX| |XY|

takze |BX| = |XY|. V uvazované kruznici jsme nasli shodné tétivy se
spoleénym krajnim bodem X). Tétivé BX pitislusi obvodovy tthel BCD,
a protoze ve zvolené konfiguraci je | BCD| < |xY CD|, shoduje se s ob-
vodovym thlem X PY nad tétivou Y X, ktery je vnéj$im thlem pfi vr-
cholu P trojihelniku PDX shodnym s vnéjsim thlem pfi vrcholu A
trojuhelniku ADB. Plati tedy |xBCD| = 180° — | xBAD)| a ¢tytthelnik
ABCD je tétivovy, jak jsme chtéli dokézat.

Obr. 57

183



Jiné TeSeni. (Podle Frantiska Konopeckého.) Vzhledem k tomu, ze
uhlopficka BD neni osou ani jednoho z vnitinich ahlt ABC, CDA, shod-
nosti thlt uréujici polohu bodu P znamenaji, Ze bod P nemtize leZet na
uhlopricce BD.

Predpokladejme nejprve, ze ABCD je tétivovy. Ozna¢me B’ a D’
pruseciky opsané mu kruznice s polopfimkami opaénymi k PD, resp.
k PB. Shodnost thldt ABD a PBC' (obr.58) tak znamena shodnost pii-
slusnych obloukt AD a CD’. Podobné se shoduji i oblouky AB a CB’.
To ale znamen4, ze bod B’ je obrazem bodu B a bod D’ obrazem bodu D
v osové soumérnosti podle osy o tsecky AC. V této osové soumérnosti je
tak tsecka BD’ obrazem usecky B’D, a jejich prusecik P proto leZi na
ose uhlopricky AC. Tudiz |AP| = |CP)|.

Obr. 58 Obr. 59

Obracené necht |AP| = |CP|. Uvazujme kruznici k£ opsanou troj-
thelniku ABD a oznaé¢me B’ a D’ jeji priseciky s polopfimkami opaé-
nymi k PD, resp. k PB (obr.59). Ze shodnosti obvodovych thla nad
tétivou BB’ resp. DD’ vyplyva, Ze trojuhelniky BPD a B’PD’ jsou
podobné podle véty uu. Zminéné shodnosti navic znamenaji, ze i troju-
helniky BDC a B’D’A se shoduji ve dvojicich thlt pfi strandch BD
a B'D’, takze jsou podobné se stejnym pomérem podobnosti jako troj-
thelniky BPD a B'’PD’. A protoze v této podobnosti si odpovidaji dvé
shodné tsecky CP a AP, jedna se o shodnost (snadno nahlédneme, Ze se
jednd o osovou soumérnost). Tato shodnost prevadi kruznici k opsanou
trojuhelniku ABD na sebe, proto bod C| ktery je obrazem bodu A, lezi
rovnéz na této kruznici, a ¢tyfthelnik ABCD je tedy tétivovy.
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Jiné FeSeni. DokaZzeme obracenou implikaci trochu jinak nez v pred-
chozim feSeni. Piedpokladejme, ze |[AP| = |C'P| a ozna¢me k; kruznici
opsanou trojuhelniku ABD a ko kruznici opsanou trojihelniku BCD.
Ozna¢me dale B, D priseciky polopiimek DP a BP s kruznici ki a B,
D’ s kruznici ko (obr.60). Z rovnosti uhla |x PBC| = |xDBA| plyne, ze

Obr. 60

piislusné oblouky DA kruznice ki a D’C kruZnice ko maji stejnou délku
v obloukové mife, a podobné diky rovnosti |xPDC| = |¥BDA| maji
stejnou délku i oblouky AB kruznice k; a B'C kruznice ky. Existuje tedy
nepiima podobnost f, jez zobrazuje kruznici k1 na ks, pfi¢emz bodam
D, A, B v této podobnosti postupné odpovidaji body D’, C a B’ a dale
bodim B, D pak body B a D (i odpovidajici oblouky BB, B'B a DD,
DD’ maji o¢ividné stejnou obloukovou miru). Protoze bod P je pruse-
¢ikem pifmek BD a BD, zobrazi se podobnosti f na prisedik pfimek
B’'D a BD', coz je opét bod P. A protoze |AP| = |CP| = |f(A)f(P)], je
pomér podobnosti f roven 1, takze je také |PB’| = |f(P)f(B)| = |PB|
a podobné i |[PB| = |PB|. Body B’ a B tak nutné splyvaji a kruznice
ki, ko jsou totozné.

Jiné feseni. Ozna¢me po fadé E, F', G, H kolmé priméty bodu P na
jednotlivé strany AB, BC, CD a DA daného ¢tyfuhelniku. Ctyfahelnik
EBFP je ziejmé tétivovy, takze |XxBEF| = |« BPF|. Oznacime-li S
prusecik pricky EF' s thloptickou BD (obr.61), vidime, Ze trojuhelniky
EBS, PBF jsou podobné, nebot dle predpokladu |xEBS| = |¥FBP].
To znamend, ze |XBSE| = |xBFP| = 90°, neboli pricka EF je kolmd
na uhlopticku BD. Analogicky zjistime, ze i pficka GH je kolma na BD.
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Obr. 61 Obr. 62

Oznacime-li B’ stfed tsecky PB a D’ stfed usecky PD, bude B’D’
stfedni pfickou trojihelniku BPD, takze usecka B’D’ je stejné jako
usecka BD kolmé na obé ptricky EF a GH. Body B’ a D’ jsou ovSem
zaroven stfedy ptislusnych Thaletovych kruznic nad praméry PB a PD,
takze B'D’ je osou obou pti¢ek EF'i GH, EFGH je tudiZ rovnoramenny
lichobéznik se zakladnami FF', GH. 7Z dalsich dvou tétivovych étytuhel-
nikit FEAHP a FCGP tak dostavame nésledujici rovnosti:

|AP| - sin|xBAD| = |EH| = |FG| = |CP| - sin|x BCD)|.

Rovnost |AP| = |CP| je tudiz ekvivalentni rovnosti sin|<BAD| =
= sin|xBCD)|. Vzhledem k podminkdm ulohy nemuze bod P leZet na
thlopfi¢ce BD. Oznacime-li pro jednoduchost « a « thly pfi vrcholech
A, C a ¢, ¢ oba thly vystupujici v definici bodu P (obr. 62), dostavame
pro velikost ithlu BPD ve ¢tyithelniku BCDP

|xBPD|=|xCPB|+ |xCPD| =360°—v— (¢ +¢) =
=180° — v+ a.

Vidime tedy, Ze za danych pfedpokladt nemutze byt o = ~, takZe rovnost
|AP| = |CP)| je ekvivalentni rovnosti a + v = 180°, coZ je ekvivalentni
tomu, Ze ¢tyfthelnik ABCD je tétivovy.

6. Pruhovanych ¢isel je mnoho, obecné je vsak tézko dokazeme popsat
tak, aby bylo vidét, ¢im jsou délitelna. Zamérme se proto na pomérné tz-
kou skupinu pruhovanych ¢isel obsahujicich jen nuly a jednicky, o nichz
dokaZeme zjistit vic. Pfesnéji feCeno, budeme se snazit pro dané ¢islo n
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vytvorit pruhované ¢islo tvaru s = 1010...101, kde k& je pocet jedni-
¢ek v jeho desitkovém zapisu, které bude nasobkem n. Mezi pruhova-
nymi Cisly si, S2,. .., Sp+1 najdeme diky Dirichletovu principu uréité dvé
ruzna, kterd davaji pri déleni ¢islem n stejny zbytek, takze jejich rozdil
je nasobkem n. Pfitom pro k > [ je

sk — s =1010...101—1010...101 = 1010...10100...00 = s_; - 10%.

k jednicek l jednicek k—1 jednicek 2l nul

Pro kazdé n umime tedy najit k a [ tak, ze n | sp_;-10%. Pokud je &islo n
s Cislem 10 nesoudélné, tak dokonce m | sk_;, tudiZ n ma pruhovany
nasobek.

Vidime, Ze problém je s ¢isly n, kterd jsou sudd nebo délitelna péti.
Pro né musime pruhované nasobky hledat v jiném tvaru.

Pokusme se je nejprve najit pro ¢isla n, jez jsou mocninou ¢isla 5, tj.
pro ¢&isla n = 5%. Pro malé hodnoty a snadno nachazime, Ze ¢isla

5, 25 =52 125=53 8125=13-5% 78125=25.5° (1)

jsou pruhované nasobky mocnin 5!, 52, 53, 54 a 55, Pro vétsi o vytvorime
pruhovany nasobek ¢isla 5% indukci. Predpokladejme, Ze mame pruho-
vany nasobek Ay &isla 5%, ktery mé k &islic, pfi¢emz prvni zleva muze
byt i nula, coz nijak nevadi, naopak je to pro nas postup vyhodné, kdyz
nemusime tuto ,zbyte¢nou“ éislici brat do avahy pfi rozhodovani o pru-
hovanosti daného &isla, a vytvoime pruhovany nasobek ¢isla 551 tak, ze
na zacatek Ay pripiseme néjakou vhodnou éislici. Je-1i tedy

A = arax_1...a1 :5k~d, deN, ay,as,...,ax € {0,1,2,...,9},

takovy pruhovany nédsobek, pfipojenim éislice ar+1 na jeho zacatek do-
staneme

Ag+1 = ap+14k = apy1 - 10% + A = 10’“ak+1 +5*d = 5k(2kak+1 +d).

Aby Ajy1 bylo pruhované a zaroven nasobek 551 stadi ay,; zvolit tak,
aby mélo opac¢nou paritu nez aj a aby 2*ax,1 + d bylo délitelné péti.
To ziejmé jde vzdy, protoze pro volbu ary; mame 5 riznych moznosti
(podle parity prvni ¢islice éisla A bud déislice 1, 3, 5, 7, 9, anebo 0, 2,
4, 6, 8) a pro kazdou z nich davé &islice ax,1, a tedy i ¢islo 2%ag,; + d
jiny zbytek pfi déleni péti (&isla 2% a 5 jsou nesoudélna). Jeden z téch
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zbytki tedy musi byt nulovy a v tom piipadé je 2Fay 1 +d péti délitelné.
Ukéazali jsme, Ze vSechny mocniny péti maji pruhované nasobky. Pfitom
z uvedeného postupu vyplyva, Ze pro dané n = 5% umime pruhovany
nasobek vytvorit tak, aby mél sudy pocet ¢islic (véetné pripadné nuly na
zacatku) a kondil ¢islici 5.

Vénujme se ted mocnindm ¢&isla dvé. Opét ukazeme, Ze pro kazdé
n = 2P existuje jeho pruhovany nasobek. Postup bude obdobny jako
pri mocninach péti, budeme vSak priddavat az dvé ¢islice a na vytvarena
¢isla budeme klast ptisnéjsi pozadavky. Presnéji, dokazeme, Ze pro kazdé
prirozené k existuje (2k — 1)-ciferné pruhované ¢islo By, které je délitelné
&islem 228~ ale neni délitelné &islem 22F a jeho# viechny sudé &slice jsou
dvojky. Pro prvni krok indukce mame pruhovana ¢isla

By =2, By=232=2%.29 B;=27232=2%.851,
B, =2127232=2".16619.

Predpokladejme tedy, Ze mame pruhované ¢islo

By = bog_1bog—n...by = 2%71 .4,
d € N liché ,by; € {1,3,5,7}abgi_y =2prol <i < k

(protoze By je pruhované a sudé, je i ¢islice bog_1 sudd). Checeme najit
(dvojmistné) &islo b = 2bay (bor € {1,3,5,7}) tak, aby

Biy1 = bBg = b-10%*"1 4 By = 10%%~1p 4 22%-14 = 22k-1(52k-1p, 4 )

bylo délitelné ¢islem 225+ ale nebylo délitelné éislem 22542, Potfebujeme
tedy, aby 52*~1b4-d bylo délitelné ¢tyfmi, ale nebylo délitelné osmi. Podle
predpokladu je d liché, dava tedy pti déleni osmi jeden ze zbytku 1, 3,
5 nebo 7. Za b proto stac¢i zvolit jedno z ¢isel 21, 23, 25 anebo 27 tak,
aby 52%=1p davalo pfi déleni osmi takovy zbytek, ktery po pFicteni d da
zbytek 4 (tj. dava-li d zbytek 1, volime b tak, aby 52*~1b davalo zbytek 3,
dava-li 3, chceme zbytek 1, pro zbytek 5 zbytek 7 a pro zbytek 7 zbytek 5).
Protoze 52¢~1 je nesoudélné s 8 a &isla 21, 23, 25 a 27 déavaji pii déleni
osmi rizné liché zbytky, dostaneme pro jednu z hodnot b € {21, 23, 25,27}
pii déleni &isla 52%~1b osmi potiebny zbytek. Nasli jsme tedy pruhované
nasobky i pro mocniny dvou. Pfitom kdyz pred By pripiSeme libovolnou
lichou é&slici, dostaneme pruhované &islo, které je rovnéz nasobkem 22+-1,
protoze By mé 2k—1 &islic (pfi¢itame b-102%~1). Umime tedy ke kazdému
n = 27 najit pruhované &islo, které ma sudy podet &islic.
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Takto vyzbrojeni muzeme ptejit k obecnému piipadu, kdy n = 5 -
.28 .m, pfi¢emz m neni délitelné dvéma ani péti. Pro o = 3 = 0 jsme uz
tlohu vytesili (¢islo n ma pruhovany nasobek z nul a jednicek).

Uvazujme piipad, kdy B = 0. Cislo 5 ma pruhovany nasobek
se sudym poctem C¢islic, ozna¢me ho M. Zfejmé i ¢islo

Sp=MM...M
———
k cisel M

je pruhovanym nasobkem 5. Stejnou tivahou jako na zacatku najdeme
k al tak, Ze m | Sx—;. Pak je Si_; pruhovanym nasobkem n.

Uplné stejné najdeme pruhovany nasobek n i v piipadé, kdy o = 0.

Je-li 8 =1aa =1,stadi k éislu Si_, které jsme nasli pro n = 5%-m,
pfipsat zprava nulu. Dostaneme pruhované ¢islo (M, a tedy i Si—; konéilo
¢islici 5), které bude ndsobkem dvou i ¢isla 5% - m, tj. bude nidsobkem
5%. 21 . m.

Zustal pripad, kdy 8 =2 2 a o 2 1. V takovém pripadé je ale n = 5% -
-28.m nasobkem &isla 20, jehoz kazdy nasobek konéi nékterym z dvojéisli
00, 20, 40, 60, 80, takze neni nikdy pruhovany.

Odpovéd. Hledanymi &isly jsou vSechna ¢isla, kterd nejsou nasobkem
¢isla 20.

Jiné FeSeni. (Podle Tiankai Liu (USA), ktery ziskal zlatou medaili.)
Protoze kazdy nasobek 20 kon¢i dvéma sudymi ¢islicemi, nemohou mezi
hledana ¢isla patfit nasobky 20. Ukdzeme, ze kazdé jiné prirozené ¢islo ma
pruhovany nasobek. Protoze délitel takového ¢isla ma stejnou vlastnost,
muzeme dale predpokladat, Ze n je sudé.

Nejprve ukdzeme, zZe pro &isla n tvarun = 2% nebon =2-5% (a 2 1)
existuje pruhovany nasobek X (n), ktery mé n ¢islic. Polozme (pro n

sudé)

ottt —10
M:———99 = 101010...10.
—

n éislic

To je zfejmé pruhované ¢islo a pruhované bude i ¢islo

kde e; jsou sudé dislice a k < n — 1. Navic pomérné snadno ovéiime, Ze
podle toho, zda bylo n = 2% nebo 2 - 5%, dokdzeme vybrat posloupnost
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cislic eg, eq,...,en—1 € {0,2,4,6,8} tak, ze pro kazdé k < n — 1 je vyse
uvedené ¢&islo délitelné éislem 2%+2) resp. 2 - 5++1,

Krétce naznacime, jak lze pfi vybéru vhodnych ¢islic e; postupovat
napf. pro n = 2 -5 (zajima nas samoziejmé jen délitelnost ¢islem 5%+1,
protoze se jedna vesmés o cisla sudd). Protoze ¢isla 0, 2, 4, 6, 8 tvori
uplnou soustavu zbytkia modulo 5, snadno uréime eg tak, aby bylo M +
+ €90 = 0 (mod 5); to znamena, ze modulo 5% davd M + eo néktery ze
zbytkua 0, 5, 10, 15, 20. Z ¢isel 0, 2, 4, 6, 8, jez davaji modulo 5 vSechny
mozné zbytky 0, 1, 2, 3 a 4, tedy dokazeme vybrat e; tak, Ze ¢islo 10e;
bude mit modulo 52 zbytek opa¢ny, tj. M +eo-+10e; = 0 (mod 52). A tak
pokracujeme dale. Podobné postupujeme i pro n = 2%, kde samoziejmé
vystacime s volbou e; € {0,2}.

Specialné tedy umime pro kazdé uvazované m najit dcislice eg,
€1,--.,en—1 € {0,2,4,6,8} tak, ze ¢islo

n—1
X(n)=M + Zei-mi
i=0

bude pruhované a n-mistné.

Je-li n obecné sudé cislo, které neni délitelné dvaceti, miazeme je za-
psat ve tvaru n’m, kde n’ = 2% nebo n’ = 2.5, pfiéemz m je nesoudélné
s 10. Vezméme N 2 n’ takové, ze 10" = 1 (mod m) (takové N existuje,
protoze 109(™) = 1 (mod m), kde ¢ je tzv. Eulerova funkce, takze pro
dané m za N stadi vzit dostatecné velky nasobek éisla ¢(m)). Necht

B 102mN+1 —-10

10 N — 7
M = 99 10" + X (n’) = 101010...10 X (n’).

2mN éislic
Protoze existuje k € {0,1,2,...,m — 1}, pro néz M = —2k (mod m), je
¢islo®
k
X(n)=M+) 2-10"
i=1

nejen pruhované, ale i délitelné m a samozfejmé i ¢islem n’, nebot jak
n = 2% tak in’' =2 -5 dé&li 10%, takze d&li i 10" a 10V. Takto zvolené
X (n) je tedy hledanym pruhovanym nésobkem ¢&isla n.

6 Méné zkuSeného ctenafe upozornujeme, Ze pfi prazdné mnoziné scitacich indext
povazujeme pfislusnou sumu za nulu; takova situace v nasledujici formuli nastane
pro k = 0, kdy skute¢né nepotfebujeme nic pridavat.
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