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Kategorie C

Texty tloh

C-1-1

a) Dokazte, Ze pro kazdé piirozené &islo m je rozdil m® — m? délitelny
¢islem 60.

b) Uréete viechna piirozena ¢isla m, pro kterd je rozdil m% —m? délitelny
¢islem 120. (J. Moravcik)

C-1-2

Kruznice k, [, m se po dvou vné dotykaji a vSechny tfi maji spole¢nou
tecnu. Poloméry kruznic k, [ jsou 3cm a 12 cm. Vypoctéte polomér kruz-
nice m. Najdéte vSechna FeSeni. (L. Bocek)

cC-1-3

Urcete pocet vSech trojic navzajem ruznych trojmistnych prirozenych
c¢isel, jejichz soucet je délitelny kazdym ze tii séitanych cisel.

(J. Simsa)
Je déno prirozené ¢islo n (n 2 2) a redlna éisla zy, 29, ..., z,, pro ktera
plati
T1Ty = ToT3 = ... = Tp_1Tp = TpT1 = 1.

Dokazte, ze
ey 42220
x] 5+ ... +axr 2n.

(J. Svréek)
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C-1-5

V ostrotthlém trojihelniku ABC ozna¢me D patu vysky z vrcholu C
a P, Q odpovidajici paty kolmic vedenych bodem D na strany AC a BC.
Obsahy trojuhelnikit ADP, DCP, DBQ, CDQ oznacme postupné Si,
So, Ss, S4. Vypoctéte Sy : Ss, jestlize S;: So =2 :3, 53 : 54 =3:8.

(P. Novotny)

C-1-6

Rozhodnéte, které z &isel

Ve va+ ot VBt vt ot va

je vétsi, jsou-li p a ¢ rizna kladné cisla. (J. Moravéik)

C-S-1

Hokejového turnaje se zucastnila ¢tyfi druzstva, pricemz kazdé sehralo
s kazdym praveé jedno utkani. Podet branek vstielenych v kazdém utkani
déli celkovy pocet branek vstielenych v turnaji, pfitom v zadnych dvou
utkanich jich nepadl stejny pocet. Kolik nejméné mohlo v turnaji padnout
branek? (M. Pandk)

C-§-2

Vrchol C étverct ABC'D a CJK L je vnitinim bodem tsecky AK i Gisec-
ky D.J, body E, F', G a H jsou po fadé stfedy tsecek BC, BK, DK
a DC. Uréete obsah &tyttihelniku EFGH pomoci obsahit S a T ¢tverci
ABCD a CJKL. (P. Leischner)

C-S-3

Kruznice k, I, m se dotykaji spolecné tecny ve tfech riiznych bodech
a jejich stfedy lezi v piimce. KruZnice k a [ stejné jako kruznice [ a m
maji vnejsi dotyk. Urcete polomér kruznice [, jestlize poloméry kruznic
k am jsou 3cm a 12cm. (L. Bocek)
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c-1-1

Zakladna AB lichobézniku ABCD je tiikrat delsi nez zakladna CD.

Oznacme M stied strany AB a P prusecik usecky DM s thloptickou AC.

Vypocitejte pomér obsahii trojuhelniku CDP a ¢tyttuhelniku M BCP.
(Pavel Novotny)

C-1n-2
Spliuji-li redlna cisla a, b, ¢, d rovnosti
A+ =+ =cr+d* =1,

plati nerovnost
ab+ ac + ad + be + bd + cd < 3.

Dokazte a zjistéte, kdy pritom nastane rovnost. (J. Svréek)
C-H-3

Kruznice k, [ s vnéjsim dotykem lezi obé v obdélniku ABC D, jehoz obsah
je 72cm?. KruZnice k se pritom dotyka stran CD, DA a AB, zatimco
kruznice [ se dotyka stran AB a BC. Urcete poloméry kruznic k a [,
jestlize polomér kruznice k je v centimetrech vyjadien celym cislem.

(J. Svrcek)
C-1-4
Najdéte vsechny dvojice prvocisel p a q, pro které plati
p+q* = q+ 145p°.

(J. Moravcik)
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ReSeni tiloh

C-1-1

a) Cislo n = m® —m? = m2(m? — 1)(m? +1) je vidy délitelné étyfmi,
protoZze pii sudém m je m? délitelné &tyimi a p¥i lichém m jsou &isla
m? —1, m? +1 obé suda, jedno z nich je dokonce délitelné étyimi a jejich
soucin je tedy délitelny osmi. Ze t¥i po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel
m? — 1, m?, m? + 1 je pravé jedno délitelné tfemi, a proto je i &slo n
délitelné tiemi. Je-li m délitelné péti, je m? délitelné péti, dokonce dvaceti
péti. V opacném pripadé je m tvaru 5k + r, kde r je rovno nékterému
z ¢isel 1,2, 3,4 a k je prirozené nebo 0. Pak je m? = 25k2 +10kr 412 a r?
se rovnd nékterému z ¢isel 1, 4, 9, 16. V prvnim a v poslednim piipads
je ¢islo m? — 1 délitelné péti, v ostatnich dvou p¥ipadech je &islo m? + 1
délitelné péti. Je tedy cislo n vzdy délitelné nesoudélnymi ¢isly 4, 3 a 5,
a tedy i jejich soucinem 60.

b) Uz jsme ukdzali, 7e v piipadé lichého m je soucin (m? —1)(m?+1)
délitelny osmi, a ¢islo n = m8 —m? je tedy délitelné éislem 120 = 8-3-5.
Je-li vsak ¢islo m sudé, jsou &isla m? —1, m?+1 lich4, zadné neni délitelné
dvéma. Cislo n je pak délitelné osmi pouze v piipadé, ze m? je délitelné
osmi, tedy m je délitelné ¢tyimi. Cislo n je pak délitelné Sestnécti, tiemi
a péti, a proto dokonce ¢islem 240.

6 — m? je dolitelné cis-
lem 120, prave kdyz m je liché nebo délitelné ¢tyimi.

Nase vysledky mtizeme shrnout: Cislo n = m

C-1-2

Ozna¢me po radé R, S, T stiedy a A, B, C body dotyku kruznic &, [, m na
spoletné tefné ar = 3,s = 12 a t jejich poloméry (délky a obsahy budeme
pocitat bez jednotek kvili jednodussimu dosazovani). V lichobézniku
(ktery v pripadé rovnosti » = t je ovSem obdélnikem) ARTC (obr.6)
je |RT| = r + t. Oznac¢ime-li U prisecik primky AR a pfimky vedené
bodem T rovnobézné s AC, je |RU| = |r — t|. Z pravouhlého trojuhel-
niku RUT plyne |[UT| = |AC| = /(r + )2 — (r — )2 = 2/7t = 2/3t.
Analogicky bychom z lichob&zniki CTSB a ARSB dostali vztahy
|BC| = 2V/st = 4y/3t a |AB| = 2/rs = 2/3-12 = 12.

Uvazujme nejdfive pfipad, kdy bod C' lezi mezi body A a B. Je
pak 2v/3t + 4/3t = 12, odkud t = %. Jestlize bod A lezi mezi body
C a B, dostaneme obdobné rovnici 2v/3t + 12 = 4v/3t, odkud ¢t = 12.
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" Obr.6

Rovnice 12 4+ 4v/3t = 2v/3t, kterou dostaneme pro polohu bodu B mezi
body A a C, nemé zjevné zadné feSeni. Ze takovy piipad neni mozny,
je vidét 1 z obr.7, protoze kazdd kruznice, ktera se dotyka kruznice k
v bodé¢ X rizném od A a pritom obsahuje bod C' polopfimky opacné
k polopfimce BA, musi ve svém vnitiku obsahovat i tétivu kruznice [
(vyznagenou na obrazku), takze se ji nemize dotykat.

So

Obr.7

Polomér kruznice m je tedy % cm nebo 12 cm.

cC-1-3

Necht z, y, z je takova trojice navzajem riiznych prirozenych ¢isel, pro
kterou plati: Kazdé z nich déli jejich souéet x + y + z, takze x déli y + z,
y déli x + z a z déli  + y. Bez jmy na obecnosti mizeme predpokladat
<y <z Jetedy x+y = kz pro vhodné pfirozené k. Protoze je zaroven
T4y <2z jenutné k=1, x4y =z Daley déli x + z = 22 + y < 3y,
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takze 2x+vy = 2y, y = 2x. TTi pfirozena ¢isla danych vlastnosti maji tedy
tvar x, y = 2z, z = 3z, kde x je pfirozené. Protoze maji byt trojmistnd,
musi byt = 2 100, 3z < 999, takze 100 < x < 333. Hledany podet trojic
je 333 — 99 = 234.

C-1-4

Cisla x1, 2y, ..., 2, jsou podle podminek tlohy nenulova a vSechna s li-
chymi indexy jsou si rovna, rovnaji se nenulovému ¢islu a; vSechna ¢isla
se sudymi indexy jsou si také rovna, rovnaji se 1/a, pfevracené hod-
noté a. Je-li n liché, plyne z rovnice z129 = x,21 rovnost x,, = xs, takze
vSechna z; jsou stejnd, rovnaji se 1 nebo —1, nebot to jsou jediné hod-
noty a, pro néz a = 1/a, takze souet jejich druhych mocnin je n. Je-li
n sudé, rovnd se souet druhych mocnin vSech hodnot x; souétu n/2
hodnot a? a n/2 hodnot 1/a?. Aviak a? + 1/a? = 2 pro kazdé nenulové
¢islo a, coz plyne z nerovnosti (a? — 1)% = 0. Proto je soucet druhych
mocnin vsech ¢isel x; vétsi nebo roven n.

C-1-5

Oznaéme x = |AD|, y = |BD|, v = |CD| (obr.8). Z podobnosti troj-
thelnikt ADP a DCP plyne z? : v2 = S, : S, = 2 : 3. Podobné
z podobnosti trojihelniki DBQ, CDQ plyne y? : v2 = S3: S, = 3: 8.
Odtud 22 : y?> = (2-8) : (3-3) =16 : 9, 2 : y = 4 : 3. Trojahelniky ADC,
DBC maji spole¢nou vysku, proto (S; + S2) : (S3+S4) =z :y=4:3.
Za S9 sem dosadime %Sl, za Sy dosadime %5'3 a po upravé dostaneme
5153:8845

C
3r
8s
v
So
P S,
2r & Q
S A\ 3s
S3
A T D Y B
Obr. 8
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Jiné feSeni. Z poméru obsahi trojihelniku ADP a trojuhelniku CDP
se spolecnou vyskou DP plyne, Ze je |AP| : |CP| =2 : 3, takZe mizeme
psat |AP| = 2r, |CP| = 3r, podobné |BQ| = 3s, |CQ| = 8s. Ozna¢me
x = |AD|, vy = |BD|, v = |CD] a z = |PD| (obr.8). Z pravouhlych
trojihelnikic ADP, ADC, PDC plyne 2% = 4r% 4+ 22, 22 + 9% = 0% =
= 2572 — 22. Odtud 2% = 16r? — 2% = 16r% — (4r? + 2?), neboli 222 =
=12r2, z = r\/6, x = r/10, v = r/15, S; = 21/6. Analogicky bychom
dostali z trojuhelniki BDQ, BDC, QDC, e v = 25v22, y = sv/33,
Sy = 3526, tedy uzitim vztahu v? = 1572 = 88s% dostaneme vysledek
S1:S3 = 88:45.

C-1-6

Dana ¢isla, kterd oznacime po fadé A a B, nebudeme porovnavat primo.
Misto toho porovname jejich druhé mocniny a vyuzijeme poznatku, Ze
pro libovolna kladna éisla u, v plati u > v, pravé kdyz plati u? > v2. Pro
dana ¢isla mame

A =p+ G+ 2/ (0 + /D) 0+ VB) +a+ VB,
B2 =p+p+2\/(0+ VP (0 + V) ++ /a

a vidime, ze mimo ,dlouhych* odmocnin jsou na pravych stranach obou
vyjadieni ¢tyti stejni s¢itanci (v odlisnych poradich). Proto nerovnost
A? > B? plati, pravé kdyz je ,,dlouhd odmocnina® v prvnim fadku vétsi

nez ve druhém radku, neboli kdyz pro odmocnované soudiny plati nerov-
nost

(P+va) @+ vp) > (p+vp) (a+Va)-

Roznasobenim a dalsimi algebraickymi tpravami dostaneme postupné
ekvivalentni nerovnosti

g+ /Pq+ pvp +av/a > pq+ /pq+ pVa + ay/p,
(r—a)vp—(—9vq>0,
(r—a)(/p—+7q) >0.

Vysvétlime, pro¢ posledni nerovnost (a tedy i vychozi nerovnost A > B)
v piipadé p # q vidy plati. Je-li totiz p > ¢, je i \/p > ,/q, takZe oba
¢initelé soucinu (p —q) (/P — /q) jsou kladni; je-li p < g, jsou oba ¢initelé
naopak zaporni, v obou pfripadech je proto dany soucin kladny.

Odpoveéd: Vétsi je prvni z danych dvou éisel.
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C-S-1

Jestlize kazdé druzstvo sehraje s kazdym jedno utkdni, sehraje kazdé
druzstvo v turnaji celkem tfi utkani a pocet viech utkani bude % 4.3 =
= 6. Mame tedy najit Sest ruznych ptirozenych ¢isel (nula nedéli zadné
¢islo) s nejmensim moznym souctem tak, aby byl tento soucet délitelny
kazdym z Sesti sé¢itanci. Nejmensi soucet Sesti riznych prirozenych cisel
je 14+243+4+45+6 = 21, ten vSak neni délitelny napt. dvéma nebo Sesti.
Dalsi moznosti je nahradit ¢islo 6 éislem 7, soudet bude 22. Ten vSak neni
délitelny napf. tfemi. Soudet 23 nemuze vyhovovat, protoze ¢islo 23 je
prvocislo, je délitelné pouze dvéma prirozenymi ¢isly. Konecné ¢islo 24 je
souctem ¢isel 1, 2, 3, 4, 6 a 8, pfitom je ¢islo 24 délitelné kazdym z cisel
1, 2, 3, 4, 6, 8. V turnaji proto mohlo padnout 24 branek, ne vSak méné.

CE—-5-2

Oznatme a = /S, b = /T strany &tverctt ABCD, CJK L. Usecka EH je
stfedni piickou trojthelniku BC'D (obr.9), isecka F'G je stfedni piickou

L K
£; b
D
H C P J
“ E
A B
Obr. 9

v trojthelniku BK D, proto je 2| EH| = 2|FG| = |BD| a Gse¢ky EH, F'G

jsou rovnobézné s BD. Podobné je Gisecka HG stiedni pfickou v trojuhel-

niku DCK a tise¢ka E'F je stiedni p¥ickou v trojuhelniku BCK. Proto je

2|HG| = 2|EF| = |CK| ausetky HG, EF jsou rovnobézné s CK, a tedy

kolmé na JL a BD. Rovnobéznik FFGH je tudiz obdélnik s obsahem
1

1 1 1
|EF|-|FG| = a5v2-b5v2 = zab= 7 /ST
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C-S-3

Vzajemna poloha kruznic a jejich spoleéné teény museji vypadat jako
na obr. 10, kde jsme pismeny K, L, M oznacili body dotyku kruznic k,

m

w

K . V /\ e
DAV AR

K L M
Obr. 10

Va

I, m na spoleéné te¢né, U, V, W jejich sttedy a r polomér kruznice [
(v centimetrech). Z pravothlych lichobézniki KLVU, LMWV, KMWU
plyne podle Pythagorovy véty

KL% = (r+3)2 — (r — 3)% = 12r,

ILM|? = (12+7)% — (12 —r)? = 48r

IKM|* = (34 2r +12)% — (12 — 3)® = 4r° + 60r + 144.
Jelikoz |KL| + |LM| = |K M|, dostaneme z prvnich dvou vztaht

\KM? = ([KL| + |LM|)% = |KL|> + 2| KL||LM| + |LM|? =

=607 +2v12 - 487,

coz spolu s tfetim vztahem dava po tipraveé pro r rovnici
4r? — 48r + 144 = 0.

Protoze 472 — 48r + 144 = 4(r? — 12r 4 36) = 4(r — 6)2, ma tato rovnice
jediné feseni r = 6 a polomér kruznice [ je tedy 6 cm.
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cC-1n-1

Vypocet zalozime na dvou znamych pravidlech:

(1) Jsou-li dva trojtuhelniky podobné s koeficientem podobnosti k, je
pomér jejich obsaht roven k2.

(2) Lezi-li ngjaké t¥i body X, Y, Z v jedné pfimce a bod V' mimo ni,
je pomér obsahti trojuhelnikit XYV a Y ZV roven poméru | XY : |V Z|.

Ze shodnosti stfidavych uhlt mezi rovnobézkami AB a CD ply-
ne, ze trojuhelniky AMP a CDP jsou podle véty uu podobné, a to
s koeficientem |[AM| : |CD| = 3. Oznadime-li S obsah trojihelniku
CDP, je obsah trojuhelniku AMP roven (%)25 = %S a 7z rovnosti
|AP|: |CP| = |MP|:|DP| = 32 plyne, Ze obsah kazdého z trojihelnikii
APD a MPC je roven % obsahu trojuhelniku CDP, tedy %S. Obsahy
trojuhelnikit AMC a BMC jsou stejné, a rovnaji se tedy %S+ %S = %S
(obr.11). Odtud plyne, Ze obsah ¢tyithelniku M BCP je %S+%S = %S,
hledany pomér je proto 4 : 21.

D C

cC-1n-2

7 ptedpokladi plyne ¢ = a2, d% = b2, tedy |c| = |al, |d| = |b].
Je-li ¢ = a a soucasné d = b, dostaneme postupné pro levou stranu L
dokazované nerovnosti

L =ab+ac+ ad+ be+ bd+ cd =
=ab+a?+ab+ab+b*+ab=1+4ab<
<1+2(®+b%) =3,

nebot pro libovolna dvé ¢isla a, b je 2ab < a? + b, coZ plyne ze ziejmé
nerovnosti (a — b)? = 0. Rovnost pak nastane pouze pro dvé ¢&tvefice
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a=b=c=d= i% 2, nebot z podminky a = b a rovnosti a® + b% = 1
plyne a? = %, tj. a = i%\/i

Jelliec=—a,d =0, je L = —a®>+b*> < a®? +b*> = 1 < 3. Podobné
v piipadé ¢ = a,d = —b vyjde L = a®> —b?> < 1, v ptipadé ¢ = —a, d = —b
dokonce L = —a® — b*> 0.

Jiné feSeni. Hodnota souctu
S=(a—b +@—c?+@—d)?+0b-c)?+b—-d)?+(c—d)?

je zfejmé nezaporna. Pro dvojnasobek levé strany L dokazované nerov-
nosti proto plati

2L =3(a® +b* +* 4+ d*) - S < 3(a® + 02+ 2 + d?) =6,

odkud L < 3. Rovnost L = 3 pak nastane, pravé kdyz S = 0, tedy pravée
kdyz ¢isla a, b, ¢, d maji tutéz hodnotu, ktera se ovSem musi rovnat i%\/ﬁ
(viz ptivodni feSent).

C-1n-3

Ozna¢me r, s poloméry kruznic k, [ (v centimetrech) a K, L jejich body
dotyku se stranou AB (obr.12). Je pak |AK| = r, |LB| = s, a jak snadno
spoc¢teme z Pythagorovy véty (viz téz ilohu C-S-3)

|KL| = /(r +5)2 = (r — 5)2 = 24/rs.

D C
k
N
l
r
-
r—s {}\ s s
2 VY Ml
| W,
I |
I I
Il 1
A K L B

Obr. 12
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Pro délky stran obdélniku ABCD plati |AD| = 2r, |AB| = r+2/rs+
+ s = (/7 + /3)2. Podle piedpokladu méa byt

2r (v +/5) =72,
neboli po zkraceni dvéma a odmocnéni

r+/rs =6.

Odtud plyne, ze r < 6, a pro velikost poloméru s dostavame vyjadieni

§ = —". (1)

7 podminek ulohy déle plyne, Ze s nemuze byt vétsi nez r, protoze
jinak by kruznice [ nelezela v daném obdélniku, a protoze i kruznice k
musi lezet v daném obdélniku, musi byt |[AB| 2 |AD| = 2r. Z nerovnosti
s < r podle (1) dostaneme podminku 36 — 12r + 72 < 72, tj. » > 3.
Z nerovnosti |AB| = 2r pak plyne 72 = |AB|-|AD| = 472 neboli r? < 18,
coz pro celociselné r znamena, ze r < 4. Pro polomér » ndm tak vychazeji
jen dvé moznosti, r € {3,4}, odpovidajici hodnoty poloméru s vypocteme
ze vztahu (1).

Uloha mé pravé dvé feSeni: r = s = 3cmar = 4cm, s = 1cm.

C-11-4

Pro prvodisla p, ¢ mé platit ¢(q — 1) = p(145p — 1), takze prvodislo p déli
q(q — 1). Prvocislo p nemtze délit prvocislo ¢, protozZe to by znamenalo,
ze p = q, a tedy 145p = p, coz nejde. Proto p déli ¢ — 1, tj. ¢— 1 = kp pro
néjaké k prirozené. Po dosazeni do daného vztahu dostaneme podminku

k41
P=15 k2

Vidime, Ze jmenovatel zlomku na pravé strané je kladny jediné pro k <
< 12, zaroven vSak pro k < 11 je jeho citatel mensi nez jmenovatel:
E+1 <12 < 24 <145 — k2. Pouze pro k = 12 tak vyjde p pfirozené
a prvodislo, p = 13. Je pak ¢ = 157, coZ je také prvoéislo. Uloha mé
jediné feseni.
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